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ALLE RECHTE, EINSCHLIESSLICH DES tlBERSETZUNGSRKCH I'H , VmMIU: )! A I, l I S 


Vorrede. 


Der bier vorliogende dritte Band dor „Kncykloj)ildie dor Elemental*- 
mathematik" hat wesontiich den Zweok, aus NachbarwisHeaschafteu 
Anwendungen zu den arithmetisehen mid geometrischen (Jrundlagen 
zu liefern, die die beiden ersten Iiiinde gesehaften haben. 

Eh darf deswegen von vornherein nieht in alien hier boriihrten 
(Jf*bieten die VollsUindigkeit orwartet werden, die in den ersten 
Biinden erstrebt ist. Das wiirde uueh, bosouders in den physika- 
lisehen Teilon, das Hindi wait fiber den gowfinsehten Unrfang er- 
weitert haben. 

Aber nieht nur als Anwendung ist der Inhalt dionon Biudies 
gedae.ht, odor wenigstens ni<dit in deni Sinne, wie man Lehrlmehorn 
etwa eine Aufgabensammlung als Anliang beiffigt. Dio (inmdlageig 
die zu den einzelnen Uebieten fiberluhron, sollten ebenso logiseh mil 
wirkell werden, wie die (irundlagen der Arithmetik und dor Ueomotrie 
selbst; es sollte dem systemalisehon Vorgehen, w i o oh i m Sehul- 
unterrieht unerliiBlieh ist, Rerhnung getragen werden; und so ergab 
es sioh von selbst, daB der Band aus wenignn, miteinander zwar in 
keinem odor nur losem Zusanunenhaug Htohenden, aber je in sieh 
zusammenhiingend aufgobauten A bsel mitten bestoht. 

Weder die Auswahl dor AbHehnitte mxdi der (bang Hirer Dar- 
steliung soil und kann von den Verfassern als Dogma hingeHtellt 
werden. Welrhe Anwendung sieh im Unterrieht als die zweekmiiBigst e 
erweist, wie die Darstellung den Sehulern zu iibermitteln ist, muB 
<len praktisehen Solmlmanneni uberlassen wordon. 

Was den physikalisehen Teil betrilH, so ist zuniiehst das auB 
geiiommen, was iangst; Uegeristand des theoretisr.hen Sehulunterriehts 
war, die Meeluinik: aber liior ist; Wert gelegt ant* eine Zuspitzung 
des ganzen (binges naeii dem wohl dom heutigon Sehnlunterrieht 
iiiimer inndi nieht in seiner AllgemeiugUltigkeit roe.ht zugilngliehen 
Knergieprinzip. 

Kin anderer physikaliseher Abselmitt riehtet nieli im wesentlirhen 
an das geometrisehe Vorstellumxsverni()i»*en. Der reine Analvtiker wird 




Vorrede. 


vielleicM nicbt viel Freude an dem strengen Ansi.au .•hut Kn.ttiun.-n 
theorie baben und ibren Zweck nicbt recht v.-rst.-lmn: umi .i...-i. m 
sie im stande, dem geometrisch Veranlagten nmu-hr j.hi-ikali-.-l..- Hr 
kenntnis writ leichter zuganglich zu machen, als ,*s j- .!.•», Ana 
lytiker gliicken wird. 

Faraday, der Erfinder des Kraftlinienbegriil'i-s. H.-il-t m anah- 
tischer Bebandlung pbysikaliscber Problems uiiiH-w.-md. it. hat n.-h 
in ihnen eine eigene Matbematik gesehaffmi. tin- -•itf-r intuiliv.-ii 
Denkweise nah er lag, und die ibm und der 'A ' It w uinhrl.utv Dm-/.- 
eroflnete. 

Freilicb Vorsicbt ist geboten. Audi falscin* \ nrst« li miwr.- . taUt 
der geometriscb Denkende leiebter. Darin isf dir :m:ih f is.-ln* M- tiiud,- 
im Torteil. 

Auf eins sei tier noch hmgewiesen. Man muLi sidt itut * u . m 
den Kraft lini en etwas anderes zu sehen, al> so- wirlJn'h » m 

matbematischer Hilfsbegriff ohne reelle Bedmt nuir. *!,-■,? i Km 
fulrung nur dureh die aus ihnen gewonnomn imah * *, . .*? , ,hm 
Ergebnisse gerecbtfertigt wird. Ein \\V>«*iiMinNT. /■«.; > i 
verschiedenen Kraftlinienkomponenten und ilnvn It*- uit :«T* n«i*ui , wi.- 
er in dem Elektromagnetismus gefordert wird, ,• - ! 

standlicb. 

Was die matbematisehe Dun'hfuhnmg d»-r pin •Em:.*,'.. \ 

betrifft, so sei erwabnt, daB mit BewuBtsejn ..wrk-U'i " 1 * * 
eingefiibrt sind. Verkappte Integration** u ai«»*r ■ *i ,»-■ .mtiw 

wo es sicb um die Summierung von Linienebm. •*!.!• n \ .. « ~ t 

z. B. im Carnotsclien KreisprozeB die Idmutat /w. * r \ ? : * 
gliedweise bewiesen, abweichend von don me* ;/** . - 

nicbt elementaren Ableitungen dieses Pmidojnv 

Aus diesem Grunde ist nicbt das .■ ] *,. ! ■. . 

zeicben, in dem der unkundige Leser rb, .j, ? * 

zu erblicken geneigt ist, sondern da« >1111.11.. , , , 

worden. 


Zu dem Begriff der Arbeit stelien uie 
immer in nachster Bezielumg, was ilnvn 
macben, ibre Emfuhrung leicht verniitteln u;p; 

Geometriscbe und arithmefiseh, Aim.mduum- 
den Abscbnitte (von H. Weber), die Eini-Ar ,,v 
Maxima und Minima" und sieVlbst find-: 
Tbeorie der Kapillaritat. 

. Di ^,Wabrscbeinlichkeit.srecliiiun‘jr‘‘ ir,. hrau , h . 

artige Yorstellungen ; sie sind philosophimlvr ,, 
Die Anwendung, die die Wahrsebeiniichke^r* ‘ t w 
sebr redler, ja praktiscber Natur. Si, ,. r j 


L f « 


v ;*'!! 

1 i ■■ 
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Vorrede. VII 

rektion eines jeden quantitative!! Urteils, sei es im alltaglichen Leben, 
sei es in irgend einer Wisseuschaft. 

Damit wendet sieh der Inhalt des JBandes uberhaupt raehr dem 
praktisehen Bedarfe zu. Die „Graphik“ ist fiir die Technik von 
Bedeutung. Ilir Unterrieht wird nur da erfolgreieh sein, wo er 
gleichzeitig mit zeiclmerischen tfbungen verkniipft werden kaim. 
Das ist mit beriieksichtigt, und z. B. in einem besonderen Para- 
graphic, die ^Technik der darstellenden Geometries zum Ausdruck 
gebraeht. 

Den Inhalt dieser Abschnitte fiber „Grapkik a bilden die dar- 
stellende Geometric und die graphische Statik. Die darstellende 
Geometric beginnt mit der se.hriigcn Parallel projection, die im- 
abhiingig voni Zweitai’elsystem bchandclt ist. Andererseits ist das 
Zweitafclsystem mbgliolist mittels seiner eigenen Methoden begrundet, 
weil die hautige Verwendung von Hehragbildern und Modellen leieht 
(due gewis.se Seheu vor der Ansirengung des Aiischauungsvennbgens 
grobzieht. Da der darstellenden Geometric nur ein sehr besohriinkter 
Plafz eingeriiumt werden konnte, so wurde der Sloif nieht naoh Auf- 
gaben, sondern iiaeh .Methoden gruppiert. Auf die Lehre von der 
Knimmung wurde besondere Borgia It verwendet. 

Von der graphiseheu Statik ist. der Teil, der die Zusammen- 
setzung der Krilfte mittels des Bedecks hehaudclt., vorvveg genommen 
timl zur Mirdeitung in die Veki.oranalysis an die Spitze des Bandes 
gesfellt, urn die Wielit igkeit. dieses Verfahrens, das nie.hl. blob der 
Graphostat iker kennen sollto, mehr hervort.rekeii zu lassen. Von der 
Kinfuhrung der Vektorprodukte wurde Abstain! genommen, vveil sie 
im inlgendmi keim* Verwendung linden. 

Die grapliiselie Statik selbst mubfe auf einige niethodi.se.il in- 
teressante Paragraphen besehriinkl werden. Um die Mdglie.hkeit einer 
innigrn Versehmelzung der Bialik mit. der Geomefrie zu zeigen und 
die Leser ein wenig auf die. Geomefrie der Dynamen von St, tidy vor 
zuliereiten, die in vielen Partien dmvhaus der Blomonlargeomet.rie 
nnmluhl , wurde in die graphische Statik cine staiisehe Ahleit.ung 
» i * * :* G nmclfornndn der 1 )reicekskoordinaten , unabhiingig von reeiit, 
wink lime, riugefh jcliten, ferner (*in Paragraph fiber Asiafik. 

Dm Besehlub dieses Buelies maeht ein Abselimll fiher das 
rjiriie {‘'aehwerk. AIs cine rinfache grapliiselie Ldsungsmet bode 
linearer < « leiehmi'j'ssy si emo gehnrt die Pehn* voni Kaehwerk zu dint 
sehf’uisten I’eilen der Klement argeomet no. Dabei ist. es durrhaus 
nieht udtig, sieh auf die rein iiuBerliehe Mrklarung der Kon- 
st niktioiisverfaliren zu Ix-sehranken ; vieimehr wurde verMieht, den 
Le-.er bis zu den Fragostellungeii der hnheren Kaehwerktheorie 
heranzuiuhren. Die A rbeitsgleiehung bei elastiseber Deformation und 


bilden den Hohepurikt <i**r 

TheoriT;"lie _ sind ohne Benutzung des Prinzips der virtual !<‘n V.*r 
ruckungen abgeleitet, einzig auf found des Satzes von den Htatiwii.-a 
Momenten. 

Im darstellend geometrischen Teile des vierten Bitches koiinte 
der Verfasser (Wellstein) Methoden und Gedanken verwert.m, die ,-r 
als Schuler und Assistent von F. Schur kennen gelemt, whs hiermit 
mit dem Ausdrucke des herzlichsten Dankes hervorgrlndten sei. 

Auch der Yerlagsfirma sind wir fiir ilir grniles Kntgegen 
kommen und ihre nie rersagende Geduld zu groliem Danke v«r- 
pflichtet. Sie hat keine Kosten gescheut, um das WVrk mit .-m.-r 
Ffllle von Figuren auszustatten, deren Herstellung nine antler.. nien! 
liche Arbeit bereitete. 

Heidelberg, im April 1907. 

Rudolf H. Weber. 
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tCrster Abschnitt. 


Vektorgeometrie. 


§ 1. Froie Vektoren. 

1. Mine Streoke A It auf oiner Geraden x kuna von einern bo- 
weglirhen Punkfce in zwei versehiedenen „Sinnon“ odor „I{.ichtimgH- 
sinnon“ durelilaufen werden, die wir mil; (A, It) mid (It, A) bezeie.hnen 
wollen (Ki<r. 1). Zwei in deni 


? ,Sinne/‘ (A, />) und ((■, /)) ge 
nonmieue Streeken A It und HI) 
der Ueraden x haben gleiehen Sinn, 


.m; 


A 


B 


a 

Kiw. 1- 


J) 


w <*nii (‘in Punkiy der die Uerade 

ohm 1 , umzu kehron sl.ei.ijjf durehlatiH., beide Si.reeken in ihrem Sinne 
oder beide jjfejfen ibren Sinn dmvhliiuH.; jui ( lorn l*a.l I h haben .si ent™ 
m k( ’« * 1 1 * •■(•so I v.U * Sinne. 


2. Min Parallelojrramin A IK'D ( Pijjf. H 
jmjienovset/.ie %? Sinne“, in denen ein Punki 
durelilaufen kami olme umzukehren, niimlic.h die Sinne. 
( A , />, ( f , D\ und t Dy (\ II, A ). I >er Umkeiirun<j»* des 
Umlaufssinnes enlspriehf aueli die Umkehrunjf des 
Sinnes jeder Seitr. I )u roll l:iu f*l ein Punki. / > den Urn- 
fanjf des Para Hologram ms im eiuen oder anderon 
Sinne, so win! der I hilbxi raid M 1\ der void MiU.nl- 
punki des Parallelogram ms nacli D <fehi, sieli mu M 
mi einen oder anderen Sinne dndieii. Ms isi off 
wiinsehenswerl., den I hvlnmimn m oiner Khene, der 
Xeitdienebme, 1 m*sI i in in 1 1 * Yorzeiebeu zuzuordnen. lie 
fraebtH man die Xeiebenebene, wie. jfowdhnl udi, innner 
von dor emeu Seiie, auf der man zeirlinot., so soli 
eine in ibr stait findende Prelum”' jmsil.iv odor 
nej'ativ jreiinnnt. werden, je naehdnm sie ffi'n'm 
oder m it dem Sinne der lihr/ei^erdrehmi”; erlbhj;’{. 
Krriehtet man auf der Sehriflseife jler jjEbonn eine 


1 besfimml. /,\vni ent- 
seinen lunlium stefi<r 
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I. Mechanik. 


§ 1 . 


Normale, so ist positive Draining so viel als Rechtsdrehung i m 
Sinne des § 84 des zweiten Bandes. 

3. Die Sinne (A', B') nnd (C', D’) zweier paralleler Strecken 
A’& und CD’ auf zwei Geraden x, y definieren wir als entgegen- 
gesetzt oder als gleich, je naehdem zwei 
einander kongrnente Strecken AB und CD 
von x und y, die mit A'B' bezw. C'D' im 
Sinne iibereinstimmen, in der Reihenfolge 
AB, BG, CD, DA verbunden ein Parallelo- 
gram m ergeben oder nicbt. 

4. Seien (Fig. 3) AB, A'B' und DC drei 
kongruente, auf parallelen Geraden gelegene 
Strecken und der Sinn ( D , C ) sowohl dexn 
Sinne ( A , B) als dem Sinne (A', B') gleich, 
dann ist (C, D) sowohl dem Sinne (A, B) als 
dem Sinne (A', B') entgegengesetzt und folg- 
licli (A, B, C, D) und (A', B', C, D) der Um- 
laufssinn je eines Parallelogramms (wiihrend z. B. (A, B, D, C) keinem_ 
Parallelogramm zugehort). Jetzt ist aue.h A A' BB' und ABB' A 
ein Parallelogramm, folglicb sind die Sinne (A, B) und (A', B) 
einander gleicb, d. h.: Wenn zwei parallele Strecken mit 
einer dritten zu ihnen parallelen Strecke im Sinn tiberein- 
stimmen, so stimmen sie auch untereinander im Sinn 
iiberein. 

5. Unter einem freien Vektor a veretehen wir nine Strecke 
von bestimmter Lange a, von bestimmter Riehtung und bestimmtem 
Sinn, die aber im ilbrigen frei beweglieh ist, d. h. (lurch jede andere 
Strecke ersetzt werden kann, die mit ihr in dieseii drei IteHtimmungs- 
stucken ubereinstimmt. Dabei wollen wir, win iiblich, zwei Geraden 
gleicbe Ricbtung zuscbreiben, wenn sie parallel sind. Mi tun ter wird 
unter dem Wort Richtung aucli der Sinn mit cinbegriUeii und, man 
spricht dann wohl auch von Pfeilrichtuug. Zwei Vektoren a, 6 
heifien einander nur dann gleich, a b, wenn sie in Liinge und 
Pfeilrichtung ubereinstimmen; wir sagen dann aueh, es siuen die- 
sel ben Yektoren. Zwei Yektoren heiOen cut gegengesetzt, wenn 
sie parallel und kongruent sind, aber entgegengescfzt.cn Sinn haben;. 
den zu a entgegengesetzten Vektor bezeiehnen wir mit a. Die Vek- 
toren werden auch RiehtungsgroBen, oder gerichtete Strecken, 
Stabe u. s. w. genannt. 

Wenn ein yon den Punkten A, B begmiztor Vektor a oder AB 
den Sinn (A, JB) hat, so heiJBt A sein An fangspunkt, B sein. 
Endpnnkt. 
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Soli eine Strecke AB als Yektor aufgefaBt werden, so bezeicbnen 
wir sie mit AB ; um einen Yektor durcb ein einziges Zeicben aus- 
zudrficken, bedienen wir uns der Frakturbucbstaben a, 6, c, . . 
unter a, b, c, . . . versteben wir dann die (absoluten) Langen dieser 
Yektoren. 


6. Unter der geometriscben Summe % + d 2 + • • * + d n von 
n Yektoren 0%, . . ., a n , zunacbst in dieser bestimmten Reiben- 
folge, versteben wir einen Yektor OA n1 den man erbalt, indem man 
von irgend einem Punkte 
O ausgebend OA 1 = a 1? 

A 1 A 2 == 0 2 ; A 2 A 3 — Ct 3; . 

(Fig.4). 

Konstruiert man, von 
einem anderen Pnnkte 
O' ausgebend, ebenso 
O A x — a x , A j A 2 =^2; • • •> 

A'-i K-k, 80 ist 

0'A' n = OA n . Dabei ist 
durcbaus nicbt etwa voraus- 
gesetzt, daB die Yektoren 
alle in einer Ebene liegen 
rnussen; liegt die Pigur 
OA x A 2 . . . A n , das Sum- 
mationseck, nicbt in 
einer Ebene, so sei Eignr 4 eine Parallelprojektion der raumlicben 
Figur. Aus der Definition der Gleicbbeit des Sinnes von Yektoren 
folgt, daB OA x A x O', A 1 A 2 A 2 'A 1 ', A n _ 1 A n AJ l A n '_ x Parallelogramme 
sind; daber ist OO' = A 1 A 1 ' ==••• = A n A' n , also 0A n A'0' ein 
Parallelogramm und daber O A n = O' A' n , w. z. b. w. Die Gerade 
OA n beiBt ScbluBseite oder ScbluBlinie des Summationsecks. 

7. Andert man in der Summe a x + a 2 H 1" % + a^ +1 H b a n 

die Reibenfolge von zwei nebeneinander stebenden Summanden, 
wie a x und a 2 , oder a /4 und a^ +1 , so stimmt das zugeborige, von 0 
ausgebende Summationseck mit dem obigen bis auf zwei Seiten fiber- 
ein, wie in Figur 4 fur die Yertauscbung von a x und a 2 sowie von 

und c^ + 1 angedeutet ist. Im letzten Falle ist namlicb von Figur 4 
der Teil OA x A 2 . . . A /u _ 1 obne weiteres braucbbar; darauf bat man 
A m _ x B = a^ +1 zu macben; daber ist BA M _ 1 A^A /li+1 ein Parallelo- 
gramm und BA U+1 = A M _ x A. t = die nacbste Seite des neuen 
Summationspolygons, das von A M+1 bis A wieder mit dem ursprfing- 
licben identiscb ist. Der Yektor OA n wird also nicbt ge- 
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andert, wenn man zwei nebeneinander stebende Summanden 
in a* + • • • + a n vertauscht. 

8. Darans folgt aber sofort der Hauptsatz der geometriscben 
Summation: 

Die geometriscbe Summe yon n Vektoren ist von 

der Reibenfolge der Yektoren unabhangig. 

Der Ubergang von der Reibenfolge + a 2 + • • • + a w zu 

a Vi + H k a * n > wo also 0 v i> v a> ' • v n) eine Umstellung der 

n Zablen (1, 2, . . n) ist, kann namlich immer so vollzogen werden, 
daB man in der Folge (1, 2, . . n) zwei nebeneinander stebende 
Elemente vertanscht, in der so erbaltenen Folge wieder zwei, dann 
wieder zwei u. s. w., bis man nach einer endlicben Zahl von Ver- 
tauscbungen nebeneinander stebender Elemente zur Anordnung 
(v 1} v 2 , . . v n ) gelangt. Ist v 1 niebt scbon mit 1 identisch, sondern 
etwa mit der r ten Zabl der Reibe (1, 2, . . r, . . n) 7 so vertauscbe 

man in dieser die r te Zabl mit der links vorangehenden, in der neuen 
Folge die r — l te Zabl mit der vorangehenden, in der neuen Folge 
die r — 2 te Zabl mit der vorangebenden u. s. w., bis naeh r Scbritten 
die Zabl r = v x an den Anfang gertickt ist. Mit den tibrigen 
n — 1 Zablen bat man dann abnlicb zu verfabren, um v 2 an die 
zweite Stelle zu bringen 7 u. s. w. Naeh dem SchluBsatze des Art. 7 
bleibt bei alien diesen Vertauschungen der Vektor OA n ungeandert, 
wenn man nur den Anfangspunkt 0 der Summationsecke festhalt, 
und damit ist der Hauptsatz bewiesen. 

9. Wir and era jetzt den Gleicbheitsbegriff der (freion) Vektoren, 
oder vielmehr, wir werden im eigentlieben Sinne nielit mehr von 
gleicben Vektoren, sondern nur noch von gleichen Smmnen spreohen, 
indem wir definieren: a x + cig + • • • -f a n = tij -f- h, + • ■ * b m) wenn 
beide Summationen zwei im Sinne der friilieren Definition gleiche 
Yektoren ergeben. Das Gleichheitszeichen besagt jetzt so viel als: 
„ergibt denselben Vektor wie die Summation . . . u . 'Dieser neuen Auf- 
fassung laBt sich aber die alte unterordnen durcli Einiuhrung des 
uneigentlicben Yektors a + d, der aus der Summe zweier entgegen- 
gesetzter Vektoren gebildet ist. Macbt man, um die geometrische 
Summe zu erbalten, OA = a, AB = a, so fiillt /> mit 0 zusammen, 
und der Vektor OB , der die Summe a + a darstellt, erhillt die Lange 
Null, wabrend Ricbtung und Sinn unbestimmt bleiben. Wir be- 
zeicbnen diesen Vektor mit Null und setzen a + d — 6 + b = o, in- 
dem wir alle Vektoren Null als gleicb betrachten. I labor ist c + o = c, 
da die Summationen links und rechts denselben Vektor c ergeben. 
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Da nun offenbar die Operation + (ct + 5) das *Ergebnis einer Sum- 
mation niclit andert, sondern nur die Art seiner Entstehung, auf die 
es niclit ankommt, so diirfen entgegengesetzte Vektoren in einer Summe 
nach Belieben weggelassen oder eingefiigt werden. Betrachtet man jetzt 
den Yektor c als uneigentliche Summe c + a + a, so erscheint auch c 
als Ergebnis einer Operation , all erdings der Identitatssetzung, und 
man kann in diesem Sinne auch. c = c aussagen. Ob man die Glei- 
chung c = c auf diesem Wege einfiihrt oder nock in die Definition 
verlegt, jedenfalls muB man sick bewuBt werden, daB in dieser 
Gleichung das Zeicken = unmittelbar nickt dasselbe sagt wie in 
der Gleickung a + 6 = c + b + e, die gilt, wenn die Summation 
reckts und links denselben Yektor ergeben. 1st a der die Summe 
a x + a 2 + * * * + a„ darstellende Yektor, also a = O A n (Fig. 4), so 
diirfen wir nunmekr 

+ + + * • • + & n “ ci 


setzen, eine Gleickung, die aussagt, daB die Summation links den- 
selben Vektor a ergibt wie die Identitatssetzung der reckten Seite. 
Deutet man diese Gleickung, wie es ®auch wohl ublich ist, dakin, daB 
die Operation links den Yektor a „als Resultat ergibt^, so konnte 
man eine Gleickung wie a+b=c+b+e obne eine Erweiterung 
dieser Definition nickt lesen. 

Auf alle Falle liegt also eine Anderung der urspriinglichen Be- 
griffe yor. Die alte Definition, daB gleick sei, was sick in alien 
Urteilen gegenseitig vertreten konne, ist wissensckaftlick unbrauchbar, 
erstens, weil man nickt alle Urteile im voraus kennt, der Begriff der 
Gleickkeit also vor alien Urteilen feststehen muB, wenn er zum 
Hilfsmittel der Erkenntnis werden soil; zweitens, weil im Sinne 
dieser Definition nickt einmal 1 + 1 = 2 ist. Denn in dem Urteile 
„1 + 1 ist ein Binom“ kann 1 + 1 nickt durck 2 ersetzt werden 
Gleickkeit gibt es immer nur, wie die mittelalterliohen Pkilosophen 
es ausdriickten, „secundum aliquid" d. h. unter eineni ganz bestinunten 
Gesicktspunkte, im vorliegenden Falle unter dem der geometrisehen 
Summation, und in dieser einen Beziehung ist Gloichkeit so vied 
wie Identitat, im vorliegenden Falle Identitat der SchluB seite n 
des Summationsecks. 

Die zahlreichen Gleickkeitsbegriffe, die man in der Matkematik 
immer wieder mit demselben Zeicken = bezeicknet, stimmen alle 
darin uberein, daB aus A = B, B = C immer A = G folgt. So ist 
es offenbar auch bei der Summation der Yektoren. 
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§ 2. Gebundene Yektoren an. demselben Angriffspunkte. 

1. Bis jetzt waren alle Yektoren frei, d. b. unter Wabrung von 
Lange, Ricbtung und Sinn beliebig verscbiebbar, und alle in diesen 
drei Bestimmungsstucken iibereinstimmenden Yektoren galten als gleicb, 
Ein Yektor a beiBt an einen Pnnkt 0 , seinen „Angriffspunkt“. 
„geb undent wenn 0 die einzige moglicbe Lage des Anfangs- 
punktes von a ist. Den an 0 gebundenen Yektor a bezeichnen wir 
mit (a, 0), lies „a an O u . Zwei derartige Yektoren (a, 0 ) und (a', O') 
sollen nur dann gleicb beiBen, wenn O' mit 0 zusammenfallt und a' 
als freier Yektor gleicb a ist. Urn die zwei Arten der Gleicbheit, 
um die es sicb bier bandelt, die Gleicbbeit freier und die Gleicbbeit 
gebundener Yektoren, wenigstens fur den Anfang scbarf auseinander 
zu balten, wollen wir bei gebundenen Yektoren lieber von Aqui- 
valenz sprecben und uns des Aquivalenzzeicbens ~ statt des Grleicb- 
beitszeicbens bedienen. Nacb Definition ist also (a, 0) ^ (a', O'), 
wenn a' = a und 0 mit O' zusammenfallt. Genau wie in Artikel 9 
des § 1 erweitern wir sofort den Aquivalenzbegriff, indem wir die 
Summation gebundener Yektoren vom Typus (a, 0) definieren durcb 

0 a i> 0) + ( a 2 ? 0) 4 b (a n , 0) ot (a t + f- a n , 0) ~ (a, 0) 

fiir 

a — a x + a 2 4 b a n , 


d. b. die an denselben Angriffspunkt gebundenen Yektoren 
werden wie freie Yektoren summiert, die erbaltene Summe a 
aber wieder an 0 gebunden. Das gescbiebt nacb § 1 mit Hilfe 
eines Summationsecks OA 1 A 2 . . . A n , dessen Anfangspunkt man 
am praktiscbsten mit 0 zusammenfallen laBt; die ScbluB- 
linie 0A n des Summationsecks stellt dann den Yektor (a, 0) 
in ricbtiger Lage dar. 

2. Nacb dem Hauptsatze der Summation freier Yek- 
toren ist aucb die Summe an denselben Angriffspunkt ge- 
bundener Yektoren von der Reibenfolge der Summation un- 
abbangig, d. b. es gilt bei der Addition das kommutative 
Gesetz. 

Es gilt ferner aucb das assoziative Gesetz, das wir ganz all- 
gemein so aussprecben konnen: Teilt man das System (cq, 0), 
(a 2) 0), . . (a n , 0) in r Gruppen von beliebiger Anordnung 
und beliebigem Umfang, und bildet man erst die Summe jeder 
dieser Gruppen, so ist die Summe dieser Teilsummen der 
Gesamtsumme (a, 0) des Systems Equivalent. Denn sind etwa 
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<%, • • ft), Ol - ■ ■ ■> V), (ft- • • - ft-), • (ft- • ■> ft) die yjf® der “ 

in diesen r Gruppen und OK x K 2 . . . K k L 1 Ix 2 . . . L t M t M 2 . . . M m o 1 b 9 ... o s 
das Summationseck der n Vektoren in dieser Anordnung, also z. B. 


OK t - a Xi , L,L Z = a Za , . . ., so ist OK x K 2 . . . Z* e in Summation seek 
der ersten Gruppe, K k L 1 L i -»‘L l ein solckes der zweiten, . . und 
die Gesamtsumme OS. der n Yektoren wird auck erh alien durck 


Summierung der Yektoren OK k , K k L v L } M m , .... Denkt man diese 
an 0 gebunden, so ist also in der Tat OS s c±L^(a„, 0 ) 0) + * * *> 

w. z. b. w. * i 


3. Wenn die letzte Ecke A n des Summationsecks OA 1 . . . A n 
Ton w Yektoren (ct 1; 0 ), . . ., ( <x n , O') mit der ersten Ecke 0 zusammen- 
fallt, wenn also + a 2 + * — b & n = 0 ist, s0 isl ( a i> 0) +* (ci 2? 0) + * • • 
+ (a nJ 0) ~ (o, 0) der an 0 gebundene Yektor Null. 

Fxigt man einem System an 0 gebundener Yektoren 
nock beliebig yiel Systeme der Art (o, 0) bei, so wird die 
Summe nickt geandert, denn das ursprungliche Summationseck © 
wird dann nur durck Zusatzseiten erweitert, die von einer Ecke von 
© ausgeken und zu ikr zuriickkekren. — Wir besekranken uns 
von nun an auf Yektoren, die in einer Ebene liegen. 


4 . Wakrend so die Summation von Yektoren an demselben An- 
griffspunkte eine durckaus eindeutige Losung hat, zu der man aller- 
dings auf unbegrenzt viele Weisen gelangen kann, ist die umgekehrte 
Aufgabe, einen gegebenen Vektor (a, 0) als Summe von n (unbe- 
kannten) Yektoren (a J7 0), . . ., (a n , 0) von gegebenen Ricktungen an 
demselben Anfangspunkte 0 darzustellen, wie man sofort sielit, fur 
w^>3 unbestimmt; man kann dann nock die Langen von n — 2 Sum- 
manden willkiirlick vorsekreiben. Sind es etwa die n — 2 letzten 
und ist (b, 0) ikre Summe, so hat' man 
nock a 1; a 2 aus 

(a, 0) ~ (b, 0) + (a l7 0 ) + (a 2 , 0) 

zu bestimmen. Waren a x und a 2 be- 
kannt, so katte man zur Ermittelung 
von a-=OA erst OB = b, BC = a 1? 

CA = a 2 abzutragen; daraus folgt: man 
mache OB — b, OA = a und ziehe 
durck JB eine Parallel e zur gegebenen 
Ricktung von a 1; durck A eine Parallele 
zur gegebenen Ricktung von ct 2 . Ist G der 
Scknittpunkt dieser Parallelen, so ist a x = BC, a 2 == CA , und damit ist 
die Aufgabe der Yektorenzerlegung in diesem Falle gelost. Die Rick- 
tungen von d x und a 2 diirfen nicht ubereinstimmend angenommen werden. 
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Soil (a, 0 ) nur in Yektoren yon zwei yerscliiedenen Ricbtungen or 
und y zerlegt werden, so ziehe man durcb 0 sowie durcb den End- 

punkt A yon (a, 0 ) zu diesen Ricbtungen 
die Paralleled Die in 0 aneinander stoBenden 
Seiten OX, OY des so entstandenen Paral- 
lelogramms losen dann die Aufgabe. Dieselbe 
bat also nur eine Losung: OA^OX+OY, 
die Yektoren OX, OY heiBen die Kompo- 
nenten Yon OA oder (a, O') in der x- 
nnd in der ?/-Richtung. Stebt y auf x senk- 
recbt, so ist die ^-Komponente OX einfacb 
die senkrecbte Projektion Yon OA auf x. 

Man benutzt die Zerlegung der an 0 gebundenen Yektoren in 
zwei durcb 0 gebende Komponenten zur analytiscben Bebandlung 
der Geometrie der Yektoren, die in einer Ebene ( x , y) liegen. Der 
Yektor (a, 0) wird dann durcb seine beiden Komponenten (j, 0), (ty, 0) r 
wo £ = OX, OF, festgelegt und die weitere Untersucbung nur 
an den Komponenten gefiibrt. Sind (jc v , 0), ( , 0 ) die Komponenten 
von (ct r , 0), v = 1, 2, . . n 7 so bat der Summenvektor 

( a i; 0) + (a 2 , 0) -\ + (ct n , 0) ce (a, 0), 



den wir mit (a, 0) bezeicbnen wollen, die Komponenten: 

(E, 0 ) ^•(s 1 + £ 2 + ---+-? n , 



0), 

(b, 0 ) ~ (bi + 1) 2 H h 0 ), 


wie ein Blick auf Figur 7 zeigt. 


Fig. 7. 


Der Summation oder Zusammen- 
setzung der Yektoren (a v , 0) ent- 
spricbt also die algebraiscbe (auf 
dasV orzeicben Eiicksicbt nehmende) 
Addition der Komponenten £ v 
und i) v . Man wird bemerken, wenn 
y senkrecbt auf x angenommen 
wird, daB die an 0 gebundenen 
Vektoren der (x,y ) -Ebene sicb 
summieren wie komplexe Zablen 
# v = % v + iy t in der komplexen 


Zahlenebene. Der komplexen Zabl z y entspricbt der Vektor (ct v , 0) : 
(I„ 0 ) + (lj„ 0) (Tgl. Bd. I, 1. Aufl, § 47; 2. Aufl, § 51). 


5. Ein Yektor bestimmt zu jedem Punkte P, der nicht 
auf ibm liegt, in eindeutiger Weise einen „Drebsinn“, den 
wir den Drebsinn des Yektors in 0 nennen; legt man namlicb 
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in der durcli P und den Yektor gehenden Ebene einen Kreis um P 
als Zentrum und ordnet man jedem Punkte C des Yektors den auf 
dem Halbstrabl PC liegenden Kreispunkt C' zu, so wird, wenn G 
den Yektor in seinem Sinne durchlauft, C' 
den Kreis ebenfalls in einem bestimmten 
Sinne dnrcblaufen. Dieser Sinn wird fiir alle 
konzentriscben Kreise derselbe sein, entweder 
bei alien Kreisen dem Uhrzeiger folgen oder 
ibm entgegengeben. Dem einen Drehsinne 
ordnet man eines der Zeicben + oder — zu, 
dem anderen das entgegengesetzte, was in 
der Figur 8 durcb eine kleine Marke in der 
Weise gescbeben ist, daB der Drebnng gegen 
den Ubrzeigersinn das Pluszeicben ent- 
spricbt (§ 1 ; 2.). An dieser Festsetzung wollen wir festhalten. 
Drebung gegen den Ubrzeigersinn beifit nach § 1 ; 2. positiv, in 
dem Ubrzeigersinn negatiy. 

Unter dem Drehmoment des Yektors (a, 0 ) in dem 
Punkte P yerstebt man das Produkt aus der (positiyen) 
Lange a des Yektors und dem (positiyen) Abstande des 
Punktes yon a, yerseben mit positivem oder negatiyem Yor- 
zeicben, je nacbdem der Yektor positive oder negative 
Drebung um P bestimmt. Fur die analytische Behandlung ist 
es bequemer, sicb den Sacbverbalt so zu denken, daB die Lange a 
des Yektors (a, 0 ) positiv, der Ab stand a p des Punktes P 
von a dagegen positiv oder negatiy genommen wird, je 
nacbdem der Yektor um P positive oder negative Drehung 
bestimmt. Den so definierten Ab stand a p nennen wir den D rebarm 
des Yektors in P. Das Drehmoment des Yektors (a, 0) im 
Punkte P ist dann gleich dem Produkte aa p aus der Lange 
und dem Drebarm des Yektors in P. 

6. Geometriscb laBt sicb das Moment aa p , abgesehen 
vom Yorzeichen, deuten als doppelter Inhalt des Drei- 
ecks OAP, das der Punkt mit dem Vektor (a, 0 ) ~ OA bestimmt. 
Wir nebmen jetzt zwei Yektoren (a, 0 ) ^ OA und (b, 0) ^ OB an, 
um ibre Momente in einem derselben Ebene angehorigen Punkte P 
zu vergleicben mit dem Momente des Yektors OC ~ OA + OB. 
Bestimmen alle drei Yektoren in P negative Dreliung (wie in Fig. 9), 
so sind die Abstande a p , b p , c p negatiy und daber: 

— aa p = 2 X Dreieck OAP = OP • h A , 

— bb p = 2 x Dreieck OBP = OP • h B , 

— cc p = 2x Dreieck OOP = dP. L 


C 
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wo h A , A*, h G die positiven Abstande der Punkte B, C you OP 
bezeiebnen. Nun ist aber ; wie in der Figur 9 ersichtlicb gemaebt ist, 

( 1 ) ho = h A + 1%B y 
also ist 

(2) aa p + bb p = cc p . 

Bestimmen die drei Vektoren in P positive Drebnng ; so gilt die Formel (1) 
ebenfalls; denn kebrt man den Sinn von (a, 0) und (6, 0) in (a, 0) 
nnd (6, 0 ) um, so kehrt sicb aucb der von (c, 0 ) um, die Yektoren 




Eig. 9. 


m 8 . io. 


bestimmen dann in 0 negative Drebung, nnd es ist aa p + bb p = cc p . 
Da aber a p == — « p , 6 P == — Z> p , = — c p , so bleibt Formel (1) aucb in 
diesem Falle riebtig und gilt folglicb in dem Gebiete I der Figur 10. 

Ist in P der Drebsinn von (a, 0) positiv, der von (6, 0) und 
(c, 0) negativ, so sind in (1) h B , he durcb — h B , — h c zu ersetzen 
(Fig. 10). Da jetzt aber bb p = — OP • h B; cc p = — OP h c wird, so 
bleibt (2) richtig. Kebrt man, wie soeben ; den Sinn von a, B, c um, 
so bleibt (2) immer nocli bestehen und gilt somit aucb im Gebiete II 
der Figur. Da a vor b keinen Vorzug bat, so gilt sie aucb im dritten 
Gebiete der Figur und damit allgemein. 

7. Diese Formel laBt sicb nocb verallgemeincrn. Ist in einer 
Ebene 

(a 17 0) + (cl, 0) + * • - + (a n9 0) ~ (a, 0) 
gegeben und ( c v , 0) ~ (a 1; 0) + * * ■ + (ct v , 0) 7 so ist nacli (2): 
a x a p + a 2 a^ = c 2 c p 7 (\> r p + a H r p , . . ., 

c .-.C, + a n< = c n <% = aa F , 


also 
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wenn allgemein | j | die Lange yon j bezeichnet. So ergibt sich der 
;; Momentensatz“ : 

Das Moment einer Summe yon Vektoren an dem- 
selben Angriffspunkte und in derselben Ebene, bezogen 
auf einen beliebigen Drehpunkt P in dieser Ebene, ist 
gleich der Summe der Momente der einzelnen Sum- 
manden, bezogen auf denselben Drebpunkt. 

Es kann nicht beirren, daB hier das Wort Summe das eine Mai 
eine geometrische, im zweiten eine algebraische Summe bedeutet, da 
Vektoren niclit algebraisch, Momente nicht geometrisch summiert 
werden; in der vorgetragenen Form pragt sich der Satz am leichtesten 
dem Gedachtnis ein. 

8, Wie man auf Grund der Ausfuhrungen des Artikel 4 die- 
Lange des Vektors (a, 0 ) aus den Komponenten % v7 t) v der Vektoren 
(a v , 0) berechnet, wenn noch die 
Neigungswinkel der d v gegen die x 
gegeben sind, kann man aus Bd. II, 

§ 58, 1. unmittelbar ersehen. Er- 
innert man sich, daB die Hesse- a 
sche FTormalform der Gleichung 
einer Geraden a in einer Ebene rj } 
wenn man die Koordinaten x , y 
eines nicht auf a liegenden Punk- 
tes P einsetzt, den Abstand dieses b 
Punktes P yon a mit einem 
bestimmten Vorzeichen angibt 
(Bd. II, § -57), so wird man auf 
eine einfache analytische Dar- 
stellung des Dreharmes und des 
Momentes gefuhrt, die wir noch in bequemere Form bringen wollon. 
Ist a die Gerade, auf der der Vektor (a, &) liegt (Fig. 11a, lib), 
so fallen wir yom Koordinatenanfang 0 auf a das Lot OF und logon 
ihm den Sinn (0, P) oder (P, 0) bei, je nachdem a um 0 positive 
oder negative Drehung bestimmt. Der Dreharm a° wird also im 
Sinne (0, F) positiv oder negativ gemessen, je nachdem positive odor 
negative Drehung vorliegt. Als Neigungswinkel a des so orien 
tierten Lotes gegen die #-Achse betrachten wir den Winkel, 
durch den man die + ^-Achse um 0 positiv drehen muB, bis 
die -f- ^-Richtung mit der des Lotes zusammenfallt. Fallt 
man noch von einem Punkte P der Ebene auf a und die .T-Achse 
die Lote PQ, PP, von denen das erste als Dreharm an P, das 
andere als Ordinate mit Vorzeichen gemessen werde, so haben die 
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Seiten des Streckenzuges OBPQ sowie seine Ortbogonalprojektion OF 
die in den Figuren 11a, lib angegebenen absoluten Langen. Daber 
ist in Figur 11a: 


oder 
in Figur lib: 
oder 


— a° = x cos ( a — 180°) + y sin ( a — 180°) — a F 
a p = a 0 — x cos a — y sin a ; 


* x cos a + y sin a + a* 


a F = a 0 — x cos a — y sin a; 


also in beiden Fallen ubereinstimmend: 


(4) a p = a 0 — x cos a — y sin a. 

Hack dieser Formel ist also der Drebarm a p des Yek- 
iors (a, <&) an P zu berechnen, wenn der Drebarm a 0 am 
Anfangspunkte der Koordinaten sowie seine Neigung a 
gegen die #-Acbse gegeben sind. 

Liegt P auf a, so ist der Drebarm gleicb Null, nnd 

(5) a 0 — x cos a — y sin a = 0 

ist daber die Gleicbung der Greraden a, auf welcber der 
Yektor liegt. 

Diese Grleicbung befindet sicb in der Hessescben Normalform, 
und wir wollen den Ausdruck a p = a 0 — x cos a — y sin a } der mit 
den Koordinaten eines nicbt auf a liegenden Punktes P der Ebene 
gebildet ist, die Hessesche Normalform von a nennen. 

9. Sind jetzt in der Ebene melirere Yektoren (a 17 SI), . . (a w , SI) 
an einem Angriffspunkte SI gegeben und ist (a, SI) ihre Summe, cc v 
der Neigungswinkel des Lotes a[! gegen die + ^-Ricbtung nacb den 
Bestimmungen des Artikel 8, so ist 

(6) < = a° v — x cos a v — y sin cc v (v = 1, 2, . . n). 
Daraus berecbnet sich a p nach (3) durch die Formel 

v—n v — n v — n 

/ 7 \ 4 1- a n a',l = ^S a v a r — X C0S a v~y /jj a r Sia U v> 

' ' r= 1 v — 1 v = 1 

a = | cii + • * • + a n | , 

wiederum in der Hessescben Normalform, vorausgesetzt, daB a 
nicbt verschwindet, wo a p unbestimmt wird. 
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§ 3. Linienfltichtige Vektoren. 

1. Wenn zwei Vektoren an yerschiedene Angriffspnnkte ge- 
bunden sind, so lassen sie sick nack unseren bisher verabredeten 
Operationsregeln nickt zueinander in Beziekung setzen. Urn das zu 
ermoglichen, ersckaffen wir eine neue Art yon gebundenen Vektoren, 
die wir „linienfliichtige“ nennen. Ein Vektor keiBt lmienfliichtig, 
wenn er auf einer bestimmten Geraden, seiner „Angriffslinie“, 
iiegen muB, anf dieser aber beliebig yersckoben werden kann. Der 
an eine Angriffslinie x gebundene Vektor a werde mit (a, x), lies 
„a anf x a , bezeichnet. Er laBt sick anffassen als ein Vektor (a, 0), 
dessen Angriffspnnkt 0 anf x yerschiebbar ist; die an Angriffspnnkte 
gebnndenen Vektoren geken in die an Angriffslinien gebundenen uber 
dnrck das Verschiebungsaxiom (Axiom A), daB der Angriffs- 
pnnkt anf der den Vektor enthaltenden Geraden (znm Zweck 
der Summierung) frei yersckoben werden darf. Hat man 
mehrere linienfliichtige Vektoren an denselben Angriffspnnkt yerlegt, 
so sollen sie dort summiert werden wie Vektoren, die an einen Punkt 
gebnnden sind, und es soil dabei erlanbt sein: 

I. dem gegebenen System @ nock Systeme yon (linien- 
fliichtigen) Vektoren an bestimmten Angriffspunkten 
zuzufiigen, wenn in jedem dieser Punkte die Summe 
der zugefiigten Vektoren yersckwindet — Axiom der 
Zufiigbarkeit sick ,,hebender“ Systeme (Axiom B), 

II. jeden linienfliichtigen Vektor an einem bestimmten 
Angriffs’punkte 0 zu ersetzen durch irgend ein 
System yon linienfliicktigen Vektoren an 0 , das 
jenen Vektor znr Summe hat — Axiom der Zerleg- 
barkeit (Axiom C). 

Man kann ubrigens das Axiom B als in C enthalten ansehen, 
wenn man die sick kebenden Systeme als Zerlegungen der Null an- 
siekt und die Zufiigbarkeit der Null mit Axiom C ausdrucklich 
postuliert. 

2. Es ist zn untersuchen, ob bei dieser groBen Freiheit der 
Konstruktion iiberkanpt nock etwas kerauskommt, das sick wie eine 
Summe der gegebenen Vektoren verhalt. Wir beschranken mis 
dabei auf Vektoren , in derselben Ebene rj, und zwar sollen 
alle Vektoren in dieser Ebene rj linienfliichtig sein. 

In dem wir den Gleichkeitsbegriff uns wiederum fur die freien 
Vektoren yorbekalten, wollen wir die fur linienfliicktige Vektoren zu 
definierende Gleickkeit, wie bei den gebundenen (§ 2, 1.), als „Aqui~ 
yalenz“ (mit dem Zeicken benennen. Es soli nur dann (a,x)Li(h,y) 


16 


I. Mechanik. 


heiBen, wenn a = b und mit y identisch ist, d. h. wenn die frei< 
Yektoren a, 6 gleich sind und auf derselben Angriffslinie liegen; a 
dieser diirfen sie aber an verschiedenen Stellen liegen. Um diese Definitic 
nicht wiederholt erweitem zn mfissen, definieren wir 'gleich allgemei 
Ein System © yon linienfluchtigen Yektoren j 
einer Ebene, das auch ans einem einzigen Vektor b< 
stehen kann, heiBt einem anderen System % diese 
Ebene Equivalent, © ~ %, wenn sich © auf Grund de 
Axiome A, B, C und der Summationsgesetze der g( 
bundenen Yektoren in % fiberffihren laBt. 

3. Yon der Aquivalenz gelten die wicbtigen Satze: 

Satz 1. Wenn © ~ so ist auch % @. 

Satz 2. Wenn und ©' ~ X, so ist auch. © ~ ©'. 

Wenn © durch Anwendung der Axiome A ; B ; C in % ubergeh 
so soil sich anch % in © zurfickverwandeln lassen. Die Verwandkm 
yon © in X geschieht: 

a) durch Yerschiebung des einen Yektors OA auf der Gerade 
OA in die Lage O' A] man erreicht dasselbe Resultat, wen 
man erst zu OA den entgegengesetzten Yektor OA addie] 

und O' A' = OA hinzuffigt; OA + OA = 0, und O' A' bleil 
ubrig; die Yerschiebung kann also durch Addition erzeug 
werden; 

b) durch Anwendung des Axioms B; diese wird ebenfalls ihre 
Definition nach durch Addition erreicht; 

c) durch Anwendung des Axioms C; die Auflosung yon (a, C 
in (a 1; 0) + • • • + (a n , 0 ) wird erreicht, indem man zu (a, C 
die Yektoren (a, 0), (a x , 0), . . ., (d n7 0) addiert. 

Der Ubergang von © in J kaim also durch eine Reihe yo 
Additionen erreicht werden. Um also % in © zuruokzufuhren, fug 
man zu % den letzten Summanden mit imigekehrtem Sinn, dan 
ebenso den vorletzten, . . ., schlieBlich den ersten, ebenfalls mit urr 
gekehrtem Sinn, und es bleibt © ubrig. 

Wenn man © nach Satz 2 in Z verwandelt hat, fiihre man % i 
©' fiber; durch Aneinanderreilien beider Operationen geht © in S 
fiber, und dann ist nach Satz 1 auch ©'in © uml'ormbar. 

4. Sind nun in rj zwei Vektoren (a, .r) und (b , //) gegeben, dere 
Angriffslinien x , y sich in einem Punkte G schneiden, so ist bei de 
Summation erlaubt, die Vektoren a, b auf x und y nach G als Ai 
fangspunkt zu verschieben, d. h. sie durch (n, G) und (b, (!) zu e: 
setzen. Als Vektoren an G konnen dann (a, (!) und (b, G) nach § 
zu einem Yektor CC' aus C zusammengesetzt werden, der nun wiedf 
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auf der Geraden CC' Yerschiebbar 
ist und mit einem weiteren Vektor 
(c, z), dessen Angriffslinie z die 
Gerade CC' in einem Punkte Z 
trifft, zusammengesetzt werden 
kann: Man mache ZZ' = CC' 
nnd Z' S = C; dann ist also der 
Vektor ZS , gebunden an die 
Gerade ZS , das Ergebnis der Sum- 
mation yon (ct, x), (6, y ) und (c, z) 
{Fig. 12). Unter Erweiterung des 
Aquivalenzbegriffes wie in § 2, 1. 
setzen wir: 



Fig. 12. 


(a, x) + (6, y) + (c, z) ~ (ZS, ZS). 


Nun war CC' = a + h, ZS = ZZ' + Z'S = a -f- 6 + c, und wenn 
wir die Gerade ZS mit s bezeichnen, so ist demnaeh. 

(a, x) + (6, y ) + (c, z) = (a + b + c, $ ). 

5. Das gebt so weiter, wenn noch mebr Vektoren in der Ebene rj 
gegeben sind, Yorausgesetzt, daB immer die zuletzt erhaltene Angriffs- 
linie Yon der des zunachst 
zu addierenden Vektors ge- 
schnitten wird. Sind da- 
gegen die Angriffslinien u 7 v 
zweier V ektoren p , q parallel, 

;so Yersagt die Methode und 
liberhaupt das Axiom A. 

In diesem Falle fuhrt 
das Axiom der Zuftigbarkeit 
sick hebender Systeme zum 
ubersichtlichen Resultate 
(Fig. 13, 14). Man fixiert auf 
u und v irgendwo Angriffs- 
punkte P 0 , Q q you (p, ■?!) 
und (q, v), macht _P 0 P' = p ; 

QoQ' = q und fdgt zwei 
Vektoren f und f yon be- 

liebiger Lange f auf P 0 Q 0 als Angriffslinie hinzu: P 0 P" = f, Q 0 Q" 

Ist jetzt 

P 0 JP - P 0 JP + P 0 P" = P + t, O 0 Q = Q 0 Q + Q 0 <J" = q + f 
und schneiden sich die Geraden P 0 P und Q 0 Q in einem (im 

Weber u. Wellstein. Enovklov.ii.HiA ttt 
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Endlichen gelegenen) Punkte S, so kann roan JP 0 JP und Q 0 Q an 8 
als Anfangspunkt yerlegen nnd dort summieren. Sei etwa Sty — JP 0 JP T 
SC = Q 0 Q nnd SB so kat der Yektor gebunden 

an die Gerade SR, die s keiBen moge, als Summe des Systems (p, u), 
(q, t?) zu gelten, nnd wir setzen, nnter abermaliger Erweiternng des 
Aquivalenzbegriffes (durck Axiom C): 

1st nun SSp" = _P 0 P"=f, SC" = Q 0 Q" = f, wo also S, £T 
anf einer Parallelen zn P 0 Q 0 liegen, so ist = p ; 0"C = q, 

und wenn man nock SA = ty"ty, SB = C"C abtragt, so ist 
SA =» p, SB = q. Also liegen A und B auf der Parallelen durch 
S zu u (nnd v). Jetzt ist 

SB = Sty + SC = SA + Sty" + SB + SC" - SA + SB = p + q, 

d. k. die genannte Parallele ist die Angriffslinie 5 von SB. Diese 
trifft P 0 Q 0 in einem Punkte T, so daB 

*.r=m -$£) = ©)-(£: 

ist. Dabei liegt T zwiscken den Punkten P 0; Q 0 oder nickt, je- 
nackdem p und q gleicken oder entgegengesetzten Sinn kaben. 



6. Es bleibt nock der Ausnakmefall zu untersuchen, daB auck 
P Q JP und Q 0 Q parallel ausfallen. Das kann naturlick nur eintreten, 
wenn p nnd q entgegengesetzten Sinn kaben. Der Teilpunkt T fallt 
dann auf P q Q q ins Unendlicke, was voraussetzt ; daB die Langen p 



und a einander gleich sind. 1st das nicht der pv,ii , ■ m 

auf P o a direkt durch das Teilverhaltnis P 0 T : T q>^° W man / 

durck T zu u die Parallele s ziehen und auf ibvAi ermitteln, 

1 Vektor p + q 



mg. 15. Fig. 


auftragen. Eine einfache Losung dieser Aufgabe Z eiiy 
und 16, die wohl obne weitere Erklarung verstandK r 1 . ^*& uren ^ 
w j • * aclllch sind. Sofolgt: 

Wenn die Angnffslmien u, v zwei er v 

(q,^) parallel sind und p + q nicht ver 8c j 1 e . x ^ oren O 5 ; w )? 

(p,M) + (q,u)~(p + q,s) j 
wo die Gerade 5 zu u und v parallel Y 
Abstand der Geraden u , v innen oder^ Un< ^ ^ en 

gekehrten Verhaltnis der Langen p y ^ ^ ^ u "en im um- 
die Vektoren p, q gleicben oder eut&ecr/f 1 ; ^' e nac bdem 
h ab en. &e ^ en gesetzten Sinn 


Das gilt zunachst nur bei der angegebenen Ay, 
struktion. AuBerdem ist uns nocb ein Fall y e rbli e ]? r aun S der K 011 - 
dieses Yerfabren versagt: der Fall p -+• q == 0> ^ . en » ^ dem an oli 

Falle nicht p und q auf derselben Angriffslini e g le ^ en iu diesem 
zwei Yektoren nicht zu einem einzigen sunirriieren sic b die 

Vektoren (a, x) und (a, y) mit parallelen Angriff p * n Ba S^; ZW( d 
Gegenpaar, und zwar ein eigentliches 0 der lnieri bilden ein 
je nachdem die Angriffslinien verschieden sind 0( 3 Ulle igentl i dies, 
Nimmt man q = p + e an, wo e sehr klein ist ^ So ei p..^ nsaTla meT1 fallen, 
der Teilpunkt T sehr fern, und es ist (p, u) -f- (q x Figur 14 

man e sich unbegrenzt der Null nahern laBt, folaj. ^ ( e > s ')• bndern 

Als Summe eines Gegenpaares (a, ^ /- 
man einen Yektor yon der Lange Null * y), cc\\y, kann 

ai1 * der 00 fernen 


Geraden auffassen. 
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I hi mini mimiich in der Euklidischen Geometrie genotigt ist, nur 
rn%r «*in/ig(3 uncndlich fern© Gerade anzunelimen, so kann man nicht 
iHNdt fbrdern, <lniS die Angriffslinie zu x und y parallel und fur 
Grg**iij.iiMira rersehiedener Uiehtung verscbieden sei; die unendlich 
fWo** iwt alien (teraden der Ebene parallel. 


7* lhesi* Auffunsung der Summe des Gegenpaares maebt zwar 
dim Wr*i*.gen der Summenbildung begreiflicb, ist aber im librigen 
praUmeh wertbis, da diene Summe durch ihre GroBe Null und die 

iiiieipilirh feme Axigriifslinie nieht bestimmt ist. 

H* Kin Gegenpoar kann, auf Grund der Axiome A, B, 0, seine 
entail in der mannigfachsten Weise andern. Ist (Fig. 17) (a, x) } (a, y) 

ein Gegenpaar, und ziebt man in 
der Ebene irgend zwei Paral- 
lelen u, v, von denen u die Ge- 
rade x 7 v die Gerade y in einem 
Punkte 0 und O' scbneide, und 
zerlegt man OA = a, O' A = a 


A 


, 


9j 



nacli den Ricbtungen u, v und 
OO' in 


OA - OQ + OP, 

O' A' = O'O' + OJP, 

so fallen auf 00' entgegen- 
gesetzte Vektoren OP, O'P', 
einander aufheben-, also 


die 


4-t \ i-r 

* . r 0,0 

j, !■ ip u i ti f> • r ’ ii<-n 
M :i !l 


ist, das Gegenpaar (a, as), (it, y) 
iii|uivalent deni System OQ, 
O'O', das ebenfalls einGegen- 
t iiiir: OO, O'O' auf II. r nacli O,0i> O/Oi'j 
OO’ wird .-'i liil'it sicli das l’aur O, Q { , Oj Oi 
in O.’.l, 0.1. O.M,' O' A', d. b.: 

ut,.n, (U,?/j beliebig pa- 


M.ui 


*i nun 


iv.n rin Gegenpaar 
«• It \ rrseh iebell. 

/uniicli-t nacli sulchcn Kigcnscbaftci des Gegen- 
I’ m ibrmunge.n erlialten oder 


in’ ii 


,}!,• } n*i alien tiiesen 

i 1 1 * * s i I >a < t >A so isi 

1 hvieek A O j 


Ihvnek n< t n> 


’a? _1 1- 1» .graiom ( * V G 0 

< ! . , t l i i » it I* dt* 1 


Parallelngramm OA O'A'. 

( ii«n*nnaares. Sie laBt sicb leicbt 
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auf das Moment der Yektoren 
des Gegenpaares in irgend einem 
Drebpunkt Alzuruckfubren. Macht 
man namlicli MN= OA (Fig. 18), 
so ist das Parallelogramm OANM 
gleich dem Produkte aus OA und 
dem Abstande des Punktes M von 
OA, stellt also bis anf das Yor- 
zeichen das Moment von OA in 
M dar; also ist: 



- eOANM, 


Mom. von OA in M 
Mom. von O' A' in M = — a - O'A'M'N 


wo s gleich + 1 oder — 1 ist, je nachdem OA in M positive oder 
negative Drebung bestimmt. Also ist: 

Mom. von OA in M + Mom. von O' A' in M 

- £ (OANM— O'A'M'N') - a * OA O' A'. 

Diese Tatsacben legen es nahe, den Begriff des Moniontcs auch 
anf linienflucbtige Yektoren auszudehnen, indem man als Moment 
von (a, x) in P das Produkt ans der Lange des Volt torn und seinem 
(orientierten) Dreharm in P definiert, wie in § 2, f>. 


9. Dann folgt: 

Die Summe der Momente der beideri Vektoren <>A , 
O'A' eines Gegenpaares ist von der Luge des Droll- 
punktes, auf den diese Momente bezogen worden, ganz 
unabhangig und heiBt „das Moment dos G ogeupaareH“. 
Dieses Moment ist aueh unabhangig von der Lugo, die 
man den Vektoren auf ihren Angriffslinien erteilt. 

Legt man dem Flacheninhalt des Parallelogranini.s 
OAO'A', das das Gegenpaar OA, O'A' be.stimmt, posi 
tives oder negatives Zeichen bei, je na.c.iideni dan Paar 
auf dem Umfang des I’aral lelogramnis j > < > h i i i v <■ oder 
negative Drehung festlogt, so ist der so „orientierl e*‘ 
Flacheninhalt gleich. dom Moment des Gegenpaares. 

Zur Figur 17 zuriickkehrend, an der vvir die Gleie.hbeit. der 
Parallelogramme OQO'Q' und OAO'A' bemerkt haben, warden vvir 
nur noch nachseben miissen, wie os mit dem Umlauf'Hsinne dieser 
Parallelogramme steht. Beide Parallelogramme haben denselben Mittel- 
punkt M, und da OA und OQ beide auf derselbcn Suite von Mo 
liegen, so haben beide Fliichen gleiclien Drehsinn, <1. h. das Mo- 
ment OAO A' Hpv; Paavoa o j 


fV A' 


.. • 1 
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des aquivalenten Paares OQ, O'Q'. In diesem speziellen Falle gilt 
also der Satz: 

Aquivalente Gegenpaare in derselben Ebene haben 
gleicbes Moment. 

Da aber das Moment aa p eines Vektors (a, a?) in einem Punkte P 
bei der Yerscbiebnng von a auf x seinen Wert nicbt andert, so ist 
das Moment eine Invariant© gegeniiber der nacb Axiom A 
zulassigen Yerschiebnng. Nacb dem Momentensatz ist aa p 
aber aucb invariant gegeniiber den Umformungen des Vek- 
tors (djX), die nach Axiom B und C moglich sind. Durcb 
Anderungen anf Grund der Axiome A, B, C geht also jedes Gegen- 
paar in ein solcbes mit demselben Moment fiber, und damit ist die 
allgemeine Gfiltigkeit des Satzes bewiesen, der sich, wie man sieht, 
sofort verallgemeinem laBt: 

Aquivalente Systeme linienfliicbtiger Yektoren in 
derselben Ebene baben gleicbe Momentensummen. 

So erweist sicb also die Momentensumme eines Systemes 
als eine wichtige Invariante, die speziell beim Gegenpaar 
vollkommen ausreicht, um dasselbe zu bestimmen, denn wie 
wir in 7. geseben baben, ist das Gegenpaar parallel verscbiebbar; 
nimmt man aber in Eigur 17 den Abstand von u, v gleicb dem von 
x , y 7 so wird das Parallelogramm OQO'Q' mit dem ibm gleicben 
OAO'A' in der Hohe und folglicb in der Grundlinie ubereinstimmen : 
OQ= OA , d. h.: Ein Gegenpaar kann in der Ebene beliebig ver- 
schoben und gedrebt werden, wenn nur der Abstand der Angriffs- 
linien erhalten bleibt. Wie man aucb noch diesen abandern kann, 
zoigt Eigur 17, wo man 0 1 und 0 1 ' auf u 7 v beliebig annebmen darf. 
So ist also in der Tat nur das Moment das Bleibende am Gegenpaar. 

10 . Nach dieser ausfiihrlichen Untersucbung des Systems zweier 
Vektoren geben wir nun zu Systemen beliebigen Umfanges fiber. 

Wenn bei dem Verfahren der scbrittweisen Summation, das in 
Artikel 4 auseinandergesetzt ist, der Fall vorkommt, daB der zunachst 
zu summierende Vektor mit der scbon konstruierten Summe der voran- 
gelionden Yektoren gerade ein Gegenpaar bildet, so wird man sich 
mit Hilfe der Axiome A, B, C zwar auf mannigfache Weise belfen 
kbnnen; docb wird gegeniiber der Menge von Besonderheiten, die 
immer wieder den Gang der Konstruktion storen konnen, ein Ver- 
fahren erwiinscht sein, das niemals versagt. 

Fur unsere zunachst auf begriffliche Sieberung der Resultate 
erebende Untersuchunsr reicht folgende Uberlegung aus: 
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summieren, so legen wir durcb irgend einen Punkt 0 der Ebene 
— praktiscb wird man ibn so wahlen, daB moglicbst yiel Angriffs- 
linien durcb ibn geben — zu den Angriffslinien x 2) . . x n ^ die 
Parallelen a lf cc 2 7 . . cc n nnd zieben durcb 0 eine von alien diesen 
Geraden cc verscbiedene Gerade u und dazu nocb in beliebigem fend- 
licben) Abstand eine Parallel© v 
(Pig. 19). Dann werden die Ge- 
raden u nnd v zu keiner der Ge- 
raden x v parallel sein ; also wird v 
von jeder Geraden x v in einem eigent- 
Licben Punkte V v gescbnitten werden. 

Diesen diirfen wir zum Zweck der 
Summation zum Anfangspunkt von 
a v macben (Axiom A). Wir ver- 
binden nun 0 mit V v und zer- 
Legen (ct r , V v ) nacb den Kompo- 
lenten V v W v und V v U v auf den 
Sreraden OV v und V] nacb Axiom B 
liirfen wir dann (a v , V v ) durcb V v W v und V v U v ersetzen. Diesen 
.etzten Yektor, den wir mit (fc) v , v) bezeichnen ; lassen wir ungeandort, 
V v W v dagegen wird nacb Axiom A auf V v O an 0 verschoben, dort 
iber nacb Axiom B sofort winder in zwei Komponenten parallel 
iu x v und v zerlegt. Die Komponenten sind gleich a v und b r . 

11 . Damit baben wir also erreicht ; da B (ct„, ersetzt 
st durcb (a v , 0 ) und das Gegenpaar (t),„ v), (5 r9 u) auf den a in 
ur alle Mai festgelegten Angriffslinien n, v. Wir kdnnen 
'Is o alle Vektoren (a v) x v ) wie freie Vektoren behandeln und 
,n einen beliebigen Angriffspunkt 0 verlego n, wenn wir 
lui* auf u und v zur Kompensation geeignete Gogonpuar© 
nbringen. Jetzt lassen sicb die an 0 gebundenen Vektoren olme 
reiteres zn der Summe (c^ + * * * + 0 ) ^ (a, ()) voroinigen, die 

Vektoren auf u und v je zu der Summe (u, + -|- 1 U , it) ii^u) 

nd (»! -f h ») ~ (b, v), wenn a x H a n = a, b, -f • • ■ | u„ • - b 

esetzt wird. 

Die Summation des Systems © der Vektoren (tt,, :/■,), (a .r ) 
it jetzt zuruckgefuhrt auf die von (a, 0), (jo, u), (b, v). ’ist' a "von 
full verschieden, so ergibt die Summation von (a, <>) und (u, u) 
aeli 4. und 5. einen Vektor a -f- 1> auf irgend oilier A ngrillslinie u\ 
•ieser Vektor kann mit (b, v) kein Gegenpaar bildon, sonst inflbte 
= Q + b, also b = o sein; sehen wir von diesom trivialen Kulle 
3, wo das Gegenpaar (», «), (b, v) wegfallt, so wird der Vektor 

r — l— Oil I 0*1 aTi Tm w\ aw / L* .A • rn 
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auf einer bestimmten Angriffslinie zusammensetzen lassen. 1st a 
gleicb Null, so bleibt das Gegenpaar (5, u), (t>, v) iibrig, das 
sicb nicbt weiter zusammensetzen laBt. So seben wir, daJB die 
systematiscbe Summation in Artikel 7 verbaltnismaBig einfacb zum 
Ziele fiibrt. 

12. Als Summe erbalten wir entweder ein Gegenpaar, 
ein Fall, der nur fur verschwindende a eintreten kann, oder 
einen bestimmten Yektor a auf bestimmter Angriffslinie. 
Aber bangt dieses Resultat nicbt von der Anordnung der 
Konstruktion ab? Man ubersiebt sofort: Wie aucb immer man 
auf Grund der Axiome A, B, C die Summation anordnet, stets werden 
die gebundenen Yektoren wie freie addiert, nur unter erscbwerteren 
Umstanden. Wir bebaupten: 

Aquivalente Systeme stimmen iiberein in der freien 

Summe ibrer Yektoren, 

wobei die Summe frei genannt wird, wenn sie obne Rucksicbt auf 
die Angriffslinien nach den Gesetzen der Summation freier Yektoren 
gebildet wird. Die Richtigkeit des Satzes ergibt sicb so: 

Die Uberfubrung eines Systems © in ein aquivalentes System % 
erfolgt : 

a) auf Grund von Axiom A durcb Yerscbiebung des Angriffs- 
punktes, wodurcb die GroJBe und der Pfeilsinn eines Vektors 
nicbt geandert wird; 

b) auf Grund des Axioms B durcb Zufiigung von Systemen an 
bestimmten Angriffspunkten, deren Summe je Null ist; die 
freie Summe dieser Vektoren ist also Null; 

c) durcb Zerlegung eines Yektors in ein System, das ibn zur 
Summe bat, womit scbon gesagt ist, daB die freie Summe 
dieses Systems dem Vektor gleicb ist. 

Da nun bei der freien Summation nacb § 1 das associative 
Gesetz gilt, so wird die freie Summe der Yektoren eines Systemes 
durcb Anwendung der Axiome A, B, C binsicbtlicb der GroBe und 
des Pfeilsinnes nicbt geandert. Damit ist der Satz bewiesen. Die 
freie Summe der Vektoren des Systems ist also gegeniiber 
der aquivalenten Umformung eine Invariante. 

13. Als eine zweite Invariante des Systems haben wir in 
Artikel 9 die Momentensumme kennen gelernt. Ist also © rv 

so ist: 

a) die freie Summe der Vektoren des Systems © gleicb der freien 
Summe der Vektoren des Systems 5L; 

b) die Summe der Momente des Systems © gleich der Summe 
der Momente des Systems %. 
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Yerstehen wir nun unter © das System (ch,#i); • • •; ( a n y x n ) 
und unter % das aus einem Vektor (a, x) oder aus einem Gegen- 
paar (i ),u), (t), v) bestehende System, auf das wir © in Artikel 11 
zuruckgefiihrt haben, so koimen wir an © schon entscheiden, wann 
% aus einem Yektor besteben wird: 

a) Wenn + • • • + a n = a von Null verscbieden ist, bestebt % 
aus dem Yektor a mit nocb zu bestimmender Angriffslinie; tlenn 
ware % ein Gegenpaar, so ware die freie Summe 
seiner Yektoren Null, kann also nicbt gleich a 
sein. In der Tat fiihrte die Untersucbung in 
Art. 12 zu demselben Ergebnis. 1st die Momenten- 
summe 

<h<*l + a 2 a 2 + f" U n a n = 

zufallig in dem beliebig gewablten Drehpunkt P 
gleich Null, so geht die gesucbte Angriffslinie x 
durch P und ist als Parallele zu a vollkommen 
bestimmt. Ist die Summe nicht Null, so bertthrt x den Krein k, 
der P zum Zentrum und den Drebarm 





a P __ ( a l a l 4 b a f L (l n) 

a 




der nun auch yon Null yerschieden ist, zum Radius hut, and /war 
ist x\\a. Es gibt aber nur zwei zu a parallele Tangenten. Bring!, 
man auf diesen je den Pfeilsinn von a an, so bostimmen sie entgegen 
gesetzte Drebsinne auf Jc. Je nacbdem a 1 ' positiv odor negativ ist, 
muB man die Tangente nehmen, die in 1> positive oder negative 
Drebung bestimmt. Es gibt also nur eino ganz bestimmte Angrillslmie. 

T ,, b ) Wenn °i H M„ = 0 ist, fragt es sich, ob © dem Vektor 
Null oder einem Gegenpaar aquivalent ist, was sie.h nael. II. aueh 
oei 2 zeigt Die Entscbeidung bangt an der Momentensnmme. Da 
i ~ 2., so ist, wie wir wissen, 


■ Momontensumme von 2 


a i a i + + • • • + a n u, 

st nun die Summe links gleich Null, so kann 2 nur aus einem un 

intllChfi-n (rAO'miriQoi' ‘U/vn'l-.n.'L fl l 


IT 1. n un, bo Kami A nur aus einem un 

Tnm \ Clien Ge " en I J aar besteben, denn bei einem eigentlie.hen ist die 
o entensumme, als Flache eines Parallelogramms, von Null ver 

2om e die S 3 8 Xi n T, g w 1Clle G< - enpa:lr nilch <lei » Versebi.-bungH 
iom die Summe Null bat, so ist 2 in diesem Dalle der Vektor Null 

ann^n dagegen . die Summe links Null verse.hieden ist so’ 

eigentlieben Gegenpaar mit dem Moment 
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14. Damit sind wir zu dem schonen Hauptresultat unserer Unter- 
gvl chung gelangt: 

Jedes System von linienfluchtigen Yektoren in 
einer Ebene ist entweder einem ganz bestimmten Yek- 
tor, der Resultante des Systems, die an eine bestimmte 
Angriffslinie gebunden ist, Equivalent, oder einem 
Gegenpaar von bestimmtem Moment. Und zwar ist die 
Resultante nach Grofie und Pfeilrichtung der freien 
Summe jener Yektoren gleich, wahrend das Moment 
der Resultante oder des Gegenpaares in irgend einem 
Drebpunkt P der Summe der Momente des Systems 
gleich ist. Im Falle einer Resultante ist diese also von 
der Anordnung der Konstruktion unabhangig und fur 
die Summation linienfliichtiger Yektoren gilt das asso- 
ziative und das kommutative Gesetz. 

Nachdem so die Widerspruchslosigkeit dieses Denkbereiches ge- 
sichert ist, wird es unsere nachste Aufgabe sein, zu seben, wie man 
das Resultat der Summation am xibersicbtlichsten, womoglich mit 
direkten Metboden, erreicbt. 

15, Analytisch laBt sicb die Angriffslinie der Resultante, falls 
eine solehe existiert, unmittelbar angeben. Fixiert man namlieh die 
Hessescbe Normalform nacb § 2, (6) in der Weise, daB 

a v = a v — x cos a v — y sin a v 

den orientierten Drebarm von (a v , x v ) im Drebpunkte P angibt, so 
laBt sicb 

a t a p + a 2 a( H f- a n a? = aa p 

ausrecbnen und a p = 0 ist dann die Gleichung der Resultante, a p ibr 
Drebarm in P, dargestellt in der Hesseschen Normalform. Wegen 
dieser analytischen und begriff lichen Vorzuge der Momente, vor 
allem wegen ihrer Invarianz gegeniiber den iiquivalenten Umfor- 
m ungen, ware es ricbtiger und nebenbei sehr elegant, den an eine 
Angriffslinie x gebundenen Yektor a nicbt mit (a, x), sondern mit 
(a, aa p ) zu bezeichnen, also als Yektor mit bestimmtem Moment. 
Dann gilt far die Addition das Gesetz: 

(a, aa p ) + (6, bb p ) = (a + fi, aa p + bV), 

(a 1; a t a[) + (ctj, a 2 <) H f (a„, a n <) 

— ( a i + a 2 H + a n ,a t a[-\ + «„<)• 

Durcb die Angabe des Momentes und des Yektors a ist (a, x) 
vollkommen bestimmt, wie wir in 11. gesehen baben, und das 
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Moment, in der Hesseschen Normalform dargestellt, gibt zugleieb 
den Hebelarm und die Resultante, also alles, was man nur verlangon 
kann. Die Addition der Symbole (a, aa p ) gleicht vollkommen der 
der komplexen Zablen, wie wir sie in Bd. I, § 47 (§ 51 der 2. Aufl.) 
dargestellt haben. 


§ 4. Yereinfachte Summation. 

1. Hat ein System @ von linienfliicktigen Vektoren (a u x t ). 


x^), . . (a„, x„) einer Ebene ■)? eine Resultante (a, x), so konnen 
wir diese sofort nach GroBe und Pfeilrichtung angeben: 


a = Oj + a 2 + • • • + 

Man zeicbnet zu diesem Zwecke 
A- 0 ^-i = ®i t -d-i -^-2 = > • ■ • > 

— 1 ^~n * 

Dann ist 

-^-0-^-n ” + ' ' ' + a n> 


wo also zu beachten ist, daB der Pfeil 


der Geraden A 0 A n des „Summations- 


ecks" A 0 A t . . . A n von A 0 nach A. n 


weist. Da die Gerade A 0 A,, das Summa- 



si. 


tionseck erst zu einem gesclilossenen 
Yieleck macht, so heiBt sie „SchluBlinie“ des BunimatioiiHeekH. 
Wenn A n mit A 0 zusammenfallt, die SchluBlinie, die zugloioh als 
SchluBstrecke gemeint ist, also verscliwindet, so heiBt das Hum 
mationseck gescblossen; in diesem Falle ist a-^0 und das System 
hat entweder den Yektor Null zur „Resultante“, odor os isl einem 
Gegenpaar Equivalent. Soli, wie wir voriuiHgoHotzt ImJion, 5 eine 
eigentliche Resultante haben, so ist a von Null verne.liiedon. 

2. Nachdem wir so iiberaus leiclit den Vektor a aid' direktem 
Wege gefunden haben, ware es sehr unangonehm, wenn wir zur Mr 
nittlung seiner Angriffslinie x nun (loch noe.h die Vektoren des 
Systems, sei es schrittweise nach § 3, 4. und 5. odor nueh der eiwus 
dnfacheren Methode § 3, 10, summieren niilBton. Oll'enbar wilrde 
;ur Bestimmung von x, da x\\a sein n.uB, die Kenntnis eines ein 
ugen Punktes von x genugen. Einen solchen zu linden, isl dun Xiel 
er folgenden Betrachtung. Es gibt Fiillc, wo man die Luge der 
lesultante ernes Systems sofort angeben kann. Hattn a zum Bei 
Piel die Struktur des Systems ©' der Ficrur 22. dan :m « « . i c,._ 



raden u 0 , u ly . . ., u n besteht, von denen u 0 und u n je einen Vektor ! 0 und l ny 
dag e gen n v fur v = l, n— 1 ein uneigentliches Gegenpaar t v} \ tragt, 
so braucht man f v und t v auf nur an denselben Angriffspunkt zu 

verlegen, um zu sehen, daB 
diese Gegenpaare das Er- 
gebnis der Summation nicbt 
beeinflussen. Also ist 

©' -- ( f o> « 0 ) + (*«, *0- 

Die Resultante dieser zwei 
Vektoren gebt durch den 
Scbnittpunkt 8 von u Q und u 
und ist nach GroBe und 
Pfeilricbtung gleich ! 0 + f w ; 
man kann hier die Resultante 
nacb § 2, 6 direkt kon- 
struieren ; oder aucb in einer 
iST ebenkonstruktion 0_P = f 0 , 
Pv = t v macben; dann ist 
On = ! 0 + f w und die Parallel© 
x durcb S zu On ist die 
Angriffslinie der Resultante 
(On, x ). Zieht man also 
durcb S i die Parallele zu 01,. 
die x 1 heiBen moge, so liegt 
auf ibr die Resultante von 
(f 0 , // 0 ), i fj , ; bezeiclmet man sie mit (ci 1? x t ), so ist 

Q i = f 0 + ^ • 

Bezeiehnet man ebenso mit (a v , die Resultante von ({,._! 7 x ) 7 

(f h ) so ist a v + f v , und x v ist durcb den Scbnittpunkt S v 

von , und i< y parallel zu v — 1, v zu find en ? v = 2, . . «. 

Das System 8', das a us 2n Vektoren auf n + 1 Angriffslinien 
besteht, ist. hiernaeh dem System 8 der n Vektoren (a 17 x x ), . . 
ia M ,.r w ) iiqui valent, die auf n Angritlslinien liegen. Das System 8 
hat also dieselbe Resultante (On, a;) wio 8', und 012... n 
ist sein Sum mat ions eek. 

Das Sell (“me dieser Untersuehung ist nun, daB ibr Gedanken- 
LOtnir sieh umkehren liiBtl Sei in einer Ebene rj irgend ein System 8, 
bestehend aus den Vektoren (a n , z„), gegeben, von dem 

iibris'ens dureliaus nicbt die Existenz einer Resultante voraus- 



w s r 


1. Vektorgeometrie. 


4 . 


2D 


setzen (Fig. 22). Dann konstruieren wir ein Summationseck 012... n 
der frei gedachten Yektoren %, a 2 , . . ct n , also: 

01-%; 12-%, 23 = a 8 , . . ., 

Wir nehmen nun irgend einen Punkt P in ^ an, wahlen auf 
irgend einen Punkt S t und legen durch ihn w 0 ||OP und u t \\lP; 
diese Gerade treffe x 2 in einem Punkte S 2 . Durch S 2 ziehen wir 
u 2 1| 2P; diese Gerade treffe x 3 in S 3 usw. Durch S v ziehen wir 
u v |vP; diese Gerade treffe x v+1 in S v+1 , v — 1,2, ft, wobei fiir 
v = n aber kein Punkt S n+1 zu bestimmen ist. 

3. So trivial es auf den ersten Blick scheinen mag, lohnt en 
sich, bei dem einfachen System ©' noch langer verweilend, nach 
Analogie der Figur 21 in Art. 1 das vollstandige Summationseck 
ies Systems ©' zu konstruieren. Man tnache also: 


OP=f 0 , Pl-f 1; 1 P-5, P2 - f 2 , 2P« t s , ..., Pn »■« f n . 

Da f v und \ auf derselben Geraden liegen, so wird die Seito de* 


Summationsecks , die gleich f v ist, parallel und gleich der Saito sain, 
lie gleich l v ist, und da iiberdies diese Seiten aneinandorstoBoii, ho 
verden sie mit entgegengesetzten Pfeilrichfcmigon auleinanderiallen. 
3o kommt es, daB von dem Summationseck von & die Seiten 1 1\ 


?P, . . ., n—lP doppelt gezahlt sind. Die SchluBIinio ist On, also 
iieselbe, die sich auch vorher nach Ausschaltung dor uneigentlirhen 
*aare ergab. Gleichzeitig ist aber 


SchluBlinie 

von 

0P1, 

also 

01 - 

01* + 1>1 

fo 1 f 


fj 

1 P2, 


12 

l/.»+l*2 

1 ^2 » 

V 


2PB, 


23 - 

21* + 1*3 

f 3 l f a . 

In „ 

„ n- 

-1 Pn, 

„ « 

1 n =-= n 

1 /» | /»>/ 

f„ , i f„ 


)aher ist nach Grofie und Pfeilrichfcung: 

01 gleich der Resultante der Vektoren (f 0 , /i 0 ) und , 

l) » I, 


- 1 , V 


■ = 9 


; * • n. 

'ie erste dieser Resultanten geht aber durel. den S.,h..itt,,.mkt ,s 
on u 0 und u x . 1 1 

Da 


U vn vP «nd A ’v +1 |; a r+ , !; I'V 1 

t, so wird u v die Gerade x v+1 , wie wir es verliuiiren, ini KndliHi. n 
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schneiden, wenn vP nicht parallel vv + 1 ist, v = 1 , 2, . . ., n, d. h. 

P darf nicht auf vv + l liegen (u = l,2, ...,n — 1). Setzen wir 
das noch voraus, so wird also die Konstruktion yon m 0 , u lf . . u n 
immer gelingen. N’immt man jetzt f 0 = OP, ~ Pi, \ =* 1 P, . . 

! w = Pn, so haben wir ein System ©' gefunden, das in der 
Tat dem System © Equivalent ist; denn die zu ©' gehorige 
Figur © ist wieder die ; yon der wir ausgingen. 

4. Wir hahen nocb etwas mebr gefunden, als wir suchten, denn 
die Existenz yon ©' ist nicht, wie es anfangs scheinen .konnte, an 
die einer Resultante des Systems © geknupft. Die Entscheidung, 
ob © einer Resultante oder einem Gegenpaar Equivalent ist, muB 
also am System ©' fallen. Da nun ©' in letzter Linie dem System 
(?o; u o)> u n) equivalent ist, so bangt yon diesem Systeme die Ent- 
scheidung ab. 

Tritt ein Gegenpaar auf (Fig. 24), so ist es mit (f 0 , u 0 ), (t n , u n ) . 

identisch; dann ist also f 0 + t n = 0 und u^\\u n . Das iibertragt sick 
in der Weise auf das Summationseck, daB 0P+ Pn = 0 und OP || Pn 
ausfallt, d. k. n muB mit 0 zusammenfallen, ohne daB P in diesen 
Punkt zu liegen kommt, weil sonst f 0 = OP verschwEnde. Wenn n 
mit 0 zusammenfallt, also, wie man sick ausdriickt (Art. 1), das 
Summationseck sich schlieBt, ohne daB P in 0 liegt, so werden um- 
gekekrt u 0 und u ± einander parallel und sind Angriffslinien eines 
Gegenpaares, dessen Vektoren die Lange On haben; dieses Paar wird 
ein uneigentliches oder ein eigentliches sein, je nackdem u 0 und u n 
identisch sind oder nicht. Damit ist dieser Pall erledigt. 

1st der Punkt n von 0 verschieden, so muB daker eine Resultante 
existieren, und der Vektor On ist ihr gleick (Fig. 20). Damit das 
System (f 0 , ?/ 0 ), (f n , n n ) sie nnmittelbar zu bestimmen gestattet, miissen 
die Geraden u {)y u n einander im Endlicken schneiden, d. h. es darf 
OP nicht parallel zu Pn sein, also P nicht auf On liegen. Das 
haben wir aber in unserer Gewalt. Die in 3. gofundene Ein- 
schrankung zusammen mit der jetzigen ergibt die Kegel: P darf 
nicht auf dem Streckenzug 123. ..nO liegen, wohl aber 
auf 0 1 und auBerhalb dieser Geraden. Unter dieser Bedingung 
in die n sick u 0 mid u tt in einem Punkte durcli den parallel zu On 
die A ngr ills linie x der Resultante geht. Bei den cx> 2 Lagen, die P 
nock einnelimen kann, wird man immer P so zu wahlen haben, daB 
samtliclie Seknittpunkte s ly . . ., .s*, t und S auf das Zeiehenblatt 
gehen und scharf bcstinnnbar sind. 


5. 1 Horans entnehmen wir das folgende praktische Resultat: 
Zur Summation des Systems © der Vektoren 
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(flit X l)> ■ ■ ■> (fln> X n) 

zeiclinet maa unter Ersparnis unnotiger Konstruktionen (Fig. 28 imd 24) : 

1. einen Lageplan der Angrilfslinien x l7 . . x n , ohm© die 
Yektoren auf denselben; 

2. ein Summationseck 012. dieses gibt zugleich die Yek- 
toren an; es ist 

h = 1, 2, . . n. 


h — lh = a 


'A? 


Um die Zeichenfehler zu verringern, wird man das Summationseck 
noglichst nahe beim Lageplan annehmen und ; soweit es geht, mit 
liesem verflechten, indem 

nan etwa 01 auf x ± an- U A 

dmmt. 1 ) Nun wahlt man 
en „Pol“ P des Sum- 
aationsecks auBerhalb des 
treckenzugs 1 2 3 . . . n 0 ; 
immt auf x x die Ecke 
i des Situation seeks 
• • • S n beliebig an ; 
estimmt dazu auf x 2 , 

* • ., x n die Ecken S 2 , 

S n , indem man 

S 2 S 3 II2P , 

i-i S n H n — IP zieht 
id legt noch durcb S t 
id S n die ;; auBeren 
}iten“ u 0) u n des Sum- 
ationsecks , namlich 
j|0P ; uJnP. 

Fallt der „End- 
mkt a n des Summa- 
msecks niebt mit dem 
lfangspunkt 0 zusam- 
m (Fig. 23), so hat @ 

ie R esultante (a, x), K ~ K . 

ren Angriffsl in iex durcb 

tC kt f f r Seiten "<>’ M . 

^ ° H " efuri(Jea ™rd, wiihrenrl a <)>, i„ t . 
iktisch gate Figur ausdrucksvoll win mut"' notw0 “' , ‘ K ' 



:i4 


und mim 


IQ ” X '''" lf i - 1 '“v- 1 ) + (f w U v ), 

u,tm ' Jr*bSw!r*dk. iimTum* ^ “** Akzenten ver sehenen ^ 


"•■'.’^VpO + AXV- 1 , 2 ,...,*. 


^ tU * r in <»> und ( 2 ) »**■ sfcehenden Vektoren 


' f . . . < ,), (t_ , , x ), (!„ u„), (?;, u ;) 


* 4n<l J,,r to , x \ 4 . (x r \ _ f n „ v „ . , 

ib 

* *" d,,> , "‘ lden er8t “ Q V «ktore a in ( 3 ) eine Resultante, 

sie gleich P'JP und 

1 t ■, MV v 




D WM -*• - 4 - UU.U 

durch den Schnittpunkt 
von K-i, <_ t , der 
auch im Unendlichen li. 
kann; diebeiden letzten 1 
toren milssen dann eben 


ijr: ~ — ~ v*!***** vwoi 

• v eine Resultante baben 
ein Gegenpaar zusair 


W O' X <WV*WC4/J 

X mit P'P nicht den Y 

Null ergeben kann; 
Itesultante ist gleich 
K°bt durch den Schnittj 
T v yon n v und u v ' und 
urn in it der ersten Resul 
( b'U Vrktor Null gebe: 

I , k'omtMi , mit ili r a/uf 
s » * 1 1 m * n AngrilVslinie li 
<i it* paralbd 7 , u PJ >f 
Ib •uimu'li lit'gen r l\ urn 
7’. untl Y’, , . 7 7 

PP , »i. h (}]•■ »* Punkto heiindun 
fi* : , tin* zu PP paralbd ist. 

\ •■**!*» r**n in 1 '» 1 t sir j # m i « *s v eiii Megei 


\ kt*»r»*n m 1 1 fur jtM i«*s v «m 11 ( big 
P « 1 Pr I, <1. h. P 9 ITilIt mit 

■ *>. 1: t* -rvurliti* i ail 7 .wei«*r zu dim 

1 » • r i »m i « .1 1 1 ♦* 11 uir don sohdnei 


\ r r ■» * * b 1 *m 1 *• n 1M1 Pole n 
* 1 h I * * in s d-* . ho 1 i <> it a r 
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Sclinittpunkte je zweier entsprecbender (gleicbvielter) 
Seiten des ersten und des zweiten Ecks auf einer Gre- 
raden, die zur Verbindungsgeraden der beiden Pole 
parallel verlauft. 
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§ 5. Die Voraussetzungen der Vektorsummation. 

1. Wie die Geometrie unter Voraussetzung ihrer Axiome sick 
als eine rein dednktiye Wissenscbaft darstellen 1’aBt, so berubt aueb 
die Greometrie der Vektorensummation anf einer geringen Zabl yon 
Voranssetzungen, die man als die Axiome dieses Denkbereiches be- 
zeicbnen muB. Diese Axiome baben, wie in der Aritbmetik nnd 
Geometrie, eine doppelte Aufgabe: dem. rein en Denkbereiche 
dienen sie zur Grundlage eines streng deduktiyen Erkennt- 
nisverfabrens, den zu erforscbenden Naturerscheinungen 
gegeniiber bilden sie die Kriterien der Anwendbarkeit 
dieses Denkbereicbes. Griindet man die Vektorgeometrie auf die 
Euklidiscbe Geometrie, so sind nacb Darboux 1 ) und P. Sehur a ) 
zum Aufbau der Vektoren an demselben Angriffspunkte im ganzen 
seeks Axiome notwendig, die wir im folgenden angeben werden. 
Wie P. Scbur gezeigt bat, ist von diesen Axiomen kernes eine Kolge 
der anderen und wir werden seben, daB sie zur Herleitung der 
geometriseben Vektorsummation vollstandig ausreichen, wahraid sie 
ihrerseits aus den allgemeinen Gesetzen der geometriseben Addition 
durcb Spezialisierung gewonnen sind. 

2. Wir fordern: 

Axiom I. Zwei Vektoren OA und OB an demselben 
Angriffspunkte 0 bestimmen eindeutig einen Voktor 
OC, der mit OA zusammenfallt, warm OB ver 
schwindet. 

Der so aus OA und OB „zusamm engosetzte“ Voktor OC 
beifit die „geometrisehe Summe“ von OA, OB und wiril bis zum 
Nacbweis der Identitat dieses Begriffs mit dem der voningehemlen 
Paragrapben wie folgt bezeichnet: 

OC = OA + OB 


1) G. Darboux, Sur la composition des forces on statiquo, Hull, des seimices 
math. 9 (1875), p. 281 — 88; vergl. dazu G. Darboux, Sur lo thdoremo Jbnda- 
mental de la geometrie projective, Matb. Ann. 17 (1880), p. 55— 01, speziell p. 50, 
FuBnote. 

2) F. Schnr, Tiber die Zusammensetznng von Vektoren, Ztnchr. f. Matli. u. 
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Denkt man weniger an die Entstekungsart you OC als an die Ta 
sacke, daB auck OC ein Vektor ist, so keiBt OC auck die „Resu 
tante“ yon OA und OB, 

Fiir die geometriscke Summierung von Yektoren a 
demselben Angriffspunkte gilt 

Axiom II: das kommutative Gresetz: 

OB + OA-OA + OB ; 

Axiom III: das assoziative Gresetz: 

{OAA~ OB) *+• OC = OA -f (OB + OC). 

Da nack II und III 

{OA -f OB) + OC= {OB + OA) + OC = OB + (OA + OC), 

also 

(1) OA + {OB + OC) = OB + (OC-f OA) — OC -f (OJL + Ol 

ist, so wird die Summe der drei Yektoren OJL, OJ3, OC unzw< 
deutig durck OA -f- OB -f OC bezeicknet. 

Axiom IY. Die Resultante you Yektoren an demselbe 
Angriffspunkte 0 ist gegentiber der Drekung d< 
Systems um 0 invariant, 

d. h. wenn man die gegebenen Vektoren starr miteinander Ye 
bunden denkt und um den Angriffspunkt drekt, so bewegt sick d 
Resultante mit, als ware sie mit den gegebenen Yektoren ekenfa] 
starr Yerbunden. 


Satz 1. Haben also zwei Vektoren OA, OB den Angriff 
punkt 0 und die Angriffslinie u gemein, so mi 
auck OC= OA-$- OB auf dieser Angriffslinie liege 


Denn die Vektoren OA und OB und folglick auck OC gek< 
^ ^ £ u in sick iiber, wenn man d 

—o— — * Gerade u sick als Rotation 

27 ‘ ackse dreken laBt (Fig. 21 


Satz 2. Zwei entgegengesetzt gleicke Vektoren OA, OB a 
demselben Angriffspunkte liaben die Summe Hu] 


Ist namlick 0 (Fig. 27) die Mitte der Strecken AB, so la. 
sick das System um 0 so dreken, daB A und B ikre Lage ve 
tauscken, dabei darf die Resultante OC = OA OB, die na( 
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Satz 1 ebenfalls auf u rukt, ikre Lage nicht andern, was nur mog- 
lick ist, wenn C mit 0 zusammenfallt. 

Satz 3. Wenn die Resultante OC zweier Yektoren OA, OB 
an demselben Angriffspunkte 0 auf der Angriffs- 
linie u von OA liegt, so liegt auch OS auf dieser 
Angriffslinie (Umkekrung von Satz 1). 

1st namlick OA der mit OA entgegengesetzt gleicke Vektor, 
so ist nack III, da OC= OA -f OS vorausgesetzt wird: 

i h ; OC -f OA - (OA -f OS) -f OA = OB -f ( OA-\- OA ), 

also nack Satz 2: OC -f OA = OB -f* Null = OS (nack I), und da 
OC und OA, also auck OC und OA auf derselben Angriffslinie u 
liegen, so liegt auck OB nack Satz 1 auf u. 

Satz A Wenn die Resultante zweier Yektoren OA, OS an 
demselben Angriffspunkte 0 vex sckwindet, so sind 
sie entgegengesetzt gleick (TJmkehrung von Satz 2). 

Ist namlick OA der mit OA entgegengesetzt gleicke Vektor, 
und OC = OA OS, so ist wiederum OC - f- OA ==> OS, also 
OS = OA -f Null = OA nack I. 

Satz 5. Die Resultante zweier Vektoren an demselbou An- 
griffspunkte liegt in der Ebene, die diese Vektoren 
bestimmen. 


Ist namlick (Pig. 28 ) OC^ OA + 02* und OA + OA - 0, 
OB -f OS = 0, sowie OC = OA -f OB, so ist 



also OC nach Satz 4 mit OC entgegengesetzt gleicli. Dreht man 
nun das als starr gedachte System OA, OB uni die in 0 auf der 
Jtbene AOB ernchtete Normale e (Tier. 28^ hi« n a r„..„ 
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* OB die Laze von o» . , ~ ======= ^ 

,w IV ** Vektor OC ebenfall^ieseTrS S ° muB * a <* 
ien, andererseits aber als Resnltante von OA Oft ^ 

, M, J w “ ™™gUch ist, wenn nicht OC auf ff ^ * La « e 
t* m der Ebene O.d B liegt, w z b w nJT i 6nkrecht 8 *eht, 

- «.i.t OC M j„„i’ D i b B T n ,wtt 
Ibi* genau 1 K 0 « betriigi. at ln OC fiber, da 


!\ S rr je ^. OA > °**> OC drei nicbt in einer vu 

! » * '’ktoren (Fig. 29) mid m euier Ebene 



OA -f OB = OZ, 
OB + OC = OX, 

oc -f oa = or. 

Bezeichnet noch OB 
die Resultants von OA, 
OB, OC, so ist nacb(l): 

OB OA + OX 

= ob + or 

- oc+ OZ, 

also muB OJS mit OA 
nnd OX, mit OB und 
O Y, mit 00 und OZ 


jo in einer Ebene liegen 
(Bate 5). Daraus laBt 


Ztt|M .i,...i .I.n Stridden OA, OB, 00, OX 
' I>1, ‘ vi " r lataten Stridden trefl'en nam- 



b<*li die Ebene ABC 
»» vior Pimkten X' ? 

H\ so daB X' 
aui IU\ Y' auf CA, 
X auf AJi liegt und 
bi«* Oeraden A X', BY', 
( / (lurch H' gehen. 

I allt man noch von 
IY auf Alt, BC, CA 
die hole ,r, y, z, sowie 
aus a u f B ( ' und CA 
* i i * * bote j) und (Fig, SO); 
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CA % 


CA 

BC' 


AZ' 

Z'B 


CA 

BC 


BX' 

X'C 


AB 
' CA 


CY f 

Y'A 


BC 

AB 


x 

z 


AZ' BX'CY' 


— 1 . 


AZ ' : Z'B = Dreieck A CZ ' : Dreieck Z'CB = ~ 

also: 

( 2 ) 

Hieraus folgt: 

( 3 ) z'B : x' (? . r'A 

Diese Formel gilt ihrer Ableitung nach zunachst nur, wenn P' im 
Innem des Dreiecks AJ9C liegt; sie wird von dieser Einschrankung 
xmabliangig, wenn man die Strecken auf den Seiten des Dreiecks ABC 
in der Weise mit dem Yorzeichen + oder — versieht, dafi ; wenn 
P, Q , R anf einer Seite liegen, 

(4) FQ + QB^BB, QF--PQ 

ist 1 ); miBt man namlich zngleich noch die Lote x, y, 0 links von 
der gerichteten Strecke BC, CA, AB positiv, recbts von dieser 
Strecke negatiy ; so bleiben die Formeln (2) und damit (3) richtig. 
Ist nun umgekebrt die Grleicbung (3) erfiillt, so schneiden sick AX' , 
BY', CZ' in einem Punkte. Denn wird AB von der G-eraden ; die 
den Scbnittpunkt yon AX' und BY' mit C verbindet, in Z" ge- 
troffen, so gilt auBer (3) nock die Grleichung 

AZ" BX' CY' 1 
Z'B X'C Y'A ~ 

wegen (3) ist daher AZ' : Z'B = AZ " : Z"B } und da es nur omen 
Punkt gibt ; der eine Strecke AB unter Berucksichtigung des Vor- 
zeichens in gegebenem Verhaltnis teilt, so muB Z" und '// idontisch 
sein. Daraus folgt der 

Satz des Ceva fur die Ebene: Liegen die Punkte 
X', T, Z' je auf den Seiten BC, CA, AB cines Drei- 
ecks ABC , so ist 


(5) 


AZ BX CY' 

Z B - X'C Y'A ~ 

die notwendige und binreichende Bedingung dafiir, daB 
die Ecktransyersalen AX', BY', CZ' sicli in einem 
Punkte treffen. 

4. Dieser Satz ist leicht auf das Strahlenbiindel 0 zu iiber- 
tragen. Da (Fig. 29) 

1) Man beackte, daB hier die gewohnliclien Plus- und Minunzoiohon Htelnm 
da uach § 1, 6. zu summieren ist. f 


•fit 
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li Dreieck AOZ' \ Dreieck Z'OJB 
" ° A ■ 0Z ' sin A OZ : OZ' ■ OB sin Z'OB, 


*>** 


i 7 mi a (r/j 

/ B t*it# in %'()$> 

^h’l m m t*>): 


BX' 

rc 


OB - sin BO X' GY' OC-sinCOY' 

OOTsinXOC > Fi ” 0J..sinr'0,i' 


.10^ • sin B OX' • sin COF' 
nil* X'Ofl . 8in xW^nTOi "" 1 • 


\ u% 


t o.n* \ n \ 4 * ttan um g e kehrt vermoge (6) auf (5). Damit 
^ j» iT y * f 8 /evasc ten Satzes im Strahlenbundel gefunden. 

; . 1 ;»*«“. <*l*enfalls auf OZ', X auf OX', Y auf OF liegt, 

..... " ir . u j die p nnkte X', Y' Z' durch X, Y, Z er- 


v, | | ,Z '\Z ( ' ,,va i’i r das Strahlenbundel: Liegen die 
n,!)!,.,) 0.\, OK, OZ je in den Seiten BOC, GOA, AOB 

* I * r t - 1 k, i t K s0 ist 

.1 OZ- Bin OX sin COT 
Hill / O n • sin x (9 0 • sinTOl = 1 

u « i ii nuli^e und hinreichende Bedingung dafiir ; daB 
*10X, BOY ] COZ durch einen Strahl OB 


1 < M Ail* l siiid diibci nach (4) so mit positiyem oder nega- 

* *■'■!» 7u u‘r.M*lu‘ii ; daB, wenu p, q } r drei durch 0 gehende, 

■ • ! r li«v*ncl« Sirahleu sind, 

M * : 7>* -■ — $:pq 

a ■ iimiirr ini einzelnen ausfuhrt, das Verhaltnis 

• y and* rt M*in<*n Wert nicht, wenn man die Richtung 
• ! * 5 ■ i vervvandelt; also bleibt auch ( ft) un- 

<*- ' Huid tin* Hirhtung von OX (oder die von OY oder OZ) 

• oi, * nge^’i /t»*n vertausoht. Das muB auch aus einem 

•» ;«ui: la Figur HO wurde Z' auch dann zwischen 
• ;uhh in {■)) das VerhiLltiiis AZ'jZ'B positiv sein, 
1 t auf OZ\ Hondern auf deni erganzenden Halb- 
\u d*'iu Yorzciclien von sin A OZ/xm ZOB in (8) 
i * . nJ^.-liifihn werden, ob Z auf der einen oder der 
, * i».-rad.*n OZ' (Fig. 121)) liegt. 


mu sue # nin for 

- ; r. /; n X ’ sin . 1 O )' 


- fs? 


• .u A <1/ 
u /nil 


1. Vektorgeometrie. 


§ 5 . 


41 


Wir erteilen jetzt dem Vektor OC eine bestimmte, unveranderliche 
GroBe und nehmen ihn, der groBeren Anschaulichkeit wegen,. senk- 
recht auf A OB an, um zu untersuchen, wie die Angriffslinie der 
Resultante OZ = OA -f- OB von 
OA und OB abbangt. Das Ver- 
haltnis sin 70 G : sin A 0 Y in (9) 
konnen wir nach Axiom IV an 
irgend zwei Vektoren OC ' und 
OA ' und ibrer Resultante OF = 

OA' -4- OC' ermitteln (Fig. 31), 
die aufeinander senkrecbt steben 
and der absoluten GrroBe nacb gleicli OC und OA sind. 

Hat man OC und irgend ein Lot u auf OC in 0 angenommen, 
so kann A' nocb alle moglicbe Lagen auf u annebmen. Bs wird 
also die Lange yon OA' und damit aucb das Verbaltnis 



( 10 ) 


sin YOC sin TOG' _ , n 

sin A OY sin AO Y' 


bei festgebaltenem OC nur yon der absoluten GroBe a des Vektors 
OA abbangen, nicbt von OB oder der Orientierung von OA gegon 
den Raum. Diese nur von a abhangige GrroBe bezeicbnen wir (als 
Funktion yon a ) mit cp(a). — Ganz ebenso laBt sicb nach Axiom IY 
aucb sin X OC : sin B OX. an zwei beliebigen Vektoren bereolmen, 
die in 0 aufeinander senkrecht steben und der absoluten GroBe nach 
gleicb OB, OC sind. Unter Verwendung des Vektors OC' — OC 
(der Fig. 31) und der darauf senkrechten Angriffslinie n ist IV auf 
dieselben Lagen bescbrankt wie A'j daber hiingt 


( 11 ) 


sin XOC 
sin BOX 


sin X'OC' 
sin B'OX' 


= 9(fi) 


in derselben Weise von 1, der absoluten GroBe des Vektors OB, 
ab wie das Yerbaltnis (10) von a. 


6. Nacb (9) ist jetzt: 


( 12 ) 


sin AOZ q o(b) 

sin ZOB ~~ c ~p(a ) 7 


wo OZ = OA 4- OB. 


Die Bestimmung der Angriffslinie der Resultante zweior bo- 
liebiger Vektoren OA, OB ist damit zuruekgefiihrt uuf dii-Hclbo 
Aufgabe fiir OA + OC und OB + OC, wo aber OC aul' OA mid 
OB senkrecht steht und der absoluten GroBe <: nac.h ein fiir allcmul 
festgelegt ist. Wir wollen zunachst nach der analytischon KrkonntniH- 
methode annehmen, 90(a) und 90(6) wiiren mit « und b gegeben, um 
daraus sowohl nacb (12) die Resultante beliebiger Vektoronpaaro zu 
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bestimmen, als auch neue Eigenschufteu von (p(a) q(b> mlber j 
finden welche die Bestimmung von <p(a) ennogiiehon wdlen. «! 

aacb dem Yorzeiehen von (p{a) und y{b) aim! zw«i Fiille zu unte 

seheiden. 


Erster Fall: <p{a) und <p(b) aind zugldoh positive oder z\ 
gleich negative GfroBen, dann ist tp{b)jcp(a) positiv, fnlglich nueh di 
Sinusverbaltnis (12). Die Angriffalinie von OX geht dann durch de 

von don Halbatrahle 
jr * AHI f gi'biMete 

Winkidriuim f tmd < 
Ii«*gt ontwodor iil« % m 
dor onion mlor nig j 
iiuf dor ittidoron Hill ft 
dor durrh O gufodta; 
Angriflslmio (Fig, :I2 
Mad it man 091 auf (h 
gleich d*»ni iibNohitf*] 
Wort* t$ un von <p(a 
und 023 auf OB gleich dem absolution Werte <f\l^ v«m tpilt}, n\ 
ist in dem iiber 09( und 0© koiintruierten hirailrlognuum Oil 32 
der Winkel 0391 =*3^®, also nueh do m Sinusal *r 

sin 91 03 : sin 3 0© « sin 21 0 >\ : sin 03 V l tj < a 1 

Daker liegt Z auf 03, jedoeh nirht ohvu notwondigiTw.oM* imf elm 
Halbstrahle 03; denn sind 2t ? ©, 3 •lie m nimetriHi'Iii'ii <i-giMij>nid,ti 
von §t, SB, 3 hezuglich 0 als Svinmetn-z-ntruiu, su i>t 



Fig. 88. 


sin St 03 : sin 3 (> V -B <; . b ■ : ./ 1 u , 

und X kaun aucli auf dem i ialbstruhle f 1 3 1 i-g-i 1 . Jt;t* Pundleln 
gramm OI3S8 ist wie konst rui-rt . j.dneh i.nt-r lt-mitzuu> 

von - |9(a): und - <p(/ij|. Pah-r wird’ f-dg. ndr .. Fa ral 1. I.» 
grammkonstruktion* der Angriilslini- 1,-id- .\!..gli.-hk-it-u d-i 
ersten Falles umfassen: Man triigt, die lin'ib- , r „ , mu-hdou 
sie positiv oder negativ ist, auf OX ..d.-r d-m" .■utg-g-11 
gesetzt gerichteten Halbstrahl OX, -h-ns.. ,, .j,- uuHuleu 

es positiv oder negativ ist, auf Oil od.-r n It a i. uud kmi 
struiert das Parallelogram 111 iiber jeneu b-i.len Sir — Un 
seine durch 0 gehende Diagonal.- ist dann di- A ngritfslini. 
der Resultante OZ~OA + OK. Dass.dbe hV-nltat li-f-rf ab-, 
lmmer auch das andere Parallelogrunim der Fig X‘J. 

Z weiter Fall: <p(«) und cp{h\ si„d (Jndien vmi entg-g-n 

gesetzten Yorzeiehen. Dann geht -die Angriffslinie vmi OX O.i * Oh 
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also z den absolute Wert von OZ, so wisseii wir bei der Anwendtmg 
der Parallelogrammkonstruktion auf (13) zunSehst nirhf, nueh welober 

Seite wir <p(z) auf 0$ abtrogen mtiasen; ditgegen wird auf OB 
so abzutragen sein, dafi der Endpunkt SB beziigii.h O m iH M yui- 
metriscb liegt. Stellt man fiber den so »»bgi*trngi>iieu Streeken 
<p(b) das Parallelogramm her, so muB die dureh ft geb«ude Diagonal* 
als Angriffslinie von OA, den Punkt $1 enf halted Diexer iiedingung 

genugt aber nur das Parallelogram tn 03DH i >uruux fulgt: (h\ jgfc 
gleicb <p(z), and zwar aucb unter Berfieksiehtigung <i< * Zeirhona, da 
der allenfalls noch in Betraclit konum-nde Punkt ,*i nur dann g«r 

ricbtigen Angriffslinie ffihrt, wenn man ziigleieh SB t Htntt 'Bi nitami 

Es folgt: 

Die Parallelogranunkonutriik tion lief.-rt niebt nur 

eindeutig die Angriffslinie der Rexu ltant«* OZ - II I * OH 
zweier Yektoren OA, OH, Kondern di<- du i < b ft goheude 
Diagonale ist auch der Rrulie u ml <lmn Vnrzeirhon naeh 
gleicb der Funktion tflz) den almuluten Wert..* von 0 7 

d. L <p(g) ist positiv oder negutiv, jr tinvlah m / ,»u!' ih m Hnlh* 
strahle 0$ oder auf seincm Krgiinzmig^Htnihl* n : \ \ uv \ jij,, 
yon Z ist also immer noch unliMmuiit 

8, Auch versagt din IWullt’iogrjuujjjhcjuMiiihf ji<n, w«im O, f und 
OB auf derselben Angnifnliuic x in% r t*u. I h? m <i )«**»■ im fnll«* (hi) 
ein nicht auf a; liegeudor \ okior, m «ln* tO u It Of 0 4 

OB, 01) einerseits ’ 

(14) OK = OA 4* OK f OZ > (hi * OO * o/i ( p f # OB, 

wo OK (hi * O/l. 

andererseits 


(15) OF - OA -f OB 4 OO 



Kg. :ift. 

auf « die Streeke 0% ^ q(, n . 
unter Beacbtung des Vorzeiehei 


>o.t * on . nit - 07. * on, 

H »» 

<>/ n.t on 

W if in'i, .'i.i-ii iiu. ii i,ii. ilail 

OA niui 0/1 uuf ii* i, !fi^ i lbi , !i 
* f ! a 1 1* Mi a hi* I Zlif 

; K«»usf I Ilk !t«»|l 1*0/ iio ; tli*r 

Anuntlnhum ( ) l\ \ ra/<*n wir 
if O 0 «In» Mfvi'k*' ( > f (full ub 
von 7 i */ ; »Ia v j br/mclmi*, win 
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immer im folgenden, a den. Absolutwert yon OA , b den yon OB, 
d den von Oi> u. s. w. Dann liegt OB auf der Diagonale 0© des 
P ar all el o gr am m s 021©®. Macbt man auf x nocb 093 = g)(b), so 
ist die Diagonale 0§ des Parallelogramms 093^© die Angriffslinie 
der Resultante O.F- OE + OB. 

Nach (15) muB 0$ aucb die Diagonale eines Parallelogramms 
mit den Seiten 03 und 0® sein; 3 mufi auf x liegen. Das ist 
also das Parallelogramm 0 3 % ® . Folglich ist 0 3 = cp (*) , wo 
OZ*~ OA + OB Die Figur ergibt aber <p(z) = (a) + <p(b), 
also ist 

(16) <p(g) = cp(a) + <p(b), 

wenn OZ — OA + OB und die V ektoren OA, OB auf dem- 
selben Halbstrahle liegen. 

Hiernacbi wird die Figur 36 ohne weiteres verstandlich sein, in 
der OB durch OB er- 
setztist; OB — OA-\-OJ) 
bleibt, OZ geht in OZ' = 

(>JL ■+• OjK iiber, OB 1 in 
OB', und aus der Figur 
ist zu entnelimen: 

(17) cp(z') = 9 (a) — <jp(b), 3«- 

wenn OZ r ^OA-^-OB und die Vektoren OA, OB auf dem- 
solben Halbstrahle liegen. 

1). Wenn n Vektoren OA t , OA 2 , . . OA n in einer Ebene 
liegen und ihre Endpunkte A lf A 2 , . . A n ein regelmaBiges 
n-Eck mit dem Zontrum 0 bilden, so ist, wie aus Satz 5. und 
Axiom IV folgt, die Resultante gleich Null, also 

Obgleieh in diesem Falle und aucb sonst nocb die Resultante nicht 
nur der Lage, sondern aucb der Grofie nach angebbar ist, so reicben, 
win Sebur 1 ) gezeigt hat, die gcmachten Voraussetzungen docb nicht 
aus, die Resultante eindeutig zu delinieren. Wir fordern weiter: 

Axiom V. Zwei Vektoren OA, OB mit demselben An- 
griffspu nkte und mit derselben Angriffslinie bilden 
(lie Resultante (lurch algebraisclie Addition: 

(18) OA + OB = OA + OB, 



1) 1. n. 3f>6 ff. Dio Daratollimcr ist nicht elemental* wiederzugreben. 
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d, L im Endpunkte des einen Vektera triigt man 4«n uudemi nteb 
GroBe und Richtung an, der iron) Anfangupnnkt zimi «>rh»U<*n«n End- 
pnnkt E ffihrende Vektor OE i»fc dwut naeh (ir«iB«» und Kicjitung 
die Resultants. Es wflrde ttbrigena g«*n<ig«> n. wenn <iii> F«*rde- 

rung V nur ftlr eine eiuzige Angnffslitnn gct.-Uf w«rde- 
denn nach. Axiom IV ware si« tlann auf jed«*r Align durch (l 

erfullt 

Da jetzt, wean OA, OH auf detuaelhen in-gen, 

OA 4- OH « OA » OH 

ist, so folgt aus (16) and (17): 

(19) 9>(« + &) «■» (p(n) + ^(b), — b tf ft i , 

10. Aus (19) folgt, wenn m mid » gnu/.. Zahl.-n 1>. /,.|,-1 U1 „ II; 

<p(ma) - m <p(a), q (r i — q ( » ' | - »»{ ' ) 

also fur a * e/n: 

(20) *(>)-> * 


Nimmt man in (12) den Vektor OH d«i limtir K j. „.j, or and 
senkreeht zu OA an, wo Of d.-r .an f.ir all- M«! net,. 

Vektor der ganzen Unterem-hung in. «n4 m 1 ;- .j,. l;„ H1! | {suiU . 
0/ gleich 01 (siehe lig. .11): durch \ ••rgi.n.’imng der i otincin < 10) 
und (12) folgt dann: 

( 21 ) , 

wo c der Absolntwert von Of ist 
Fiir e = c ist also 


(22) o:;-i 

Die Pnnttion , 

wiirdige Eigenschaftcn: 


• • 1 ! -j •* mi ** in*’ r k 


^ .lij \ i/| . / , / V ; 

b ) -/id/ai .J/./, . 

wenn iff eine positive gauze Zuhl; 

e ) .-/(.i c ! it, 


wenn x e mit c konmensurabel ist. 

sind. D ir mnl ™ "" Hu m uiui " 

x * 1 *> wo *<•*** mt //, Ml mt «at*!i it, und r): 


1. Vektorgeometrie. 


47 


§ 6 - 


(23) A(x) = 4(a), 
und nach (19), (22): 

ccp(x) =~c + ccp(i) = C(p(e) + x — e = x + AU), 

(24) 

c 9^~c^x 9} 

Woraus nebenbei z/(0) =* 0 folgt. Jetzt ist: 

(25) <p(#) — cq)(x c ) = f H- k^/(f). 

Hierin ist # c von # urn so weniger yerschieden, je kleiner 5 ist. Wir 
wollen nun durch ein geeignetes Stetigkeits axiom zu erzwingen 
suchen, daB, wenn die Differenz x — x' dem absoluten Werte 
nacb unter einer gewissen, sehr kleinen Grenze 8 bleibt, 
aucb der absolute Wert yon cp(x) — cp(cc r ) unter einer ge- 
wissen Grenze F bleiben muB. Der Forderung \x — x r | < 8 
wird aber geniigt, wenn wir x f = x G und e<c/n 7 c/n<c8, also n 
hinreichend groB annebmen. Dann nriiBte \<p(x) — (p(x c ) | < F, also 
nach (25) 

| a + /1(a) | < cT 

bleiben, weshalb aueh \A{s)\ nicht uber eine gewisse Grenze y 
waehsen kann. Nun ist aber nach b) einerseits MA(s) = A (Me), 
andurerseits ist Ms in der Form Me = {ic/n + e darstellbar, wo ^ 
eine gauze Zahl und £'<c/n<d; nach (23) ware dan n A (Ms) = A (s'), 
also 

(2(5) MA(s) = A(e), 

wo aueh \A(e)\ nicht liber y wachsen kann. Ware aber A(e) von 
Null verschieden, so wurde in (26) die linlce Seite dem absoluten 
Werte nach mit M uber alle Grenzen waehsen, wahrend die rechte 
Seite endlich bleiben muB. Das ist ein Widerspruch, der sich nur 
dann hebt, wenn fur alle Werte von a, die unter der Grenze 8 bleiben, 
J{a) identisch Null ist. Nach (24) ist dann c<p(x) = x. Da die 
Darsi ell ung von x in der Form x = x c + £, £ < 8, fur alle positiven 
Werte von x moglieh ist, so liaben wir allgemein: 

(27) ccp(x) = x, 

und es ist aueh allgernein A (x) = 0 7 wiihrend in c) nur z/(# c ) == 0 
erwiesen war. 

11. A lies das gilt nur auf Grund des erst vorlaufig formulierten 
Stetigkeitsaxioms, das wir nun noch so umgestalten wollen, daB es 

nioh+ rliu I I 1 1 ■Pci+vi>i m if *' \ v \ 1 wi w\ F o / * h 0*1“ />• tTAVi /V KlCf 
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x , £ s0 w i r d die Angriffalinie r der R«**ultonir >•»«'* nimniuitier- 
lichen Vektors OA und eines Vektor* von «l«*r v.-riimWli.-lmii Ling* x 
ebenfalls ibre Lage nnd GroBe veranderii (Fig. .'$7 1 Hull mm die 

\U*m\imU\ wettit r k\mm 
Sell w ii ii k ii iigiii erf ikkr% 
e hen full* iwr kltfiiae 

S<*hwftttktmg«*n erleiibn, 
so mill vor iilliin dil 
Divining der Augriff*- 
liniw mu O nur klein 
folglmh durf 4 
«!* % r hirallftiognixnuikoa- 
*tntktion) mieh die Dif- 
ftmnu f'-.n ■ tpi .r J raifc 1 
ntu in engen Grenzen sich Ternndem, d«nn «« % iin diene DiCFenmz 
unendlich wiirde, so kSnnte X zwischwi dwii I eigen r, tmd OX 
schwanken, und dieses Schwankungsgebbt wimb f II r noeli m 
kleines s gelten. Wir kommen also iiuf die idem ge**t«dlt«* Fordwmg 
zuriick durch das 

Axiom VI. Wenn von zwei Vekt<u en der nnr seine 
GroBe nur unbedeutend iindert. s«* durf die AngriffV 
linie der Resultants nur eine D reining 111 engen ns mb 
lichen) Grenzen erfahmi, die nut dem Se(nv ankuug*- 
gebiet des Vektors verse hwiudnt 

12. Auf Grand dieses Axioms ist mo-h 1*7 

r (fA.n • j\ 

und fdr diese Resultantenbildung gilt duller der i»*lgende llau 

Die Resultants zweier Yekforen Of und 0/1 iM. 
der GroBe und Riehiung imeli die dine h n gelsende 
Diagonale OR des Parallelogra m ui n tt I till, % « > n 4**111 OA 
und OB zwei Seiten sind: begin* OA und OH nut der 
selben Angrif fslinit*, so trill das Axiom l m hntff 

Diese Konstruktion ergibt si eh nun der 4*** Art. *» uu4 T iiidem 
man statt (p{a) und (p{b) die Streeken c t\ n n nu4 r rj h < U auf 
OA. und OB abtnigt* dann 1 alii mil J„ \H uni // /u h;uji men, und 
die Diagonale ist ccp(r), wo r die absolute t trots** 4er Hmuh ante milt. 

Das Parallelogram m der Resultante U A tl U wmi dnrrii Oil in 
zwei kongruente Dreiecke zerlegt, die je filr *ieh *eie»n mr Hrmiti 
lung yon OR ausreichen. Das ist aber die Suiutuat e uHfigtir, die wir 
in § 1 kennen gelernt haben, urn! da in dem Fa lie \ «»» Yektoron uuf 
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derselben Angriffslinie das Axiom VI gilt, so stimmt die aus den 
Axiomen I bis VII abgeleitete Resultantenbildung mit der in § 1 unter- 
sucbten geometrischen Summation vollkommen iiberein. 

13. AuBer diesen secbs Axiomen sind zum Aufbau der Geo- 
metrie linienflticbtiger Vektoren nock die drei Axiome A, B, C 
des § 3 erforderlicb, die sich noeh etwas einfacher formulieren 
lieBen. 

Damit wollen wir unsere nur zur Einfiihrung bestimmte Dar- 
stellung der Vektorgeometrie scblieBen; eine weitergebende fast ele- 
mentar zu nennende Darstellung des iiberreicben Stoffes der Vektor- 
geometrie bietet der erste Abschnitt der „Geometrie der Dynamen“ 
ron E. Study (Leipzig 1903). 


Zweiter Absclmitt. 


Analytische Statik. 


§ 6. Krlfte and (Itwtehfo 1 ) 

1. Der Begriff der Kraft mi urn anmdiatilieh durels dm fleftthl 
des Druckes, den ein in die Hdhe geholmaur K«»rjM»r mif ilia Hand 
ausiibt. Dieser Druck kaan eehr vemdiieden mi Htiirbu min j« nmdx 
GfroBe und Materie des Korpera. Da «*r m?m«»r mi«di firms Krdtuittel 
punkt gerichtet ist, so sehreiben wir ilia der Kiimirkting der Krde 
auf die Korper zu und spreehen duller von inner Kraft, die dm Krd# 
auf die Korper ausiibt. Daher Hagen wir: Die Krde Ul»t auf ver- 
schiedene K5rper verschieden atarke Kriifte uti«, dm wir die 
wichte der Korper nennen. Das ffowirht s«i mm* durrh ainnlieha 
Beobacbtung erkannte Eigenachaft mum KbrperH und mmnt dm 
a merkbare Anzeicheu iimi /,nglei«d» dm «jnimti 

tative MaB fiir d«*n in die Phifuk osiigefithrten, 
der direkten Beobaohiung /ugibiglirbon lie* 

griff der Kraft, 

2* Ihuikiut wir win an «uin*m Punkfe uuttel* 
eines gewirhtloHon I’liden* tun it* w ivhintiivk anf 
gebiingt, so stirht dmmm GowirfitMtiluk don Punk! 
in einer hostimmtfu Uiehtung m ^ornoliiobot!, und 
zwar vertikal zur Erd»*. W ir *pf’f*idii*ii iueniiit 
die ErfahrungHtatHarhi* hum, dull der Punkl in 
deni Moment* wo or tnu bow oghoh gojittiohi wird, 
sich u liter dom KintluHso don * tow joht d uokes 
gegon die Erdo bin m bowogoi* bogutnt Dim 
Bowicditsturk Qlit eine Kraft auf don Punkt huh, 
der wir eine bestimmte Ric.htun K , niimliH. di.* n : *« h ,1,-r Kr.lo kin 
zoschreiben. Wird aber der Fiidcn fiber .-in.* U imiw«*K 



Vj , Fur den Ird ‘ alt der folgendun I’aragraj.lK-i, mini 
nutet: Lagrange, Meahanik, Einlcitung. Poirot, f;i,-n 


ini %ow < nlIirii«i ba- 
ment* ilo Htafojue, 
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fiihrt (Fig. 38) ; so ist die Richtung, in der auf den Punkt A jetzt 
die Kraft des Gewichtes wirkt, d. h. in der sie den Punkt zu be- 
wegen sucht, eine andere; die GroBe der Kraft ist aber die gleiche, 
solange das Gewichtstiick das gleiche ist. Mittels solcber Rollen 
konnen wir die Kraft eines Gewichtstiickes auf jede beliebige Rich- 
tung transformieren. 

Wir kennen in der Physik noch andere Krafte, auBer denen der 
Gewichte, z. B. magnetische und elektrische. Alle aber haben eine 
bestimmte Richtung und eine bestimmte GroBe. Wir konnen sie uns 
daher bezuglich ihrer mechanischen Wirkung immer ersetzt denken 
durch Gewichte an Faden, die mittels Rollen in geeigneter Richtung 
ihre Wirkung ausiiben. 

Die Kraft auf den Punkt A wird diesen und damit alles, was 
mit ihm in starrer Yerbindung steht, in Bewegung yersetzen ; wenn 
sie nicht durch andere Krafte daran verhindert wird. Wie beschaffen 
in einzelnen Fallen diese „Gegenkrafte“ sein und welche Richtung sie 
haben miissen, wenn ein Punkt oder ein System, das unter ihrem 
Einflusse steht, in Ruhe, im „Gleichgewicht“ bleibt, das ist die Frage, 
die die Statik zu beantworten hat. 


§ 7. Hebelgesetze. 

1. Ein gewichtloser Stab AJB sei um seinen im Raume be- 
festigten Mittelpunkt D drehbar. Er befinde sich in horizontaler 
Lage und an seinen Enden mogen Gewichte P 1; P 2 aufgehangt sein. 
Sind diese beiden Gewichte einander 
gleich, so bleibt das System in Ruhe; 
denn es konnte nur eine Drehung 
um D ausfiihren; keine der beiden 
Seiten ist aber yor der anderen be- 
yorzugt, so daB fur keine ein Grund 
zum Sinken yorhanden ist. Hier 
machen wir also Gebrauch von einem selbstverstandlichen Satze, dem 
Satze vom ;; zurcichenden Grunde“: 

Grundsatz I. Wenn von zwei moglichen, sich aus- 
schlicBenden Veranderungen keine vor der anderen bevor- 
zugt ist, so erfolgt keine von beiden. 1 ) 

1) You diesem Satze ist mit Vorsicht Gebrauch zu machen. Er euthalt 
eine unumstoftliche Wahrhoit, nur ist es schwer, zu entscheiden, wann keine 
von zwei Veranderungen vor der anderen bevorzugt ist. Da unsere ganze Ab- 
teilung aber nur eine Abstraktion ist — auch der gewichtlose Stab ist eine 


A r 


rP 


D 

i p 2 ip 

rig. 39. 
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Man nennt ein solches System, das in saineni Mittelpunkt „nnter- 
stutzt" ist und an dessen Baden Gewichte aagreifen, *inen gleieh- 
annigen HebeL Durch die Aneehanung ergibt «ich bo daa 

1 *. Hebelgesetz. Ein gleieharmiger Hebei ist dean 

im Gleicbgewicht, wenn die »uf seine Knden wirkenden 

Gewichte einander gleieh «ind. 

2. Wir konnen den Satz sofort noch erwetterii Henken wir 
tins jeden der Arme des Rebels urn den Pankt l) heliebig gedreht, 
so daB sie also nicht mehr eine gerade Linie miteiuiunler bilden, und 
4etiVftTi wir nns die Krafte der Gewichte mitteli* IGillen auf «olche 
Richtungen flbertragen, daB sie senkrecht m jedein Hebelarro in der 
Ebene der Hebelarme wirken, so muB Gleicbgewicht vorhanden **in, 
wenn die Krafte einander gleich Bind, weil itnmer noch knine Seite 
Tor der anderen bevorzugt ist. Man nennt den m» I'utsudiendcn Hebei 
einen Winkelhebd, speziell einen gleicharmigcn Winkeihebel K# gilt 
somit das 1*“ Hebelgesetz aueh fiir einen mdcben (Fig -tt» 

3. Das Gleichgewicht eines geraden Hebei* < Fig. 3th imifl erlmlten 
bleiben, wenn die Gewichte J\, nicht twkreb* Stfteke und, wnuiern 


A_ A' _ D H' H 

mmmgsausa mzmLJZxsamea 

(r I,' If tl 

% if \\ 

wenn wir sie uns zu einem einzigen Stuhn ft // von gleirhiisitlltger 
Beschaffenheit ausgezogen donkeii (Fig. 4 1 t, I Hv Auihiiugfvorru’h 
tungen AG und JB II mogen gewichilon gf'ducht *<*m Dunii i$*i «*$ 
selbstv erstandlich ; daB wir an heliehiger St#4I** «*iih'h SrhrnUlH 

nocli andere solche AufhangevorrirhtmigtMi t t* , If If uuliriitgim 
konnen, ohne am Gleichgewicht eiwan zu umlern 1 hr* ur.H|»riliig!ii*litii 
Aufhangungen werden dann flberflliHHig, d. li. wir Uumui 4u* Auf 
hangungen AG und li II an beliehige St*41t*ji iltr**r Seluuik**! for 
schieben. Dieses BinfQgen neuer Aufhiiiigniig*»n k«>iuu*n wir durch 
einen weiteren selbstverstandliehen Satz muttvn r«*n, d««n 


solche — , so sind wir berechtigt, auch hii*r zu ah4.nihifr.uu uu.i *w«-i V**rlificl^ • 
rungen als bewiesen gleichwertig anzunehen Auf molrltr* 1 1 1 to ■ li ii 1 1 1 i v li v u V or- 

richtungen wir die Hebelgeeetze anwenden dfirfcn. die. m m»t«r*». h«ii i«t die 

Auigabe der Experimentalphysik. 
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Grundsatz II. Ein bestehendes Gleichgewicht bleibt 
erhalten, wenn ein Teil des Systems, der yorher beweglich 
war, starr gemacbt wird. 

4. Schneiden wir die Stange GB an irgend einer Stelle durch, 
so wird das Gleichgewicht im allgemeinen gestort. Es ist aber 
denkbar, daB es bei einer bestimmten Scbnittstelle eine ganz be- 
stimmte Lage der Aufhangungen gibt, bei der das Gleichgewicht er- 
halten bleibt. Wenn die Enden der beiden Teilstangen, die an die 
Scbnittstelle angrenzen, gar keinen EinfluB aufeinander ansiiben, also 
wenn sie aucb nacb dem Scbnitt durch keine Kraft aus ihrer Lage 
berausgebracbt werden, dann ist es offenbar gleicbgiiltig, ob wir an 
dieser Stelle den Schnitt ausfiihren oder nicht. Ist 8 die Stelle, an 
der wir den Schnitt ausfiihren wollen, und 
verschieben wir die Aufhangung BE' JD B’ 

in die Mitte von SB, die Aufhangung T A 

A' G' in die Mitte yon GS, dann bilden g mm — 

SB und GS jedes fur sich einen gleich- G Cr A B' B 

armigen im Gleichgewicht befindlichen Mg. 42 . 

Hebei. Die Stelle S geniigt also der 

verlangten Bedingung und es ist gleichgultig, ob wir bei S die beiden 
Stiicke verbunden denken oder nicht; die Enden, die an S angrenzen, 
bleiben in beiden Fallen einander benachbart. 

Es sei die Lange des urspriinglichen Hebels 2 1- die Schnittstelle 
liege yon G und B um die Langen a und b entfernt. Also ist 

a + b = 21. 


Es bleibt also trotz des Schnittes Gleichgewicht, wenn die Auf- 
hangungen so liegen, daB G' um a/2 yon G, B' um 6/2 yon B 
entfernt liegt, also wenn 

A'D = l — ~ = y, 

' j B'D - l - t = 


ist. Wir kdnnen nun ebenso, wie wir uns friiher die einzelnen Ge- 
wichte zu einem Stab ausgezogen dacliten, 
jetzt jeden der Stabe GS und SB sich zu- 
sammenziehen denken zu einem einzelnen 
Gewichtstuck, das ebensoviel wiegt, wie 
der entsprechende Stab. 

Die Gewichte P und Q der Stabe, und 
damit die der zusammengezogenen Gewieht- 
stucke sind proportional mit den Langen a und b. Bezeichnet 6 das 


A JD £' 





\Q 


Mg. 43. 
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P =» as, Q »* 5<r. 

Die Grleiehgewichtsbediugang (1) lautet dftmiMch j*tat: 


4'I>- 


2<? 


fi'JJ 


giiltig fur jedes beliebige Amin die Betraditung gilt fflr jedb bn- 
Uebige Dicke der Stsnge GJET, wean diene smr gleieh^rmig i4, mid 
o' tangt von dieser Dicke ah. Wir kftmm Amrnm wtllkilrliehft 0 

noch eliminieren, dann folgfc: 


( 2 ) A'DiB'D- Q i P 

A'D und JB'D heiBen die Hebelaruie. In WorUm hmM dieses 

2 te Hebelgeseiz 1 2 ): Ein ungleie lutritiiger Hebei int 
dann im Gleichgewicht, wenn nidi die mi den Knden 
seiner Hebelarme wirkenden (lew i elite timgekehrt v«sr 

halten, wia die zugehorenden Hebei arm e 

Die aufierhalb A' und If gelegenen Yerhtng<*nmgen der I Mini- 

arme konnen als gewiehtlos weggelasseii werden 


5. Der Bewais, den Archimedes f i \m dmsmn /whiten Hebei* 
gesetze gibt, ist dem angegebenen verwundt, mir nut d*un t liter* 
schied, daB Archimedes das (lewicht nirht kiintiminTlieh nuf Amt 
ganzen Stab verteilt denkt, sondern 111 sekreten Puuktmi Ks wird 
dabei als selbstverstandlieh der Satz v<irnu*gi«**‘f/f : 

Wirken an mehreren, gleieb a «• it \uiiniiii»«i.T «»nt- 
fernten Punk ten ein er horr/mit u !mi « t » rad« 11 gleirlte 
Gewichte, so lassen si eh diene erset /**ii d u i «• h *U e S u 111 me 

der Gewichte, ungrnifend im M k f d««r w ah re n 

Angriffspunkte, und uingekeitrf 

Wenn m und n gauze Zahlen sind t und m d«Mi Pmiktmt A nn«i tt 

eines Hebels, die so gelegan wind, daB nieh A / ) ; / / // w ?«• m:» lerlsiill* 
die Gewichte np und mp wirken, so lasneu dies*- *»h imeli dem vongen 
Satze gleichmaBig aut einen gleichunnigen !l«d» 1 s ri *m 1«* 11 , d« r datiu 

von selbst im Gleichgewicht ist, In der Figur 41 »h| m l\ u l\ 

angenommen. Diese \ erteilung ist zimuehM nur lji'mhrh, wenn die 
beiden Gewichte komniensurabel sind. I b»«h 141}! nivh mirli der 
Methode der Exhaustion die Verallgenieineruiig bmdit durthf'dlircti. 


1) Der Bewois in diaser Form ntunmit v«m 
Brugge, gest. 1620 im Haag. 

2) Archimedes, De planarum aeqnilihrii ^ 


SiiiiMii 

Lib 1 


S I «m 1 n t 


gel* IMS in 
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i 

*3jp 

Mg. 44. 


6. Huyghens 1 ) hat diesen Beweis etwas abgeandert, indem er 
die beiden Gewichte p lf p 2 in gleichen Abstanden auf zwei zu den 
Hebelarmen senkrecbten Gera den, die sich an deren Enden befinden, 
yerteilt. (Vgl. Fignr 45, in der p ± :p 2 == 4 : 9 ist.) 

Es laBt sich dann eine Unterstiitzungsachse (. EF ) finden, die 
den Hebelarm im Verhalfcnis p 2 : p t teilt, und so gelegen ist, daB sich 
zu jedem Gewichtspunkte auf der 
einen Seite dieser Achse ein und 
nur ein gleichweit von ihr ent- 
fernter auf der an deren Seite 
finden laBt. Bezuglich dieser 
Achse ist dann das System im 
Gleichgewicht. Andern wir den 
Abstand der Punkte gleichmaBig, 
so dreht sich die Achse um den 
Punkt I), und da das ursprung- 
liche System p u p 2 mit jedem 
solchen System mit verteilten 
Massen gleichwertig ist, so ist 
es bezuglich jeder durch D 
gehenden Unterstiitzungsachse 
im Gleichgewicht. Es geniigt 
also auch eine Unterstiitzung des Punktes I) allein. 

7. Dieses Ilebelgesetz laBt sich nun ebenfalls leicht fur einen 
Winkelhebel verallgemeinern. Denken 
wir uns an dem Hebelsystem im Dreh- 
punkte ]) starr noch einen dritten 
Hebelarm I)B" von gleicher Lange 
wie J)B' angebraeht, unter beliebigem Jl 
Winkel gegen diesen geneigt, und lassen p 
wir an dessen Endpunkt B" zwei gleiche 
Kriifte Q x und Q>> nach entgegengesetzten 



Fig. 46. 



I'l H T) pm on at, rat, in siGnuilihrii bilaneis flf>9SY 
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ST. 


Seiten senkrecht zum Hebelarm wirken, so heben diene sich g«ge B . 
seitig auf tmd aadem somit nichts am Gleichgewieht K« gilt der 
Grundsatz IH Wenn in eineni starren System, das im 

Gleichgewieht steht, ein Teil dor Kraftt* fflr sich im Oleieh- 
gewicht ist, so konnea wir dieaen nach Beli«b«» wcglaasea 

oder hinzafttgen. 

(Vgl. § 3, 1. Axiom B.) 

Wahlen wir nun jede der Kr&fte uml V* so kbnnen 

wir Qs und Q n&ch III. weglassen, da »i« glaich si ml uml an oinera 
gleicharmigen Winkelhebel B"DB' wirken. Ks bieibt also noch ©in 
ungleicbarmiger Winkelhebel B"DA' flbrig, der demmudi fllr sich im 

Gleichgewieht sein muB. Da «■ Q sein muB, wwtti wir und Q 
weglassen wollen, so folgt, daB such f«r den WinknUmbel das 

2 te Hebelgesetz gilt, namlich daB: 

A' I ) : B"D ™q.D 

sein muB. 

Setzen wir A'D A, , B'D •» li" D — /», , so kdnneit wir das 

2 19 Hebelgesetz aueh in die Form kloiden 

(3) PA, ™ Qh s . 


8. Wir kiinnen jetzt noch von ©mem w interim linimUatz A it - 

wendnng machen, namlich von dem 

Grundsatz IV. Statt eine Kraft in ©in©m I’unktc i.l'} 
eines starren Systems angreifen zu lassen. kiiiuo-u wir si© 
in einem beliebigen anderen Punkte <A ihm- Riolitung, 
der mit dem System starr verb un don it.!, nngroifon lnsscn. 

(Vgl. §3 des ersten Abschnittwi: .XiimmtUlehtigo \Ykt«nm“ * 
Wir konnen demgemiiB die Angrifl'«|.tinkto dor Kriifto bomi 
Winkelhebel auf die Punkte A und H eine- goradlmigon H.d.ols .f HIS 
(Fig. 47) verlegen, vorausge^etzt, dab wir dionon m< u iihb n, dub hoid© 

Kmipunkto t mid It auf don 


A 



ir 


Richtungon 


V 


i kriiff*’ l* uu<i 
uni «ii*n I iaivn , di« vi»ii 
A % It hub f 1 1 * # * r tiit’ ^tuiHrhti'ii 
Ht»lli*n fillirt'ii ) i* * . Dim gM 

wirhUnM p tlurliiiMi AriiH* A IK 

l> U k«*nii# # ii w Dun 
fulirt uim / ii tl**r i M’htn 
iHulinguitg iIi*h g«r»dliiiigcn 
HmIwU ns it mdtmg m 
Die Langen h x und k tJ in mu* j«t/.t die 


H 

(l 


Armen wirkenden Kraften. «, mm n , gow union 

Bedentung der Lote vom Drehpunkt auf dio Krattrichtunmui 
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9 . Wenn statt des geradlinigen Hebels ABB ein beliebig bei D 
geknickter Hebei angenommen wird, dessen Endpunkte ebenfalls auf den 
Kraftrichtungen liegen (Fig. 48), so fuhrt uns das zn einem allgemeineren 
Problem: dem Winkelbebel mit 
schrag gegen seine Arme gerich- 
teten Kraften. ScblieBlich konnen 
wir noch tiberhaupt von jeglicbem 
Hebelarm absehen, und nns eine 
gewicbtlose um einen Punkt D 
drehbare Ebene vorstellen, in der 
langs zweier vorgescbriebenen Ge- 
raden zwei Krafte P, Q wirken 
(Fig. 49). Fur alle diese Falle gilt als Gleichgewichtsbedingung die 
Gleichung (3), die wir in Worten aussprecben konnen in einem 

3 ten Hebelgesetz. Eine um einen Punkt in sich selbst 
drehbare Ebene, in der zwei in der Ebene liegende 
Krafte in beliebiger Richtung angreifen, ist dann im 
Gleichge wicht, wenn sich die Krafte umgekehrt ver- 
halten, wie die Lote, die man vom Drehpunkt auf ihre 
Richtungen fallen kann. 

Es ist dies das allgemeinste Gesetz fur den Fall zweier Krafte. 
Alle friiheren Falle und noch andere Spezialfalle sind darin enthalten. 

10 . Wenn wir z. B. den Winkel cp eines Winkelhebels (Fig. 48) 
immer kleiner werden lassen, bis er schlieBlieh gleieh 0 geworden 



/ 




ist, wahrend wir dabei die relativen Richtungen der Krafte gegen 
die Tlebelarme konstant lassen, so gelangen wir zu dem Problem des 
„einarmigen Hebels“, d. h. eines gewichtlosen Stabes, bei dem die 
Krafte auf der gleichen Seite des Drehpunktes angreifen und nach ver- 
sehiedenen Seiten, vom Hebelarm aus gerechnet, gerichtet sind (Fig. 50). 

Ein anderer Spezialfall, der sich aus dem 3 teu Hebelgesetz ab- 
leitet, ist der des geraden zweiarmigen Hebels mit parallelen aber 
rnrm TT oKp! rron&uri rrprirditpf.pri TTrpftfvn /'Eior fS 1 ^ Es ist. hiftr Glfiich- 
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Fig . 51 . 


gewieht vorhnnden, /.unUchHt.wenn 
[g' ^ : p. Da a!u*r liior /I D : li I> — A, : / (j 
i ist, so gilt atich ids <«l«*ichgewichtsbe- 

J B dingung: 

)« 

Kb tat ilit*s diemdiitt Form, die das 
zweite llebelg«»et/. hut Di«m»» gilt also 

auch vena die Krafte aicht aenkrecht auf den Hebolurmen atehen, 
also vena der Hebei aicht horizontal geriehtet iat. Dim* Sat* faitte 
auch direkt gewonnen verdea kSnnen, vie das zweite Hebelgesetz aelber. 

11. Yon dem 3 t n Hebelgesetz, das tttr zwei Kriifte gilt, die 

entgegengesetzte Drehungen hervoramtfon m.ehen. kiinuen wir *u 
einem Gesetz ffir drei \md indbr Kraft© flbergehen Im bulk Am 

CfbicdigtnviclitM tuiiS, warm 
ilia *mm Kriifii* i\ in A und 
Q x in //, wirken (Fig, 52), 

(•*» l \$ } ~ V*'/i 

H«*in Bnmgett wir mm im 
Ptmkte Umndx #nn«*ii Hebei* 
imn li R; mi find hmm un 
ihm elite Kraft {K wirk ©n, 
so kdnnen wir wieder Gleiebgewieht erhulten, wean wir uulS**r l\ in 
A eine gleichgericbtete Kraft 1\ anhringen, dm km gr*»li int, dutt «ie 
ihrerseits der Kraft Q>, dan Gleiehgowieht halt, daU u1m»i 

(P) P ? VsVi 

ist. Sind also die Gleiehungen (4) mid un Olr »nn*m dnuuniugen 
Hebei erfiillt ; so befindet er sirh im Gleieligew ieht, !> bdgt aber 
aus (4) und (5) ? wenn wir I\ j I\ mit l* be/emlmm: 

( 6 ) Pf) r - • (),/, . 



und diese Gleichung geniigt als GleirhgewnrhtHbidinguiig; dean wnm 
sie erfiillt ist, liiBt sich imnmr P in /.win Summuiuitii /m’leg«n» ho 
beschaffen, daB jeder von ihnen eiuer d**r Gi«m*imug«m < i ^ in geniigt. 
Wir braucben nur den einen Summamlmi gbudt ViV» P m w ^klan, 
so daB der andere P - Q x qjp p wini. 

12 . Die Produkte Pp } Q x q lf Qpp, heitbm die ..Dndiiiioiiinntf* 4 

oder die „statischen Momente“ der Kriifte l\ in bezug auf 

den Punkt I). Die V erallgemeinerung fur einen vier» und mehr 
armigen Hebei ist leicbt. Es steht auf der einen State der Uleieb- 
gewichtsgleichung die Summe aller der Ih*ehiuoment«% die in oiner 
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Ricktung zu dreken sucken, auf der anderen Seite die der entgegen- 
gesetzt drekenden. Der Ausdruck des Gesetzes wird nock einfacker, 
wenn wir einen bestimmten Drekungssinn — gleickgiiltig welcken — 
als positiv ansehen (vgl. § 2, 5.). Dann konnen wir die Drekmomente 
von Kraften, die eine entgegengesetzte Drekung kervorzurufen sucken, 
als negativ anseken, also 

Qi9i ““ — -^2#i; 

$2 #2 ~ ^3 9.2 

setzen. Dann wird ans Gleickung (6) 

+ P,& + A#2 — 0 , 

oder, wenn wir der iibersicktlicken Form wegen P, p 1 q x , q 2 durck 
die Zeicken P l7 p x , p 2 , p s ersetzen: 

PiPi + ^7 

nnd daraus ergibt sick leickt die Verallgemeinerung fur beliebig yiele 
Krafte: 

2 ^ = o. 

n 

In Worten gibt dies das 

4 te Hebelgesetz. Ein yielarmiger Hebei ist dann 
im Gleickgewickt, wenn — unter Zugrundelegung eines 
bestimmten Drehungssinnes als positiy — die Summe 
aller auf ihn wirkenden Drekmomente yersckwindet. 

In dieser Form gilt das Hebelgesetz auch, wenn die Krafte P n 
nicht in einer Ebene liegen, sondern nur auf einer „Ackse“ senk- 
recht stehen. Unter p n sind dann die Abstande yon dieser Achse zu 
verstehen. 


§ 8 . Gleichgewicht nicht unterstiitzter Systeme bei parallelen Kraften. 
Der Kraftemittelpunkt. 

1. Der ungleicharmige Hebei AB (Fig. 51), auf den die Ge- 
wiohte P and Q parallel zueinander wirken mogen, ist im Gleicli- 
gewiolit, wenn der Unterstiitzungspunkt P so gelegen ist, daB 

AD : BD = Q : P 

ist (vgl. Hebelgesetz, SckluB). Die Krafte P und Q bewirken 
also koine Bewegung; sie iiben aber einen Druck auf D aus nack 
unten, also in der Richtung der wirkenden Krafte. 

Wir stellen uns jetzt die Frage: Konnen wir die Unterstiitzung 

Avnofr/OM n VI TIHO Vk AhAIi aft* ATI mil ft dlAHA HAITI. 
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daimit das System ABB mit dea Kriftan P, Q un«i der geeuehtea 

in B angreifenderi Kraft im Gleichgewicht iat? 

Jedenfalls moB die gesuehte Kraft aufwSrts gcnchtet »ein. Haben 
w sie gleioh B gefnnden, so muB dieaer Kraft It mm gleieh groBe 
entgegengesetzt gerichtete Kraft, die ebenfaila in D angreift, das 
Gleichgewicht halten, wenn wir die Gewichte P und V weglassen. 
Es sagt das aus: die Gewichte P und V sin* 1 gleichwertig odcr er- 
setzbar durch eine ihnen parallel gerichtete Kraft It, die im I)reh- 
punkt D angreift. 

Wir denken uns durch die Punkfce A\ IV (Fig, 51) die FuBpunkte 
der Lote \ und senkreeht zu den Krnftriehtungen P unci Q eine 
starre gewichtslose Ebene gelegt, und wahlen in dimer Ebene einea 
beliebigen Punkt C, so duB A\ Ii\ V (Fig, 63) 
die Eekpunkte eine® Dreieckn Hind. t Intersil! teen 
wir den Mittelpunkt von A* <\ ho ini der Hebei 
A'O im Gleichgewicht, wenn wir in {'win Gewieht 
P parallel zu dem in A' nnbringen. Kbeiwci ini der 
Hebei JVC im Gleichgewirht bezftgltrh mnnm Mittel- 
punktes, wenn wir in V ein Hewieht Q nnbringen. 
4B' Wir kbnnen dither dan gauze Dndeek A'IV(' im 
Gleiebgewieht halten, wenn wir die Verbindungn 
Eig . 53> linie EF der bidden Mittelpunkte unterntiitzen 

und in C dan flewieht 1* \ anbnngen. Die 
Yerbindungslinie CD bildet ebenfalls einen gleieburiuigen Hebei, da 
sie you EF halbiert wird, und dieser Hebei inf nitwit wit dent 

ganzen Ilreieck auelt tin Ubdchgewirltf. Dan 
ganze System i*t tin Hlidehgewieltt enter 
dem EinfluB der Krafte: 




P in X 


9 in P\ I* ? ( x > in 1\ 

Wir fiigen } H in I) hin/.u, wenn It 
die Kraft ist, dttreh die P und ty ernet/dnir 
fiind. Daim n«dmten wir much 111 i It 
und P und Q weg. Eh bbdbt I* | (Jf in (' 
und 4 P in IK so daB tulgi 

R ^P \ Q, 

und es folgt weiter, daB wir die Unterntfitzung in // ersetzen ktiniten 
durch eine den in A und li angridfenden Kriiften puraliele, alter ent- 
gegengesetzt gerichtete Kraft, die ghddt der Sum me der bidden 
Krafte ist (Fig. 54). 

2, Wir konnen uns eine der Krafte P und %. B. Q dadurch 
zustande gekommen denken, daB sie ZWld we item R rsifi** fi fi itie 
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ihrerseits an einem um JB drelibaren Hebei im Gleichgewicht stehen, 
ersetzt. Dann ist Q = Q x + Q 2 und es sind die drei Krafte P, Q X9 Q 2 
ersetzbar durch eine einzige Kraft 

B = P + Q t + $ 2 > 

die in D angreift. Den Kraften P, Q lf Q 2 wird durch eine in D 
angreifende gleicbe und entgegengesetzt gericbtete Kraft, die wir, um 
die Richtung anzuzeigen, mit — B bezeichnen wollen, das Gleich- 
gewicht gehalten. Diese Beziehung konnen wir auf beliebig viele 
Krafte erweitern. Es ist allgemein 

P=P 1 + P 2 + P 3 + .... 

3. Diebeiden starr miteinanderverbundenenPunkte J.und_B(Fig.55), 
auf die die parallelen Krafte P und Q wirken, sind dann im Gleich- 
gewicht, wenn wir im Punkte D, der die Verbindungslinie AB inner- 
lick im Verhaltnis Q : P teilt, die Kraft 
— jR= — (P+$) wirken lassen. Denken 
wir uns umgekelirt die in A und JD 
nach entgegengesetzten Richtungen wir- 
ken den Krafte P und — B gegeben, 
so werden A und D dann im Gleich- 
gewicht sein, wenn wir eine Kraft 

Q = B~~ P 

in einem Punkte B anbringen, der so 
gelegen ist, daB 

A I) : T)B « Q : P 

oder 

AB : I)B ~*B:P 

ist. Der Punkt B } in dem wir die 
Kraft Q anbringen miissen, teilt also 
die Strecke AB auBerlich im Verhaltnis 
der beiden Kriifte R und P. 

Da wir die Richtung von P als positiv angenommen haben, so 
folgt, daB die Kraft Q mit P gleich gerichtet ist, wenn B > P. 
Ist dagcgen P > R, so ist Q negativ, also mit R gleich gerichtet. 
Eh folgt dann 

Pn<h AB<BJ), 

und das ist nur dann mbglich, wenn B auf der Seite von A auBer- 
halb A I) liegt, also wenn AD nach der entgegengesetzten Seite hin 
im Yerhaltnis der Krafte geteilt wird. Als Regel folgt daraus: Wenn 
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wir die drei Punkte A, D, B in ihrer geometrisehen Keihenfolge 
durchlaufen, so miissen wir abwechselnd auf «in« positive und ein» 

negative Kraft treffen. 

4. Den Punkt, in dem wir die das Gleichgewieht haltende Kraft 
anzubringen haben, wollen wir den „Kraftemitft‘lpunkt“ m*nm*n. Wir 
konnen das Gleiehgewichtsgesetz dann folgendernrmBen allgemeia 

aussprecben: 

Wirken auf zwei Punkte zwei parallels Krafte, so 

kann diesen durch eine dritte im KrSftemittelpunkt an- 

greifende parallel© Kraft das CUeichgowicht gehalton 

werden. 

Sind die Krafte gleichgeriehtet, ho iat die antubringenda Kraft 
gleicb der Snmme der Einzelkriifte und diesen entgegengeaetr.t ge- 
ricbtet. Der Kraftemittelpunkt teilt die Verbindungslimo innerlieh 
im nmgekebrten Yerhaltnis der Kriifte. Sind die Kriifte entgegon- 
gesetzt gerichtet, so ist die anzubringende Kraft gloieh der Different 
der Einzelkrafte und hat die Richtung der kleineren, Der Kriifte- 
mittelpunkt teilt die Yerbindungslinie auBeriieh im umgnkehrten Ver 
haltnis und zwar so, daB er auf der Seite der gn'dleren Kraft liegt. 

5. Der zweite dieser Fa lie erleidet eine Ausnnhnm dann, wean 
die beiden entgegengesetzten Kriifte eimuider gleieh sind, da dann 
die Verbindungslinie nicht mehr durelt einen im Kndlieheii gelegenen 
Punkt auBerlich teilbar ist. Das System heilit in diesem Falle ein 
„Kraftepaar“ oder ein „Koppel“. 

§ 9. Der Schwerpunkt. 

1. Statt im Punkte I) konnen wir die Kraft l !, die i brent 

absoluten Werte nach glcie.h der Summe uller im !lcl>elnvsteni 
wirkenden Krafte ist, in einein beliebigen Punkte der durelt ]> 
gebenden zu It parallelen (iuraden angreifen luxseu. Wir witllen 
diese Grerade die „Mittellinie der Kriifte 1 * nenueu. 

Wie man bei beliebig vielen Angriffspunkten parulleler Kriifte 
diese Mittellinie konstruiort, ergibt melt leielit huh der uu \ urigen 
Paragrapben ausgefiihrten Zerlegung zweier Kriifte in mehrere. Man 
sucht zunacbst die Mittellinie zweier von ihm-n. z R. ti.-r Punkte 
M, N, in denen die Kriifte P m , P n angreifen. Diene Kriifte -iml 
dann ersetzbar durch die in einem beliebigen Punkte / i } der Mitt' l 
linie wirkenden Kraft P m + l> n . Wir liaben da* Sy 
durch ein neues, dessen Kraftezuhl urn einn kieint*r ini. Mil diesem 
veifahren wir ebenso 7 und bo fort, his wir uur nm*h eine Kraft und 
eine Linie, in der diese wirkt, haben. 
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Die Reihenfolge, in der wir vorgehen, ist ftir das Endergebnis. 
gleichgiiltig. Fur die GroBe der endlich resultierenden Kraft 

R = Pi + P 2 + P 3 + * • * 

folgt das aus dem kommutatiyen Gesetz der Addition, fur die Lage 
aber daraus, daB, wenn wir auf zwei yerscbiedenen Wegen zu zwei 
verscbiedenen Mittellinien g 17 g 2 kamen, wir der in g x wirkenden 
Kraft R durcb eine in g 2 entgegengesetzt wirkende (— R) das Gleich- 
gewicbt halten konnten, was unmoglich ist. 

2. Fur die Mittellinie g eines Systems paralleler Krafte 
gilt der Satz : 

Wenn wir die Krafte gedrebt denken, so daB sie 
parallel bleiben und obne daB sicb ibre Angriffspunkte 
und ibre GroBen andern, so drebt sicb die Mittellinie 
um einen Punkt, den wir den Schwerpunkt, oder Massen- 
mittelpunkt des Systems nennen. 

Fur zwei Krafte ist dieser Satz evident. Denn sind A und B 
der Figur 51 die Angriffspunkte, so folgt aus vorigem Paragraphen, 
daB die Mittellinie durcb den Punkt D geben muB, der die Verbin- 
dungslinie AB im Yerhaltnis Q : P teilt. Und dies Gesetz muB 
gelten fur jede beliebige Richtung der beiden parallelen Krafte. Ea 
ist also D der Schwerpunkt des aus den zwei Angriffspunkten A 
und B und den Kraften P und Q gebildeten Systems. 

Der Schwerpunkt zweier Punkte, auf die zwei pa- 
rallel gerichtete Krafte P und Q wirken, liegt auf der 
Verbindungslinie der beiden Punkte und teilt diese im 
umgekehrten Verhaltnis der beiden Krafte. 

Fiir eine beliebige Zabl beliebig im Raume liegender Punkte 
laBt sicb der Satz durcb vollstandige Induktion beweisen. Wir 
nehmen an, daB er fiir n beliebige Punkte gilt, und beweisen, daB 
or dann auch fur n + 1 beliebige Punkte gilt. Denken wir uns 
n -f 1 Punkte A u A 2 , . . ., A n+1 beliebig im Raume yerteilt und unter 
der Wirkung der parallelen Krafte A? ^ • * -9 + 1- Wir greifen 

n Punkte von diesen heraus, fur die nach Yoraussetzung der Satz 2 
gilt. l) n sei der Schwerpunkt dieser Krafte. Es ist dann das System 
dieser Punkte im Gleichgewicht, wenn wir in D n die Kraft 

— ]{ = — (P x + P 2 + • • • + PJ 

also in entgegengesetzter Richtung zu den einzelnen Kraften P 17 
P 2 , . . ., P n wirken lassen, und zwar unabbangig von der Ricbtung 
dieser Krafte. Die Kraftrichtung von — R drebt sich mit der der 
Einzelkriifte. Durch D n und die darin angreifende Kraft + R ist 
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das System der » ersten Puakte uad ihwr Kriifte i>r*4xt bet be- 

Hebieer Richtung derselben. Wir !mWa a, unit dw System too 
n + 1 Pnnkten ersetzt dnrch ein *olrhe« von z.w*>i J*u»kt«*n, Wr da* 
onser Satz bereits bewiewn «. Hamit haWn wir alter die ttrund- 
Wen zur Anwendung der ?c»li*tindig*n induktum g»*w.iiin,. a , 

6 Sind die Krafte die Schwere, die i»uf mn System atarr mitoinaoder 
rerbundener Punkte, anf einen atarmi K«'>rj»*r, wirkm, *«» sind lie 
ihrer Ricbtung naeh unwrfinderiieh. Statt »W die Kriifte r.u drehwt, 
kann man den K8rper gegen die Kriifte drehen K« fulgt damn*, 
dafi ein scbwererer KSrper in jeder Ugt* tin t«leiehg.*wn« ht ist, wenn 
sein Schwerpunkt unterstatsst ist, odor wenn nn H.hw«*rpmikt eiu 
dem „Gesamtgewicht“ gleiche Kraft in entge W enge*et/.ter Kiebtung 
wirkt.” Das erkttti den Namen Sihwerjmnkt Krwt/t man die Ge- 
•vrichte dnrch die ihnen proportionab-n Masson, *■< nrklnri sick der 
Name jjMassenmittelpunkt**. 

3. Den Schwerpunkt eines System* von »• f’unkton timiet man 
ahnlich wie die Mitfollinie, indein man ihn na<-iiemaiider i miner von 
zwei Punkten bestimmt and so die Znhl der AngnlDpunkto unmer 



nm die Binhcit vermindert. Dir Sobworpunki i«t ■■Hnliiiiig, <! it von 
der Reibenfolge dee Vnrgehemi umibbinigit;, «» fulgi, <!«15 er 

der Schnittpnnkt allcr Mittellimeii jkI, <h<' »;■ !> t» un l trefo il der 
Kraftrichtungen ergelien, tind die. lno<”.!-< <-s » »■ «•• n, ■■indeutig Mini 
(Pig. 56, 57). Damns f«>lgi ilimn an»h, iLjL* ihaii »'iii S\ h!*’ijj v t *u 
Punkten in Gruppen zerlegeii f di* N-hm-rj unU<’ 4 *m * *ruppen urn! 
dann den Schwerpunkt dinner S**li«**rj»iuiki«' kimn uml no 

den Schwerpunkt dan ganzen S\ Ni«*in him** t 

4. Der Schwerpunkt • '*!»«“• > % •* i *• m •■> , »!*•*«•♦ n Au- 

griffspunkte alia in finer Ehen** lieg.-n, h^gf in «lrr- 
selben Ebene. 

Dies erkennt man, wenn man dm Kraft* ...lung.* «ir**Iit # l»i* «i«* 
alle in die Ebene hinainfalhn. Damn nmb ain-la di«- MiltelSmae i « 

diese Ebene fallen, unci der Srhwerpunhf elHjitiilD, «lu i-r ein I'unkt 

alter Mittellinien ist. 
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Beispiel. Die drei Ecken ernes beliebigen Dreiecks A seien 
mit gleichen Gewichten belastet. Welches ist sein Schwerpunkt? 
Der Schwerpunkt yon A und C (Fig. 58) ist der Mittelpunkt b der 
Dreiecksseite AC. Somit liegt der 
Schwerpunkt D des Dreiecks A auf 
der Mitteltransyersalen Bb. In gleicher 
Weise folgt aber auch ; dafi er auf den 
zwei anderen Mitteltransyersalen liegen 
muB, und somit liegt er im Schnitt- 
punkte dieser. Die Mitteltransyersalen 
schneiden sich im V erhaltnis 1 : 2 ; was 
auch mit den statischen Gesetzen im Einklang steht, da die in A und C 
angreifenden Krafte P, P durcb eine in b angreifende 2P zu ersetzen 
sind und somit die Linie bB durcb D im Verhaltnis P:2P geteilt wird. 

Denken wir uns im Raume oberhalb des Dreiecks einen yierten 
Punkt E starr mit dem System verb und en ; und belasten wir E 
ebenfalls mit dem Gewicbte P 7 so folgt: der Schwerpunkt dieses 
neuen Systems mufi auf der Linie ED liegen. Nennen wir ED 
eine Mitteltransversale des Tetraeders ABCE 7 so folgt: der Schwer- 
punkt eines Tetraeders ; dessen Ecken gleich belastet sind ? liegt im 
Schnittpunkte der vier Mitteltransyersalen. 

5. Um die Lage des Schwerpunktes im allgemeinen naher zu 
bestimmen, lege man eine beliebige Ebene cc und falle yon den An- 
griftspunktcn der Krafte 1\ 7 P 27 . . . ; P n und yon dem Schwerpunkte I) 
die Perpendikel p 19 p 2 , . . ., p n7 und d auf diese Ebene. Denkt man 
sicli nun die Krafte P 17 P 2 , . . P n7 2J P v alle um ihre Angriffs- 
punkte, die letzte um D gedreht, bis sie eine zu a parallele Rich- 
tung liaben, und dann in ihren Richtungen so verschoben, daB ihre 
Angriffspunkte alle in eine zu cc und den neuen Kraftrichtungen sernk- 
rechte Ebene (i fallen ; so folgt aus dem 4 ten Hebelgesetz § 7, 12. ; an- 
gewandt auf die Schnittlinie von a und /? als Achse, 

Diese Form el gilt auch, wenn die Krafte P v zum Teil entgegen- 
gesetzte Richtung haben und dann negativ genommen werden, und 
gibt einen Wert von d 7 auBer wenn 2JP V = 0 ist. JSTimmt man drei 
versehiedene Ebenen a 7 so ist dadurch d bestimmt. 

(>. Wen n wir die Angriffspunkte in zwei Gruppen zerlegen, die 
wir durcli die Iodizes u 7 v unterscheiden wollen, wahrend n die Ge- 
samtheit der Indizes durchlliuft, so wird 

+2p v P v 
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Verschieben wir jetzt die eine Onipp« r mn >lm Stih-k h v.m der 
Ebene a, so wird sieh der Schwerpunkt ties System# a« c k 

ygrschieben uni eine Strecke ft, , die «ieh uu« 

(d + f H )2K 0>„ K +3/', i * * i\ 

berechnen laflt. Da ft in der gamen Orupjw i* k>»n#Uuit i#t, wird 

3(p r +Mi > ,-3i». /\ + On, 

und aus den drei Gleichungtin folgt 


Es seien z. B, P die Krifta der Erdmftztelniftg iittf mn System von 
Punkten und a erne Horaontalebene, »rt «JnB die p dm AhwUtada der 
Punkte Ton der Horixontidebem* bedenteti I hum «*i*gf dm latxte 

Gleichung: 

Hebe n wir einea Tail tnnen mil ** r d«»m KinflitB tier 
Erdschwere stefaenden Puaktay ttni die Sirerka h p 
so liebt sieh der Srh werpunkt mu die Hirarkn 



worm P v die auf die Punkte dw g«*h<»befieit Teilew, l\ die mif idle 

Punkte wirkenden Kritfte bedeute! 


§ 10. Dan Parailelogramm der Kriifle. 

1. Wen n auf eiuen Punkt ein«- Kraft H w»rki, iuum man 
dieser das Gleiebgewirht Imlten, indent man m w «mttfeg.-ngrM*tzt ge- 
richtete Kraft, also — II, in deni Punkte fuigrmhm lab? . I>hm mt ein 
Gesetz, das koines Bewtdses hedurf W irk* n auf enu-u Punkt zwei 
verschieden gen ch tele Kritfte, l* und (f, **« » kuna /uudehst 1 1 1«*ii*li - 
gewicht dadureh hergestellt werdeit, daB man / ti j»*d» r dm •♦ntgegen- 
gesetzte Kraft, — V und (/, imbrmgt Kn ml nU>r deuk! mr, duB 
sehon eine einzige Kraft, w««n« hie nadt itn-litinig und tin. Be rnditig 
gewahlt wird, ausreieht das Oieirhgew jelit m erhulteu Sieherlb’h 
ist das richtig ftir einen spezielleii Fall. I hum d< uken wir urn an 
einem Punkte drei gleiehgroBe Kriifte *v minet nni h m »*i!i*«r 1 diene 
angreifen, also jede in ilirer Riehtung mu li ? n‘‘ gi*gen die zwei 
anderen geneigt, so mui$ notwimdig der Punkt im Uiejehgewidit m*in. 
Verklemern wir aber den Winkel zwisrhen zweint der Kriift«\ w> 
wird das Gleichgewicbt gestbrt: muglicberweise kann e* aber dudureh 
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wieder hergestellt werden, daB wir die GroBe und Richtung der 
dritten Kraft andern. Die Moglichkeit des Gleichgewichts dreier ver- 
schieden gericliteter und yerschieden starker Krafte ist also denkbar, 
aber nicht bewiesen. 

2. Wir wollen nun unter Voraussetzung der Moglichkeit unter- 
suchen, ob wir die GroBe und Richtung der dritten Kraft bei ge- 
gebener GroBe und Richtung der beiden anderen aus den bis jetzt 
gewonnenen Gesetzen bestimmen konnen. Die beiden gegebenen 
Krafte seien P und Q ? die gesucbte dritte wollen wir mit — P be- 
zeichnen. Dieser Kraft — R kann durch eine Kraft -+■ P das Gleich- 
gewicbt gebalten werden. Die beiden Krafte P und Q sind demnacb 
in ibrer Wirkung zu ersetzen durcb die Kraft + R. 

3. Da die Krafte P und Q in einem Punkte angreifen, kann 
man durch ihre Richtungen eine Ebene E legen (Pig. 59). Es 
herrscht dann Gleichgewicht zwischen den drei Kraften P, Q 7 — R, 
wenn der Punkt A in Ruhe bleibt, gleichgultig, in welcher Weise 
er beweglich gedacht wird. Nehmen wir 
z. B. an, er sei mitsamt der starr gedachten 
Ebene drehbar urn einen Punkt it dieser 
Ebene, der zwischen den Kraftrichtungen von 
P und Q so gelegen ist, daB die Lote auf 
diese Richtungen, p und q , in dem Verhaltnis 
stehen 

P : 1 = Q '■ P, 

darm haben wir in Arc einen einarmigen 
Hebei, der nach dem 3 ton Hebelgesetz allein 
durch die Krafte P und Q im Gleichgewicht 
ist. Die Kraft — R muB denmach so 69 . 

gerichtet sein, daB sie, fur sieh allein ge- 
dacht, ebenfalls den Hebei A% nicht drehen kann. Das ist nur 
nioglich, wenn sie in ihrer Richtung mit der Richtung Ait zu- 

sammenfallt; denn dann wird das Lot von n auf ihre Richtung, 
und damit ihr statisches Moment gleich 0. Insbesondere fallt also die 
Kraftrichtung von — R, und damit von R in die Ebene E hinein 
und wir brauchen uns in Zukunft nur mit Bewegungen innerhalb 
dieser Ebene zu befassen. 

Die Lote p und q sind proportional mit sin cp und sm ip (Fig. 59). 
Demnach teilt die Kraftrichtung von — R den Winkel zwischen P 
und Q so, daB 

(1) sin <p : sin ^ = Q : P 

ist. 



68 


I. Meehan ik. 


I 10. 

4. Denken wir uns jetzt ala Drehpunkt einen beliebigen atuiareu 
Punkt a, so ist dann Gleiehgewieht zwisclum tit*n K riil’ten P, y, . R 
Torhanden, vena die Sum me der statiaehen Momenta im/.iiglii h di eiJe8 

Punktes verscbwindet (4*“ Hebelgawstz), also ut nn 

Pp + Qq f ( P)r ™ 0, 

oder wenn 

(2) Pp + Qq - Ur 

ist. Es gibt uns diese Gleichung also gloteh da- Nlatiwhe Moment 
der Kraft + B, d. h. der Kraft, durch die /' und Q enudzhar Hind 
und die wir die „resnltierende Kraft" oder kune die ..Residtierende" 

nennen. 

Die Gleichung (2) nmB erfflllt twin fiir jede beliebige Rage den 
Punktes % in der Ebene. Eine aoiche Relation hoftteht alter fOr 




/ 

/ 


/ 



\ 


n 

1 rf • i 


» » * «* 11*1 


zwei benachbarte Seiten und die ibren Wu.kt 
eines ParallelogramniH (Fig. 60). 

rf. Dle liicbtigkeit di.^H gcouifttriHchen nu/.-s .no.-hi mu n »m 

bigur 61 Die Gleichung .2, sugt nirbN undere, „U dull ,|„ 

bumme der doppelten Dn-iw-kuinliulte von . und A l.t '< 

glexcb ist dem doppelten Inlialt A.I.t'D. AN,, a,„h; 

Adn I! j A.lnr t' / ( ,'// 


und daB dies ricbtig ist, erkennt man 
Hoben auf Ax' fallt. Die drei Dreiecke 


wt'im man u*n //, (\ 
Iniin-n dftiin nil#* list* 


It dm 
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Grundlinie und die von D gefallte Hoke ist gleick der Summe 
der yon G und der yon B gefallten. 

Denken wir uns die Krafte P, Q yom Punkte A aus in den 
Ricktungen, die sie in Wirklichkeit besitzen, als Langen aufgetragen, 
indem wir etwa die Gewicktseinheit durek die Langeneinheit dar- 
stellen, und vervollstandigen wir die Figur zum Parallelogramm, so 
gibt uns die Lange der Diagonalen die Grofie und ihre Richtung die 
Ricktung einer Kraft, die der Bedingung (2) geniigt, die also die 
Krafte P und Q ersetzt. Die entgegengesetzte Kraft halt den 
Kraften P und Q das Gleickgewickt. 

Es folgt fiir die Ricktung dieser Kraft: 

li h 

smcp^y- sin 

sin cp : sin ip = Q : P, 

was wir sckon in Gleickung (1) erkannt katten. 

Wir konnen das Resultat dieser Betracktung in Worten zusammen- 
fassen in dem ; ,Gesetz vom Parallelogramm der Krafte": 

Wirken auf einen Punkt zwei beliebig gericktete 
Krafte, so sind diese aquiyalent mit einer einzigen 
Kraft, die nacli Ricktung und GroBe mit der Diagonalen 
des Parallelogramms ubereinstimmt, das man aus den 
in ikren Ricktungen als Langen aufgetragenen Kraften 
konstruieren kann. 

5. Umgekekrt laBt sick sofort erkennen, daB man eine Kraft 
ersetzen kann durck zwci. andere, die man dadurck erhalt, daB man 
ein Parallelogramm konstruiert, in dem die gegebene Kraft Diagonale 
ist. Dies kann auf unendlich yielfache Weise gescheken. Es ergeben 
sich Tier GroBen, die beiden Krafte und ikre Ricktungen. Zwei 
davon konnen wir nock willkiirlick vorsckreiben, die beiden andern 
ergeben sick dann eindeutig. Man nennt diese beiden Krafte, die 
die vorgelegte Kraft ersetzen, ikre „Komponenten^. 

Eine der Koraponenten oder beide konnen wir wieder in Kompo- 
nenten zerlegen, und wir konnen damit fortfabren und so eine vorgelegte 
Kraft (lurch beliebig viele andere Krafte, Komponenten, ersetzen. 

6. Umgekekrt konnen wir beliebig viele, n, Krafte, die an 
einem Punkte angreifen, dureh eine einzige ersetzen, indem wir erst 
zwtd nach dem Gesetz vom Parallelogramm der Krafte zu einer zu- 
sainmensetzen. Es bleiben dann noch n — 1 Krafte ubrig. Von 
diesen setzen wir wieder zwei zusammen, und fahren so fort, bis 
eine einzige ubrig bleibt, die „Resultierende“ der ursprtinglichen 
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Kraffce. Diese Zusammensetzung ist, m (hgmnntz zn der Xeriegun^ 
eindeutig. Si e ist vor all era auch von der KeihtmiVilge 4 m Vorgehens 
unabhangig; denn kame man bei verachiedetian UeihrtifolgMi uuf ver- 

schiedene Besultierende R t unci l\ t , so mii&te tone Kraft R t der 
Kraft R t das Gleichgewicht halten konaen, und dm hi intr mbgtich, 

wenn nach GroBe und Riehttmg gbieh II ml 

7 . Die geometrische Konstruktion dor Kesultiereuden Inlit mch 
durch Weglassen aller tiberflitaigen Zeiehnungen md ir vereinfaehen. 
Die auf den Punkt A wirkenden Kriifte l\ f P if . . . moan durch die 
mit gleicken Buchstaben versehenan Liingen der Figur *12 durgoitidlt 

Wir gehen von tuner von diemm 
mis iP | i tin*! trugon mm zwmie 
( / 3 1 narh firdlb mid ftichtung 
in ihrmu Kndptmkte an < HP). 
Es ist (limit A ( ' die Piiigoimle <]#* 
entspiwdiendon PumllngriMiutiaH, 
und sont it die |{emitii*»retule von 
P j und P lv An ( ’ tragi us wir 
ebeiiHo tune drill*’ dor Pangea 
i !\) an, datiu id IP do* Hemd- 
tierendo von K und /*,, also 
von P x% / 3, l\ Su tabnm wir 
fort und kmuuom rndilmBlieli %u 
einem lot/, ten Punkt** i /■" m der 
Figure wenn nib* Liingeu l* ver 
wandi Hind. I> id danu f / /{ 

die Besultierende samtlioher Kriifte P. Wmii wir mu* Kraft It 
an anbringen, so halt diese den Kraft.m P x% dan RboeK 

gewicht. Die Lange Ji kann tinier I insfand*oi glmeh ** wrrdeu. Si** 
wird es z. B. ; wenn wir noeh vine in : 1 Kraft /*., # , U in .1 
anbringen (n + 1 ist in Figur l>2 ghbcdt d , Daun mt d.-r Funk! A 
von selbst im Gleichgewicht, unci en ergibl nieh *.«» d*u* Sal/,: 

Ein 1 unkt ist dan n ini Gleirhg** w n*li t . u «• u u die a in 
Langen nach GroBe und Kii’htung a n ** i it a n d ** r a n g e 
tragenen Kriifte sick /mm Polygon Hehli«*Ben. 

Es ist hierhei niclit notig, dali die Kraftrnditungim alb* in emo 
Ebene fallen. Das allgemeine G mAz iiiBf *i»-h dureii Srhlull vmi n 
auf n - 1- 1 leicht erkenuen. 

8. Sind a 17 a 2J u S7 ... die Winkel, dii* dii* ♦on/idnen Kraft- 
richtungen P mit der Resultieremlen c*i 
Figur 62 
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j B = P 1 cos cc t + P 2 cos a 2 + P 3 cos a 3 + • * * , 

I und hierdurch ist die Eindeutigkeit der Konstruktion der Lange 

bewiesen, wenn die der Richtung feststekt. Es ist diese Zusammen- 
setzung, wie man siekt, nickts anderes, als die in § 1 entwickelte 
I „ V ektoraddition“. 

I 

I, 

§ 11. Anwendung. Gleichgewicht auf der schiefen Ebene. 

1. Wenn ein Korper gezwungen ist, sick in einer gegebenen 
starren Flacke zu bewegen, so kann nur eine solcke Kraftkomponente 

I eine Wirkung ausiiben, die parallel zu dieser Flacke am Orte des 

Korpers, also tangential gerichtet ist. Es brauckt auch nur diese 
durck eine Gegenkraf't kompensiert zu werden, um Gleichgewicht 
kerzustellen. 

| Ein Korper vom Gewicht G sei befestigt an einem Faden, der 

uber das obere Ende einer schiefgestellten glatten Ebene mittels einer 
Rolle gefiihrt ist (Fig. 63). Der Korper liege auf der Ebene auf, 
der Faden sei auf der Strecke 
zwiscken Korper und Rolle 
parallel der Ebene und an 
seinem anderen Ende befinde 
sich ein Gewicht g. Wie groB 
^ muB dieses sein, damit der 

Korper in Ruhe bleibt? Die 
Kraft G konnen wir uns zer- 
legt denken nack dem Parallelo- 
grammgesetz in eine Kompo- 
nente G 17 die vollkommen wirken kann, also parallel der sckiefen 
Ebene gericktet ist, und eine, die vollkommen unwirksam, also 
senkreckt zu ikr gericktet ist. Das Gewicht g brauckt also nur der 
Komponente G t das Gleichgewicht zu kalten. Aus der Zeichnung 
ersiekt man, daB G t = G sin a ist, wo a den Keigungswinkel der 
Ebene gegen die Horizontalebene bedeutet. Die Gleichgewichts- 
bedingung sagt also aus, daB 

g = G sin a 

sein muB. 

2. Wir konnen dieses Gesetz auch aus dem Hebelgesetz ab- 
leiten 1 ), indem wir uns den Faden mit der Rolle durck einen 
Hebei ersetzt denken, was allerdings nur im Falle des Gleichgewichts 
moglick ist. Dieser Hebei muB so besckaffen sein, daB eine sehr 
kleine Drehung desselben eine Verschiebung von G und g in der 
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Weise hervorbriagt, wie es bei der Fa<l«uan<>rdmuitf tl.*r Full ware. 
Es muB also zunachst der eine Hebelam **nkm-ht mi' der whiefen 

Ebene stelien, der ttttdere mufi 
horizontal geriehfcet mnn (Winkel- 
hebel), Bei dinner Anurdnung er- 
tolgen mdir kletite Vrmcdiiid.nl ngea 
in glaieher Ricd.it uitg, wie bid tier 
sehiefen Kbene Fig. tu\. Auifcrdem 
mCJisen dir kloiiirn Vrrmdtif*biuigea 
J von (r mid *j rmiimier glide!* mm, 
l wail bid dam Fudensystem uuck 
mil tdnar Vemditebiiiig von tj id nr 
gkdeltgroBf* von U vorknftpft iai 
Das wird erreicht, wenn man den Hebei gkdehitnmg nnudit ( Fig. M). 
Das dritte Hebelgesetz liefort dann die Bediisgtmg: 

Gh i »» ffh 9 , 

oder, da h t =* h 2 sin cc, 

(i sin a ■** tj , 

wenn Gleichgewicht herrsclien soil. 



§ 12. Das KrfffopMr. 1 ) 

1. In § 8 haben wir gesehen, wie man zun parallele K rhfte 
ersetzen kann durch eine im Kraftemittelpunkt angreitende Kraft, die 
gleicli der Summe oder Different der Krafte ist % je narlnkiu bride 
Krafte gleich oder entgegengesetzt geriehtet sind Nnmen wtr eine 
bestimmte Richtung die positive, die entgegengenet/te die neg.it ive ? 
so ist die ersetzende Kraft stets gleich der jMisitiven algehiaiNidien 
Summe der beiden Einzelkrafte Am Srhluil drs Paragrufdiru batten 
wir bereits erwiihnt, dafi diesels Reset/, vemagt , wenn die beiden 
Krafte gleich und entgegengesetzt sind, also bei run* in m» »gena nutm 
Kraftepaar. 

Einem Kraftepaar kann durch eine einzige Kraft nndit mehr dan 
Gleichgewicht gehalten wenlen; wohl aber is! dm dnreh im-hrere 
Krafte moglich, da man, wie aus dein vorigen Paragnijdsen * »r 
geht, jeder der beiden Kriifte des Paaren anf mannigtar he \\ esse das 
Gleichgewicht halten kann. 

Wir wollen in Zukunft speziell unter einem Kriiftepaar »dn 


1) Poinsot, Elements de Statique. 


§ 12 . 


2. Analytische Statik. 


73 


solches yerstehen, bei dem die Krafte senk- 
recbt auf der Verbindungslinie ihrer Angriffs- 
punkte stehen. Der allgemeinere Fall laBt 
sich dann durch einfache Verschiebung der 
Angriffspunkte A, B in Richtung der Krafte 
auf diesen Fall zuriickfiihren (Fig. 65). 

Die Angriffspunkte denken wir uns in 
einem beliebigen raumlichen Gebilde liegen, 
mit dem wir aucb nock beliebige andere 
Punkte starr yerbunden denken konnen. 
Wir bezeicknen die Krafte unter Rtick- 
sicktnakme auf ikre Ricktungen mit -f P, 
— P. Die starre Verbindungslinie h ikrer 
Angriffspunkte nennen wir den „Hebel“ des 
Kraftepaares. Das ganze Kraftepaar be- 
zeicknen wir mit (+ P, — P, /&)• (Vgl. § 3, 6.) 





* 


Pig. 65. 


2. Wir wollen uns unsere Aufgabe so stellen: Ein Kraftepaar 
befindet sick infolge irgend welcker, uns nickt naker bekannter Krafte, 
deren Gesamtheit wir mit K bezeicknen wollen, im Gleichgewickt 
Durck welcke Art anderer Kraftepaare ist es ersetzbar, okne daB das 
Gleichgewickt gestort wird? 

Durck die Verschiebung der Angriffspunkte in den Ricktungen 
der Krafte ergibt sick sofort, daB man das Paar durck ein gleickes 
ersetzen kann, dessen Hebei parallel dem urspriinglichen ist, und gegen 
diesen senkrecht zu seiner Ricktung yersckoben ersckeint. Oder mit 
anderen Worten: 


Ein Kraftepaar kann parallel einer seiner Krafte 
yersckoben werden. 


Wir werden im folgenden von dem in § 7, 7. bereits ausge- 
sprockenen Satze III. Gebrauck macken: Zu einem System, das im 
Gleichgewickt ist, kann man ein beliebiges an sick selbst im Gleick- 
gewicht befindliches Kraftes^ystem hinzufiigen oder davon weglassen. 
Aus dieseni leiten wir den Satz ab: 


3. Ein Kraftepaar kann in seiner Hebelricktung 
versehoben werden. 

Zuni Beweise denken wir uns in der Verlangerung des Rebels 
unseres Kraftepaares (+ P, — ■ P, It) ein zweites gleickes angebracht 
(~f P', — I } ' y It), so daB also P' = P ist. Um das Gleickgewickt 
nicht zu storen, miissen wir dieses kompensieren, was auf yersckie- 
dene Weise moglich ist. Die zwischen den beiden Hebeln h, h ge- 
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legene Strecke BA' -l (Pig. 6(5) machen wir zum Hebei einee neuen 
Kraftepaares (- Q, + Q, 0 und bestimmen Q m, d.»B Q und - F 

fQ 


A i 


A' 

U>' 


■/»' 

/r 




Fig. rtfl, 


durch die in J.' angreifende Kraft + jP' f V * m Gldehgewitdit ge- 
halten wird. Das ist nach den Gesetzen dm $ K ilium der Fall, 

wenn 

$ : r - h : l 

ist. Damit ist nach § H ? 4. unser gauzes System im Gltdrhgewiehi 
Es sind aber andererseits auch die in AHA ' ungreifemlen Kriifte f l\ 
— P — Q, -h Q fur sich im Gleichgewieht (imrh § H t 4.i, ho didi wir 
sie also weglassen konnen. Die iibrighleihenden K riift « y steme, also 
das unbekannte K und das Kraftepanr i j P\ P\ h i sind nomife 
ebenfalls im Gleichgewieht, womit Satz ;\ hew i*wn mi. 

4. Die Kombination von 2. und liefer* tin* dsum dan Uesetz; 

Man kann ein Kraftepaur beliebig in seiner K bene, 
d. h. der Ebene, in der der Hebei und die bidden Kriifte 
liegen, verschieben, wenn der Hebei si eh dnbei parallel 
bleibt. 

5, Diese letzte Einschriinkung zu maeben ist nieht imtig Wir 
denken uns ein Kraftepaar 4~ P y P „ ft i Fig K7 , dan dent tirspriing 
lichen gleich ist, dessen Hebei alter urn den Mitteljmnkt P dm ur- 

Hprilnglirben gedreht ernrheint , und 
bringen, urn dieses nu Hleirbgewirht 
zu halten, an semen A ngrillnpunkfen 
die entgfcgengesetzten Kriifte P" 3 

4 P" an. Kh sell also P P’ P*' 
Hein. Daim haben wir dumit ein im 
Gleiehgewieht befuidltehes System bin- 
zugeiugt. Wenn wir jetzt die An-, 
griffspunkte der Kriifte i P, P’ 
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in ihren Richtungen bis zum Schnittpunkt E ihrer Richtungen ver- 
schieben, so konnen wir sie nach dem Gesetz des Parallelogramms 
zu einer Kraft + Q zusammensetzen, und diese hat die Richtung der 
Winkelhalbierenden der beiden Kraftricht ungen, da die Krafte und 
damit die Seiten des Parallelogramms einander gleich sind. 

Es ist diese Richtung die yon BE. Eiihren wir dasselbe fur 
die Krafte — P, + P" aus, so setzen diese sich zu einer gleichgroBen 
aber entgegengesetzt gerichteten Kraft — Q zusammen, die also der 
Kraft + Q das Gleichgewicht halt, da sie mit dieser in einer Geraden 
liegt. Somit ist das Kraftesystem + P, — P", — P, + P" im Gleich- 
gewicht und kann weggelassen werden. Dann bleibt das Kraftepaar 
(+ P', — P', h) iibrig, das mit K im Gleichgewicht sein muB. Die 
Kombination mit 2. und 3. liefert uns den Satz: 

Man kann ein Kraftepaar in seiner Ebene beliebig 
verschieben und drehen. 


6. In einer zu der Ebene des Kraftepaares (+ P, — P, h) parallelen 
Ebene denken wir uns ein gleiches Kraftepaar (+ P', — P', h) an- 
gebracht, dessen Hebei dem ersten parallel ist, und dieses kompen- 
sieren wir durch das entgegengesetzte — P" } + P” ? h wie bei den 
friiheren Beweisen (Fig. 68). 

Verbinden wir die Angriffspunkte der beiden Paare kreuzweise 
miteinander, so schneiden sich diese Verbindungslinien in ihrem 


Mittelpunkt B. Die Krafte -f P 
und + P" werden nach § 8, 4. 
kompensiert durch eine in B an- 
greifende Kraft — Q = — (P+P"), 
die Krafte — P, — P" durch 
eine entgegengesetzte im gleichen 
Punkte +Q=* + (P + P"). Die 
Krafte + Q und — Q sind dem- 
nach fur sich im Gleichgewicht 
und konnen beliebig hinzugefiigt 
werden. Es ist also damit das 
aus den Kraften -j- P, — Q, 

+ P"; - P, + Q, 7 P" be- 

stehende System im Gleichgewicht 
und es bleibt somit das Krafte- 
paar (4- P', — P', h) iibrig. Dem- 
naoh folgt: 



Ein Kraftepaar kann in eine zu seiner Ebene pa- 
rallele Ebene verschoben werden. 
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7. Wie wir beim Beweis dea Sates •> hereto geaehcn h&ben, 

ist das ans den Kraften + P, - Q\ + ¥ ^Mmuh System 
im Gleichgewicht, wenn (Big. 66 ? 69) 

h : l - Q ' : P 


Ue 


ist. Die Krafte — Q', + Q' werden also kompeiwiarfc dureh die 
Krafte + P, - P. Andererseits warden Bit* aber nneh (lurch die 

Krafte + Q, — Q (Q — Q') kompensiart, die mit / nls Hebei ein 

Kriiftepnar bilden. Dam 
nach ist (Iiih Kruftepuar 

<-}- P, - P, /i) emetzhar 

dureh dun andere { + 

/l» wait 11 

*P| H r H h :!{>:!> 

oder wemt 

P • A , ( t > • / 



-p 


h 

l 



: Q 

*•# 

i 


Mg. 09. 



<2 

■fl' 


ist. Nennen wir dieses Produkt aus tier posit i ven K ruff mid dam 
Hebei das „Moment“ des Krilftepaares M , so kbnnen wir, wenn wir 
die Satze 2 bis 6 dazti n eh men, diasan Sutsi in die Worta klaidan: 

Ein Kraftepaar lit B t sieh arsatzau dureh ein nnderas 
von gleichem Moment, das gegaii das urspr duglieha be- 
liebig in seiner Ebene gedreht, und in tier eigeneii oder 
einer parallclen Ebene verse ho ban arse be nit 

8. Eine Streak e Alt-- It sei dar ! label i\\ ein* varsahiedauan 
Kraftepaare, (+P, — P, It) und ( \ Q, (J, In , derail K1 m-ii#*u ainan 
gewissen Winkel a niiteinamler ainsahliaBni ting 7< h 

Ks seieil dm Momenta dit*sar 
Pan re 

Ph J/ 5 , V * dA. 

Die K rii ft o » (y, P kuijiim air 
/.u eilier liesultiareiniel! i U naah 
dam Uesetz mm Harulhdograium 
dor Kriit’ta /.usamiimmat /an, abauso 
P, (J zu tuner Ut*Miit larandeu 
— //. Danins tblgi , dull wir tl i** 
baiden K riiftapaara n konnen 

ilureh tins K riiflepaar j /t\ /*,//). 

Eh ist narli dam Kosinussutza 

Mid. ii, s. 


.// 



i? — ]/ P 2 + ^ 4“ - P V aos « . 


Mg. 70. 
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Demnack ist das Moment des Kraftepaares (+ R, — P, h) 

M r = P • h = h ]/ jP 2 + Q 2 + 2 P Q cos a , 

oder ; wenn wir h nnter das Wurzelzeichen nekmen und fur P • h und 
Q • h die Momente M t und einfiikren: 

M r = YM^T~W cos cc . 

Es setzen sich also die Momente des Kraftepaares ebenso zu- 
sammen wie die Krafte nack dem Satze vom Parallelogramm der 
Krafte. 

Nehmen wir wieder die friikeren Satze kinzu 7 so gelangen wir 
zu dem Fall zweier beliebig im Raume und voneinander ganz unab- 
kangig gelegener Kraftepaare, und fur diese gilt der Satz: 

Zwei beliebig gericktete Kraftepaare lassen sick 

nack dem Gresetz vom Parallelogramm der Krafte zu- 

sammensetzen ? indem man ikre Momente normal zu der 

Scknittlinie ikrer Ebenen in diesen Ebenen auftragt. 

Die Diagonale gibt die GrroBe des resultierenden Momentes. Ihre 
Ricktung bestimmt mit der Scknittlinie die Ebene des resultierenden 
Kraftepaares. 

Wir kaben zunachst die Ricktung allerdings aus dem Parallelo- 
gram m der Krafte P und Q ermittelt. DaB wir aber statt dessen 
auck die Ricktung der Diagonalen des Momenteparallelogramms 
nekmen diirfen, folgt daraus, daB sick die Winkel nickt andern 7 
wenn wir jede Seite auf das A-fache vergroBern. 

9. Die Zusammensetzung yon Kraftepaaren konnen wir wesent- 
lick ansckaulicker gestalten 7 wenn wir uns die Momente der Krafte- 
paare geometrisck in anderer Weise durck Langen dargestellt denken, 
als in 8. gesckeken ist. Wir treffen die folgenden Festsetzungen: 

Die Ebene ; in der das Kraftepaar wirkt 7 sei die Ebene des Ziffer- 
blattes einer Ukr. Die Drekung erfolge in entgegengesetztem Sinne 
zum Uhrzeiger. Wir nennen dann die zum Besckauer der Ukr kin 
gerichtete Normale die positive Drehackse. Umgekekrt nennen wir 
die entgegengesetzt der Ukrzeiger drekung erfolgende Drekung eine 
,Rechtsdreliung“ l)eziiglick der eben definierten Normalenricktung als 
Drekaclise. in diesem Sinne fiihrt z. B. eine gewohnlicke Holz- 
sckraube, die wir in ein Brett einboliren, eine Recktsdrekung aus ; 
wenn wir die Fortsckreitungsricktung der Sckraube 7 also die Rick- 
tung des Eindringens in das Brett 7 als positive Drekaclise definieren. 
Auck dieses Beispiel konnten wir als Definition der Recktsdrekung 
einfiikren. 
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Femer: Wenn wir die reclite Hand nach voru« ausstoBen und sia 
dabei ungezwungen. dreben — jeder, der dies ausfiihri, wird erkonnen, 
daB sich bei dieser ?; ungezwung mm Drehung** der HimdrOcken von ohm 
nach rechts seitwarts bewegt — , so ftthrt die Hand eine Kechtad rehung 
bezuglich der Fortschreitungsrichtung als positive Drtdmelise mm. 

Auf diese Weise definieren wir die ^positive Drehaehse^ und 
auf dieser tragen wir das Drehmoraent dm Krliftepimres in einer be- 
liebig gewahlten Langeneinheifc als Lange auf. Die Drahiiehs© ist 
nicht eine festliegende Gerade, sondera nur aim* fesiliogende Kiehtung. 
Trotzdem ist das Kraftepaar eindeutig dadurch hestimmt, da nach 
den friiheren Satzen ein Kraftepaar beliebig verschoben warden k&m f 
wenn es nur in einer parallel©*! Ebene bleibt. Wir kdnnen somit 
auch die das Kraftepaar darsteilende Lange beliebig versehobcm 
denken, wenn wir nur die parallel©, sowie tile positive Kiehtung 
gewahrt lassen. 

Denken wir uns nun zwei beliebige Kraftepaar© in der nnge- 
gebenen Weise geometrisch dargestellt, so brauehen wir nur die si© 
darstellenden Langen parallel mit sich zu vensehieben, bin ihre 
Anfangspunkte zusammenfallen. Wir seizeu m* dam* naeh dem 
Gesetz vom Parallelogramm der Knift© zu einer Kt*«ulii©renden m 
sammen. Diese gibt dann durch ihre Lange das Drehmoment des 
resultierenden Kraftepaares und durch ihre Kiehtung den Drehnngs- 
sinn desselben. 

§ 13. Beliebige Krifte an einem starren Kbrper. D 

L Die Ue«rt/.e tier vorigen 
Paragraphen gehen uns dariiher 
AufsehiuB, wie sirli ht*Iiehige 
K riifte, <lie an helichigen Punkten 
eint*s starren Khrpers wirken , zu~ 
samiucnsetzen. Kh seien l\ Q, 
... (Fig. Tli tin* Punkte tics 
starren Kbrpers, in denen die 
Kriifte />, //, .s', . . . nngreifm. 

Eh laHbvn sieh diese Knifte 
zu einer einzigen KeHultienmden 
nach dem Parallelogram in der 
Kriifte nur dann zuHammensetzen, 
■wenn man bei jedem Sehritt ties 
Vorgehens i miner zwei Kriifte 
linden kann, Hit* in einer Ebene 
1) Mobius, Werke Bd. HI, 1. Tail, 6. Kap. 
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liegen. Denn nur dann schneiden die Richtungen dieser beiden 
sicb in einem Punkte, den man durch Yerscbieben in der Kraffc- 
ricbtnng zum gemeinscbaftlicben Angriffspnnkte machen kann. Das’ 
Parallelogrammgesetz ist aber nur fur Krafte anwendbar, die in den- 
selben Punkten angreifen. 

2. Denken wir uns nun einmal in einem beliebigen Punkte B 

des starren Korpers Krafte — p 7 — q, — s, ... angebracht, die den. 
Kraften p, q, s, ... parallel und entgegengesetzt gleich sind, so 
konnen wir diese, da sie in einem Punkte angreifen , nacb dem 
Parallelogrammgesetz kompensieren durch eine Kraft r, die ihrer 
Resultierenden gleicb und entgegengesetzt ist. Durcb das Krafte- 
system — p, — q, — s, . . ., r baben wir damit nur ein an sicb im 
Grleichgewicht befindliches System binzugefiigt. Es wirken jetzt auf 
den Korper eine Kraft r und n Kraftepaare [— p, +p } (BP)];. 
[—2, +Q., [— s, +S, (-BS)]; •••. (JRP), (RQ) usw. be- 

deuten bier die kiirzesten Abstande zwiscben den Kraftrichtungen. 
Diese Kraftepaare konnen wir nacb § 12, 8. zu einem einzigen Krafte- 
paar (+ K , — K , h) kombinieren, indem wir erst zwei yon ibnen zu 
einem neuen zusammensetzen, dann yon den iibrigbleibenden n — 1 
wieder zwei und so fort. Da der Punkt B nocb willkiirlicb ist und. 
yon seiner Lage die Kraftepaare abhangen, so folgt: 

Beliebige an einem starren Korper angreifende* 
Krafte lassen sich durch eine einzige Kraft und durcb 
ein einziges Kraftepaar ersetzen, aber nicbt in ein- 
deutiger Weise. 

3. Die Kraft r wird im allgemeinen nicbt parallel der Ebene 
des Kraftepaares (+ AT, — K, h) gericbtet sein. Letzteres konnen wir 
nun nach § 12, 7. so weit yerschieben, bis der Angriffspunkt einer 
seiner Krafte, z. B. der yon + K , mit dem Angriffspunkt yon r zu- 
sammenfallt. Wir konnen jetzt r und K nacb dem Parallelogramm- 
gesetz zu einer neuen Resultierenden r zusammensetzen, die mit K 
nicbt parallel ist und sich mit ibr auch nicbt scbneidet. Daraus 
folgt also : 


Beliebige an einem starren Korper angreifende 
Krafte lassen sich durcb zwei sich kreuzende (wind- 
schiefe) Krafte ersetzen. 

4. In speziellen Fallen werden r und K parallel sein. Dann 
wird r = r + K und parallel mit — K. Es greifen dann an 
einem Hebei h zwei parallele yerscbieden groBe Krafte an und. 
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diese lassen sich nach § 8 doreh oiw» <*mzige Kraft eraetzen. 
In diesem Falle sind also die Kral’te p, < t . s, , . . dtiroh aim* einzigg 

ersetzbar. 

5. Es kaim femer vorkominen, daB die Kriifti* p t ... g 
an sich im Gleiehgewieht sind, daB also r »> i«t. ihtim *ind die 

Kraffce p, q, s, . . . dureh ein einziges ( • K, — K, h) 

ersetzbar. 


Dritter Abschnitt. 


Dynamik. 


§ 14. Zeit und Raum. 

1. Die Geometrie bedurfte als Ausgangsmaterial den Begriff des 
Raumes, den wir in die Statik und Dynamik unverandert fibernekmen 
konnen; wir kaben kockstens nock die zeitlicke Unveranderlickkeit 
des Raumes zu postulieren. 

2. Sckon die Statik kat den Begriff der Zeit qualitativ anwenden 
mfissen, indem sie den Zustand des „Gleickgewickts“ auf ikn zurfick- 
ffikren muBte. Die Brkenntnis des Gleickgewicktes ist okne Zeitbegriff 
unmoglick, wenigstens wenn wir das Gleichgewickt, wie wir es getan 
haben, als selbstandigen Begriff definieren, nnd nickt etwa durck das 
erste Hebelgesetz. Wir konnten das erste Hebelgesetz oder ein 
anderes als Definition des Gleichgewichtes einfukren, wodurck das 
Gleickgewickt ein rein matkematiscker Begriff wfirde, okne sinnlicke 
Ansckaulichkeit. Diesen Weg kaben wir nickt gewaklt, weil wir in 
diesem Abscknitt fiber Pkysik nicktpkysikaliscke Begriffe tnnlickst 
vermeiden wollten. 

Die Dynamik brauckt auBer diesem qualitativ festgelegten Zeit- 
begriff, den wir als gegeben voraussetzen wollen, wie den Raum, 
eine quantitative Zerlegung, d. k. eine „MeBbarkeit“ der Zeit. MeBbar 
wird die Zeit dadurck, daB wir versckiedene Zeitabscknitte als 
„gleich“ bezeichnen, was auf unendlick vielfache Weise moglick ist. 
Wir setzen willkfirlich fest: Die Zeiten, die die Erde zu je- 
weils einmaligen Umlaufen um die Sonne gebrauckt, nekmen wir 
als gleick an. 

Diese Annakme kat sick dadurch bewakrt, daB sick gewisse ein- 
facke mechaniscke Vorrichtungen, z. B. ein Pendel, das man jeweils 
aus einem bestimmten Elevationswinkel kerabfallen laBt, und dessen 
Bewegungsdauer bis zum nachsten Umkekrpunkt man betracktet, 
Bowie andere sick zeitlick wiederkolende, „periodiscke“ Vorgange, 
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z. B. die Licit- und Schallachwingungen *\m*knm mit tier Bom 
abspielen, d. L wahrend jeder Soamnjpttnode, hIno withrend 
Jahres, immer ihrerseits die glaicli« An/ahl mm Zmlabachnitte 
oder Perioden ergeben. Das Wleiehn gilt inirh f Or deft nogarmQiite 

Sternentag, die Zeitdauer, die zwmelum %wm Dureltgiingen nnm un 
desselben Fixsternea durch unaeren Meridian wlihifl 

Diese periodischen Vorgange wflrtlHi aim* alb* dm tf I*leirlilieifa 
begriff" der Zeit identisch ergeben, ww m tier Htmtiainiintit.uf tui 
und das ist gerade das Wertvolle, duB der 01«nrbli*nt^ln;»grif alch 
ans einem einzigen Vorgange abgtdeitet i*t. W ir ©rwarton vt*a Jim 
dafi er uns in der Physik zu ©tnfaehen Vumdnm filhrt Dm Cbei 
einstimmung, die in den vemduedim©?! augefUlirten Vorgitiigon 
lehrt uns, daB ftir diese jedenfall* Kinfarhheit m ©rwarfott int, 
wir scblieBen bier von Violent nnf All***. 


8. Bei erster, roher Ummmg koimte mm m i|«m Iteitdltr 
kommen, daB an eh der Sonnnntng denwlbra 01©!rhh©it«ht»griif dei 
Zeit liefert, und in der Tat ist er hinge '/mi bmdtireli daxu ver 
wendet worden. Die verfeinert*n Meimungen hdirten, dtili er sicl 
dock den (ibrigen genannten Yorgitngen iwhi anmdiloB 

Neuerdings lehrt nun die Astrmnume, dull dm ritiitaifV/Jui del 
Erde urn die Sonne sowohl pentidimdieji uU sitkuUren Amierusigen 
unterworfen ist. Das Oleiehe gilt v*»n d»*r I indrehung der Krde. tutcl 
auch beim PendeD) wenleii zeifbehe \ ud**! un^i’ii Yenuutet. 

Derartige Behauptungen kunnen nur <lei« Sinn Imbem; die ge* 
nannten Yorgange fitfiren ©hen dmh mi-ht htr-ug /,um nrlben (21«*jrh- 
beitsbegriff der Zeitubsehiiitte, 1 he A b w t ehung* n nui«i iillerdiiigs so 
klein, daB sic fur weituus die meintyu phi sik :djH»’h**u I ns fr ^uebungen 
nicbt im entferntesten in Iktntcii! zu /oh* u "Miid I i i ** r Mind ivir 
also immer noth in der ghiekhelien 1 , each » - j j s * » r j uileren An™ 

zabl verschiedenartiger Vurgiing.* iin*©ren iilm-hhninum^dl d©li,ii©r©n 
zu konnen. 


Aber was sollen wir iinfangm, wnm 
zu solcher Feinbeit herangebildet , m< l, 
bemerkbar machen V 


** umal uuMi-rt* Mi iliiiethuden 

lali Hi** h «ii«* Al»wejehuj|gf*n 


Gerade die Gesetze, dm wir unt.r Xm'nmd.-K-uug unm-r.-H Z< 
begrmes gewonnen ha!>,-n. mud dm wihu.p.n. dati /„ B t 
btementag aieh infolge von Kid,.- ,md M,n u.nu,d.n. dud d»K .In 
durch den Stand der Flam-ten l.eeuilluiil uud Kh ld,-d,t hum «1h 
also das Mittel, den GlcichlieitHl.egriil ,1,-r /., ,t zu wilhl.-n, d 
flms leser esetze, zu dt;m wir hesoudere-i Zutrum-u g>-wiiim,-n imf.i 


ftrKft ^ ber heoliai-litungri, , 

GtiSfie der Schwerkraft wahwcheinli.-h ma-hm, A,.,. 


,'t‘ifleiip Auderuiig dt sr 
Vhvn 1!k u I !«, im. 
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z. B. das Newtonsche Attraktionsgesetz, erhalten bleibt. Wenn wir 
das nicht wollen, sind wir in derselben ublen Lage, in der wir uns 
bei der Definition der Temperatur befinden (§ 24). 

Ob es, wie man yorgeschlagen hat, moglich sein wird, den Zeit- 
begriff so zu definieren, daB „die physikalischen Gesetze moglichst 
einfacb werden“, miissen wir der Znkunft uberlassen. Abzuwagen, 
bei welcher Definition der Zeit die Gesamtheit aller Naturgesetze das 
einfachste denkbare System darstellt, konnen wir nns nicht unter- 
fangen. 

4 . Mit Hilfe solcher periodischer Vorgange ist es moglich — ge- 
wisse physikalische Erkenntnisse, die eigentlich erst spater ihren 
Platz haben, yorausgesetzt — , TJnterabteilungen, also Bruchteile der 
Zeitabschnitte zu definieren. 

Wenn wir z. B. ein Pendel haben, das in einem Jahre eine be- 
stimmte Anzahl Schwingungen ausfiihrt, so konnen wir ohne MeJJbar- 
keit der Zeit yorauszusetzen konstatieren, ob diese Schwingungszahl 
im zweiten, dritten, yierten u. ( s. w. Jahre dieselbe geblieben ist. Ist 
das fiber eine beliebige Zahl yon Jahren hinaus der Pall 1 ), so liegt 
die Annahme (A) nahe, daB jede seiner Schwingungen unter den 
gleichen (aus unserem Zeitbegriff erst ableitbaren) physikalischen 
Bedingungen erfolgt. Beweisen konnen wir diese Annahme nicht, 
ohne diese physikalischen Bedingungen zu kennen, zu deren Kenntnis 
aber wieder die Teilbarkeit der Zeit erforderlich ist. 

Die Richtigkeit der Annahme (A) wiirde uns 1 etwa in folgender 
Weise zu einer Unterteilung unseres Jahres berechtigen: 

Wenn wir statt unseres Pendels ein anderes z. B. kiirzeres Pendel 
wahlen, werden wir finden, daB dieses mehr Schwingungen im Jahre 
ausfxihrt, als das friihere und zwar konnen wir jede beliebige 
Schwingungszahl n im Jahre durch Wahl der Pendellange erhalten. 
Wir nehmen dann an, daB das Pendel zu jeder seiner Schwingungen 
1/n eines Jahres braucht, und kaben so rationale Bruchteile definiert. 
Zu irrationaler Teilung mussen wir auf rein mathematischem Wege, 
wie in Band I, § 30 der l ten , § 33 der 2 teu Autt., tibergehen. 

Um die Annahme (A) mehr zu bekraftigen, konnen wir noch 
andere periodische Vorgange zum Zweck der Teilung der Zeit heran- 
ziehen, z. B. den Pulsschlag, das Taktgefiihl, wenn es sich um Unter- 
teilung bereits kieiner Teile handelt; ferner die Uhr. Hier konnen 
wir versuchsweise annehmen, daB der Zeiger gleiche Wegstrecken 
immer unter gleichen physikalischen Bedingungen zuriicklegt, und 
daB die Zeit proportional dem Weg des Zeigers ist. 

1) Beim Pendel ist dies in der Tat der Pall, wenn man das Abklingen 
des Pendels etwa durch erneutes Anstofien yon Zeit zu Zeit vermeidet (Pendeluhr). 
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Die Zeit, die der Zeiger branch*;, 1/n des Weges zuruckzulegen, 
den er in einem Jabre zurucklegt, ist dann als ,,1/n Jahr“ zu definieren, 
nnd die Annahme (A) gewinnt an Berechtigung, wenn dieses 1/n mit 
dem aus Pendelschwingungen gefundenen ubereinstimmt. Bei der Defini- 
tion der Zeitteile mittels der Uhr ist die Definition irrationaler Bruch- 
teile mit inbegriffen, d. h. auf inkommensnrable Strecken zuriickgefiihrt. 

5. Es gibt ancb periodiscbe Yorgange, die zu einer anderen 
Unterteilung der Zeit fiihren warden. Z. B. wiirde das der Fall sein, 
wenn wir den Weg der Erde der Zeit proportional setzen. 1/n Jahr 
auf diese Weise definiert fiihrt zu einer GroBe, die nicht mit dem 
fruheren 1/n ubereinstimmt. 

Wenn wir aber eine Anzahl Vorkehrungen kennen, die zur 
gleicben Unterteilung fiihren, wahrend andere nicht nur yon diesen, 
sondem auch untereinander abweichen, so ist es zweekmaBig, die 
ersteren zur Definition der Bruchteile zu wahlen. Es ist zu er~ 
warten, daB dann die aus diesem Zeitbegriff abgeleiteten Gesetze be- 
sonders einfach ausfallen. Bestatigt sich das spater, so bewiihrt nick 
damit unsere Wahl, wenn auch rein logisch eine andere Wahl 
ebenso erlaubt ware. 

6. Nachdem wir so Zeitabschnitte miteinander vergleichen konnen, 
diirfen wir irgend einen als Einheit festsetzen. Die Physik wiihlt 
gewohnlich die Sekunde, d. h. den 86 400 ten Teil des mittleren Soxmen- 
tages als Einheit. Es ist dies die Schwingungsdauer eines m&the- 
matischen Pendels (ygl. § 17, D) yon 99,35(> cm Lange unter 45° 
geographischer Breite. 

7. Die MeBbarkeit des Raumes setzt voraus, daB wir einen 
zeitlich unveranderlichen Raum besitzen und daB es Korper gibt, 
deren Dimensionen von der Zeit und dem Ort direkt unabhungig 
sind. Indirekt abhiingig sind alle Korperdiinensiojien von Ort und 
Zeit insofern, als sie z. B. yon der Temperatur, die Oris- und Zeifc- 
funktion ist, abhangig sind. 

Zunachst haben wir freilich kein Kriterium dafiir, ob ein soldier 
Korper direkt oder indirekt yon der Zeit oder dem Orto abhiingig isi. 
Denken wir uns z. B. zwei Metallstabe, die wir als gloich lung or- 
kaimt haben, und halten wir unter einen von ihnen eine Hum me, so 
wird die Gleichheit nach einiger Zeit nicht mehr bestehen. Wir 
wissen nun, daB der eine Korper, so weit wir es beurteilen 
konnen, keiner auBeren Einwirkung ausgesetzt gewesen ist. Also 
schreiben wir die Scbuld an der Inderung der Gleichheit dem zweiten 
Korper zu, bei dem wir aufierdem durch miser Gefiihl noch eine 
weitere Anderung, eine Erwarmung (§ 24), konstatieren konnen. 
Unser logisches Vorgeben ist also das, daB wir einen Korper der 
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scheinbar keinen andernden Einfliissen unterworfen ist, als konstant 
in semen Dimensionen voraussetzen. Diese Voraussetzung behalten 
wir so lange bei, als sie sich bewahrt, d. b. als wir nicbt in Konflikt 
mit anderen ebenfalls scbeinbar unbeeinfluBten Korpern kommen. 
Wenn ein solcber Konflikt eintritt, baben wir zn forschen, ob wir 
vielleicbt irgend einen EinfluB ubersehen baben. 

Die Tatsache, daB wir eine sebr groBe 1 ) Anzahl yon Korpern 
kennen, die in gleicben Langenverhaltnissen bleiben, so lange wir 
keine der nns dnrcb Forschung bekannten Einfliisse anf sie ausiiben, 
und daB, wo dies scbeinbar nicbt der Fall war, sicb eine Beeinfhissung 
hat nacbweisen lassen, berecbtigt uns zu der Annahme, daB die 
Dimensionen der Korper von Zeit und Raum direkt unabhangig sind. 

Wir waren aucb ebensogut berecbtigt, sie in ein und derselben 
Weise von Raum und Zeit abhangig anzunebmen. Diese Annahme 
ware aber weniger nabeliegend. 

8. Als tecbniscbe Einbeit fur die Lange dient uns das Meter- 
etalon, das, in Platin 2 ) hergestellt, in Paris aufbewahrt wird. Es sollte 
dies urspriinglich der zehnmillionte Teil des Meridianquadranten 
sein*, spatere Messungen der Erde baben aber die damaligen Daten 
als von der Wahrheit meBbar abweicbend ergeben. In Wirklichkeit 
ist der genannte Erdquadrant das 10 000 855,764 facbe des Pariser 
Meters. Die Physik verwendet gewohnlicb als Einheit das Zentimeter. 
(Vgl. den Artikel „MaB und Messen“ von Runge in der Encyklopadie- 
der matbematischen Wissenscbaften Bd. V, Heft 1.) 

9. Der Ausdruck „Zeit“ wird im alltaglicben Leben in zwei ver- 
scbiedenen Bedeutungen gebraucht; einmal als Zeitraum oder Zeit- 
intervall, dann als Grenzpunkt zwischen zwei aneinander grenzenden 
Zeitraumen. Wegen der strengen Formulierung dieser zwei Begriffe 
konnen wir auf den Nacbtrag zum zweiten Bande verweisen, der 
den Begriff Strecke und Raumpunkt behandelt. In der Dynamik 
miissen die beiden Begriffe unterschieden werden. Wir werden im 
allgemeinen unter Zeit immer einen Zeitraum versteben, der yon 
einem jeweils zu wahlenden Nullpnnkt an gerechnet ist. Da es sicb 
immer um Zeitdifferenzen handelt, werden wir den Nullpunkt der 
Zeit in mathematiscben Ableitungen meist nicbt festzulegen braucben, 
wenn wir ihn nur wiihrend einer Rechnung als fest liegen bleibend 
voraussetzen. 

1) Wir reden hier absicktlich nieht von alien KOrpern, da wir tatsachlich 
bei einigen Korpern aus der Veranderung ihrer Lange erst auf einen Einflufi 
schliefien, der uns aber noch unbekannt ist, z. B. beim Wachsen der Baume. 

2) 90 % Platin, 10 % Iridium. Heines Platin ist zu weich. 
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§ 15. I<esahwiitdigkeit mi BeaehlennigtiBg. 

L Weim nidi eiit Maasenpunkt tiuf mmnn beliebigen Wage go 
bawegty cliiB jawed* ame von ihm rmrtlekgekgie Wegatrecke pro- 
portionat mil tier Zeit ist, die wiihreml dienes Zurilek lagans varfiossen 
i«t, go neiinen wir seine Bewegung ,,gbdehfbrmig a . Ks iit dann also 


warn* s t den in der Zeit i } smrfiekgelegten Wag hadeutet, und der 
Pro port immlitatafak tor r heiSi die „Oesehwindigkeii 4i . 

1st rundi Verlnuf inner anderen, grbBeren Zeit / s der Wag $ %9 
so jrniii 

*2 1 

»eiii, und winter; 

x t '*** n/* /j K 


worm winder ^ *, der im Zeitiutervall t t — /, xurfickgelegte Wag 
ini, Die liiwhwimligkeit v IHBt sieh nueh t 1 * ala der in dar Zeit- 
einheit 7.nrttckgelegte Wag detinieren. 

2. Nt der Wag nieht niehr der Zeit jeweils proportional, so 
kdnnen wir flan ditdu reh erklaran, daft wir v uls nieht konst ant an 
nehnuMi. Wir innuien die Bewegung dunn bonehleimigt. oder ver- 
y.bgert , Hehreiben ihr aber iminer noeh eine bestimmte, uber von 
Punkt y.u Punkt Mob andernde Uesehwimligkeit vm . 

Die t ilrirhuttg * i gdd uih dunn nieht mehr diene < tesehwindig- 
keit an, sondem einen M w ert al In* der t tesehn indigkeifnn » die 
der Punkt nuf der Streeke s s n, he^it/t de Kleiner wir / g i x und 
d limit s 3 s x nmchen, um ho weuiger wtrd sieh dieser W ert von den 
Kinzelwarten lmtewheiden und wir kdnnen net/en 


(vgl. BcL I, 2 1 ’' Aufi., § DBm, wo n tier 7.ur Zeit i zuriiekgelegte Weg ini, 

It, Die Gesr.hwindigkeit is! eine VekforgrdBe im Binne von 
§ 1 und 2, wia eine Yarsehiebung, huh der die (iesehwindigkeit dureli 
Division mit dam /.ugehorigen Zaitintervall hervorgeht. 

Kin Punkt A mdge sieh in einem beliebig kleinen Zaitintervall i 
von A nach /> bewagen. Wir kdnnen die Streeke AH s, wem: 


§ 15. 
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wir nur t kinreickend klein macken,, als geradlinig anseken, und die 
Gesckwindigkeit des Punktes ist dann 


v = 


Die Yersckiebung s ist gleichwertig mit zwei gleichzeitigen 
Y ersckiebungen A C und 
AD , wenn 

AC=~sc,o$<p- AD = s cos 
= s sin cp 

ist. D. k. wir konnen an- 
nekmen, daB sick der Punkt 
A gleickzeitig yon A nack 
C und von A nack D be- 
wegt. Das Resultat wird 
das gleicke sein; er wird 
sick nack Ausfiihrung dieser 
beiden Yerschiebungen in 
JB befinden. 

Praktisck veransckau- 
licken kann man sick diese 
Zerlegung etwa durck eine 
Tischplatte, auf der der 
Punkt liegt. Wenn wir die Tisckplatte in der Richtung LM, etwa 
in Ricktung der einen Tischkante um die Strecke AC, den Punkt auf 
der Tisckplatte aber parallel LN, der anderen Tisckkante, um die 
Strecke AD verschieben, so kommt er im Raume auf denselben Ort ; 
als wenn wir ikn direkt von A nack B versckieben. Die beiden 
Einzelverschiebungen erfolgen dann mit den Gesckwindigkeiten 

AG S COS cp 

v * - r = “ v cos V’ 

AD 

V y = ^ = v cos ip = v sm cp. 


jsr 
^ ... 

L 

- 

n i 

A 

s/ 

W 

r 

\ 

a 

B 

j 

c 

\m 


Vig. 72. 


Denken wir uns also die Geschwindigkeit in irgend einem MaB 
als Lange in der Ricktung der Versckiebung aufgetragen, so geben 
die Projektionen auf zwei zueinander senkreckte Ricktungen die Ge- 
schwindigkeiten, die durck Vektoraddition die wakre Gesckwindigkeit 
ergeben. 

In gleicker Weise erkennt man, daB man die Gesckwindigkeit 
auck nack zwei sckiefwinkligen Ricktungen nack dem Parallelogramm- 
gesetz zerlegen kann. 


§ 16 . 


Umgekehrt konnen wir zwei Geschwindigkeiten zu einer „Reanl- 
tante « Lsammensetzen, so daB bewiesen iat, daB wir auf die Ge- 
schwindigkeit die Yektorenrechnung anwenden dflrfen. 

i. Die Geschwindigkeit ist im allgemeineu oine Funktion der 
Zeit Venn sie mit der Zeit zunimmt, heiBt die Bewegung „be- 
schieunigt" wenn sie mit der Zeit abnimmt, veredgert. Fttr die 
Rechnung kdnnen wir beide Fall© als „Beschle«nigung" auf- 
fassen, wenn wir die Verzogerung als negative Bexehleimigung 
bezeichnen. 

Waehst die Geschwindigkeit in gleiehen Zeiten ton den gleiehen 
Betrag, ist also die Zunahme der Gesehwimligkeii in einam Zeit- 

interval! diesem Zeitintervall proportional, so liaEi die Bawagung 
„gleichformig beschleunigt^. Es iat dann 

Os — t?j) «■ p(t $ — ), 

wo v x und v % die Geschwindigkeiten %u den Zeiten f t mid t t > i x be- 
deuten. Der Proportionalitatsfaktor p heiBt die Jlesrhletuiigung* 4 . 

Es ist 
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die in der Zeiteinheit erfolgende Zunahme der Gesrlnvmdigkeji 

Wenn die Geschwindigkeit sich nicht proportional der Zeit ver 
andert, ist die Bewegung „ungleichfdrmig heaehleunigiV Wir 
konnen dann ebenso wie bei der Ge&ehwindigkeil mdilieBen 


(4) 


Pi 


^ Lim *.* 1 s , 


und p ist dann eine Funktion der Zeit, resp, den < >i t * h 

5. DaB die Besehleunigung ebenfullH tune Vrktorgrolie i«| , liiftt 
sich leicht erkennen. 

Ein bewegter Punkt wird dann eine Benehlmnngum' besitzeu, 
wenn seine Geschwindigkeit im allgemeinsten Kalb- Midi narli Urt 
und Zeit andert. Ist v x der Uescinvindigkeitsi ektor m eiueiu be 
stimmten Moment, v 2 derselke naeh Ablaut einer helming klein zu 
wahlenden Zeit t, so ist die Vektorditterenz r 3 r t ein neuer V ektor, 
die Gesehwindigkeitsanderung, dessen Kompoimnt** naeh einer brlirbigen 
Richtung s gleich dem GeschwindigkeitH/.uwaelr, r lt r %a tmrh dsener 
Richtung ist. Daraus folgt durch Division mit r, dab der Vekior 


als die „Beschleimigung*‘ des Punktes angesehen vt erden dart, deren 
Projektionen die Beschleunigungskoinponunten wind. 
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Die Beschleunigung fallt ihrer Riehtung nach im allgemeinen 
nicht mit der der Geschwindigkeit zusammen, da die Vektordifferenz 
mit den einzelnen Vektoren nicht zusammenfallt. Man ubersieht dies 
auch leicht folgendermaBen: Senkrecht zur Bahnrichtung besitzt der 
Punkt keine Geschwindigkeitskomponente; wohl aber kann ein Ge- 
schwindigkeits z u w a c h s in dieser Riehtung — also vom Werte 0 
an — erfolgen. Es wird also dann eine Beschleunigungskomponente 
in dieser Riehtung existieren, so daB die resnltierende Beschleu- 
nigung sicher nicht mehr in die Bahnrichtung fallt. 

Der Erfolg einer solchen Beschleunigungskomponente normal 
zur Bahnrichtung ist der ? daB der Punkt aus seiner geradlinigen 
Bahn abweicht. Umgekehrt, wenn sich ein Punkt nicht geradlinig 
bewegt, muB er eine Beschleunigungskomponente normal zur Bahn- 
richtung besitzen. 

6. Als Einheit der G-eschwindigkeit wahlt man in der Physik 
(ygl. Bd. I ; § 29 der l ten , § 32 der 2 ten Aufl.) gewohnlich die Ge- 
schwindigkeit eines Punktes, der in der Zeiteinheit, einer Sekunde, 
die Wegeinheit, ein Zentimeter, zuriicklegt. Diese Geschwindigkeit 

nennen wir 1 — in Worten: ein Zentimeter pro Sekunde, oder 
sec 

durch. Sekunde, entspreehend der Gleichung : 

= fa — s t ) cm = s i — s l cm _ 

(< 2 — sec t'z — \ sec 

Die neue Einheit der Geschwindigkeit durch diesen Quotienten cm/sec 
zu bezeichnen, ist rechnerisch praktisch, da wir beim Ubergang aus 
einem Einheitssystem zum anderen die Gesetze der Division befolgen 
konnen. Wollen wir z. B. die Zeit statt in Sekunden in Minuten. 
messen, die Geschwindigkeit also durch den in einer Minute zuriick- 
gelegten Weg, so konnen wir einfach in der Gleichung 


fiir sec den Wert ^ min einsetzen. Dann folgt 


v = a 


60 


und nach den Divisionsgesetzen 


cm 

v = 60 a 

mm 


In der Tat legt ein Korper in einer Minute — bei konstanter 
Geschwindigkeit naturlich — den BOfachen Weg zuriick, wie in einer 
Sekunde. 
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Die Geschwindigkeit ist eine Lange, dividiert durch eine Zeit, 
was wir dadurch kennzeichnen, daB wir der Geschwindigkeit die 
X)j m pn si onen" „Lange durch Zeit" zuschreiben, indoxn wir den Be- 
griff der ^Dimensioned aus der Geometrie erweitem. 

Um die Dimensionen einer GroBe in mathematischer Form durch 
eine Gleichung ausdriicken zu konnen, setzt man die betreffenden in 
der Gleich un g yorkommenden Buchstaben in eckige Klammern. Die 
Gleichung 


sagt also nur aus: Die Dimensionen yon v sind gleich der Dimension 
von l , dividiert durch die Dimension von t 7 oder n v hat die Dimen- 
sion Lange durch Zeit". Uber Zahlenwerte sagt diese Gleichung 
nichts aus. 


7. Die Einheit der Beschleunigung besitzt weiterhin der Korper, 
dessen Geschwindigkeit in der Zeiteinheit um die Geschwindigkeits- 

einheit, also um 1 — zunimmt. Die Beschleunigungseinheit ist also 

S6C 

entsprechend Gleichung (3) 


sec 
1 sec 


1 ° m 
sec* 


Die Dimensionen der Beschleunigung sind ,, Lange durch Zeit im 
Quadrat" 



§ 16. Kraft. 

1. In der Statik haben wir Krafte dadurch zu vergleiehen gelernt, 
daB wir sie durch geeignete mechanische Yorricht, ungen dazu bringen, 
sich im Gleichgewicht zu halten, d. h. daB sie an vernehiedenen 
Korpern, auf die sie wirken, keine Bewegung erzeugen. Diese Be- 
wegung ist dabei relativ gegen die Kraftzentren zu verstehen. Dabei 
ist die Kenntnis der Kraftzentren notig, eine Frage, die von Fall zu 
Fall auf dem Wege der Experimentalphysik untersucht werden muB. 

Yon zwei Kraften, K XJ K 2 , konnen wir h\ als n nial so groB 
wie K 2 bezeichnen, wenn wir die beiden Krafte an zwei Hebel- 
armen a 19 a 2 eines zweiarmigen Hebels angreifen lassen konnen, der 
dann in Ruhe bleibt, wenn wir = a 2 /n machen. Ein derartiges 
Verfahren wird in der Physik oft angewandt, auch zum Vergleich 
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verscbiedenartiger Krafte. Zum Messen elektriscber Krafte lassen 
wir z. B. auf eine Wagschale die Krafte eines elektrisierten Korpers 
wirken, wahrend wir auf die andere Wagschale so lange Grewi elite 
aufsetzen, bis die anziebenden Krafte der Erde den elektriseben 
Kraften das Gleichgewicht balten. 

Dadurch baben wir ein quantitatives MaB fur yersebiedene Krafte 
erhalten, bei dem wir nocb willkiirlicb eine Einbeit wablen konnen. 
Der qualitative Begriff der Kraft war uns dadurcb gegeben, daB ein 
frei beweglicher, aber in Rube befindlicber Korper sicb nnter gewissen 
Umstanden zu bewegen beginnt. Eben diese Tatsacbe definieren wir 
dadurcb, daB wir erklaren: Wenn sicb ein Korper zu bewegen be- 
ginnt, so beginnt eine Kraft auf ibn zu wirken. Nur wenn keine 
Kraft oder mebrere sicb gegenseitig aufbebende Krafte auf ibn 
wirken, bleibt er in Ruhe. 

2, Denken wir uns jetzt einen gleicbarmigen Doppelbebel nait 
zwei gleicben Massenpunkten an seinen Enden, auf die die Erd- 
anziebung wirkt. Dieser Hebei befindet sicb in jeder moglichen 
Stellung im Gleicbgewicbt. Welche Lage gegen die Horizontal er 
auch baben moge, die Krafte, die auf ihn wirken, werden sicb immer 
aufbeben. Wenn wir aber einem der Massenpunkte einen tangentialen 
StoB versetzen, so wird der Hebei in Rotation geraten und die Rotation 
wird eine zeitlang andauern, aucb wenn der StoB aufgebort bat zu 
wirken. Er wird sicb also weiter bewegen, obwobl im Sinne der 
Statik keine, oder docb nur sicb aufbebende Krafte auf ibn wirken. 
Daraus folgt: Die Bewegungslosigkeit ist zwar ein binreicbendes, 
aber nicht notwendiges Kriterium fur die gegenseitige Aufbebung 
yon Kraften. 

3. In letzter Instanz batten wir in der Statik eine Kraft da- 
durcb erkennen gelernt, daB sie eine Bewegung einleitet. Nacbdem 
die Existenz einer Kraft so festgestellt war, konnten wir andere 
Krafte durcb Gleichgewicbtsgesetze mit ibr vergleicben. 

Die Dynamik leitet den Begriff der Kraft und ibr MaB direkt 
aus der Bewegung ab. Dann muB aucb aus der Bewegung die 
Gleiclilieit von Kraften zu konstatieren sein, und es zeigt sicb, daB 
der daraus definierte Gleicbbeitsbegriff niebt im Widersprucb steht 
mit dem der Statik. 

Das „Einsetzen“ einer Bewegung ist nur ein Spezialfall der 
„Anderung“ einer Bewegungsart, namlich die Anderung der Geschwin- 
digkeit Null. Wir definieren jetzt willkiirlicb zunaebst qualitativ: 

Wenn ein Korper seine Gescbwindigkeit andert, so 

nehmen wir an, daB auf ibn eine Kraft wirkt. 
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Diese Definition enthalt die der Statik zngrunde gelegte, und sie 
erklart auch das in Abscbnitt 2 angeffihrta Beispiel; denu es folgt 
aus ibr das sogenannte „T ragh eitspr inzip** : 

Ein Massenpunkt behalt die Gesch windigkeit, die 
er einmal bat — also anch die Gesch windigkeit Null — 
so lange bei, als keine Krafte auf ihn wirken. 

4 . Dieses Gesetz bat einen Sinn nur al« Erganzungsgesetz zu 
anderen Gesetzen. Denn werm auf einen KSrper keine Krafte wirken, 
so kann das nur dann eintreten, warm sieh der Massenpunkt allein 
im Weltenraume befindet. Ob er sieh dann nher CIberhaupt bewegt^ 
und wie er sieb bewegfc, ist durch kein Kriterium zu antacheiden* 
Es fiibrt dies zu der schwierigen Frage: Gibt es mm absolute Be- 
wegung? 

Erst wenn ein zweiter Korper im Waltenraume vorhanden ist, 
der irgend welche Krafte auf ihn ausflbt, wird dan Gesetz der Triig- 
heit in Kraft treten. Die Bewegung des Massenpunkieft wird sieb 
dann so gestalten, als ob er erstens naeh dem Triigheiisprinzip seine 
Bewegung beibehielte, z we i tens die Kriifte dies** Bewegung naeh 
einem gleicb zu besprechenden Gesetz beeintlussen. Diese Kriifte 
konnen sieh, wie bei dem erwahnten Doppelhebel, kompensierem 
Die Rotation des Hebels wird dann in alb* Kwigkeit fortdauern. 
DaB sie praktiscb wirklicb aufhort, erkliiren wir dureh gewissc so- 
genannte „Reibungskrafte“ die wir aber bier uuiJer arlit lassen 
wollen. Tatsaebe ist, dafi dureh diese Festsetzung die Bewegung 
eines Korpers so besehrieben wird, wie sie sieh experimented 
erweist. 

5. Das quantitative Gesetz, das wir dem Begrilie der Kraft zu- 
grunde legen, ist das folgende: 

Eine aut einen Massenpunkt wirkeude Kraft ruft 
eine Beschleunigung hervor, die der Kraft pro po rtionul 
ist und die Ricbtung der Kraft besitzt. 

Die nacb diesem Gesetz erfolgende Bewegung addmrt sieh zu 
der nacb dem Tragheitsprinzip erfolgenden narii dem Gesefze der 
V ektoraddition. 

Wir konnen das Gesetz math em atiseh so ausdriieken: 

K - /*/#, 

worm a ein Proportional itatsfak tor ist, der sieh ftir ein und den- 
selben Massenpunkt nicbt ancfort, K (lit- Kraft uml « .lie BeHchleu- 
nigung bedeutet. 

Es wtirde hieraus folgen, dub zwei Kraft.* die* auf den gleid.eu 
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Korper wirken, dann gleich sind, wenn jede fur sick die gleicke Be- 
sckleunigung kervorruft. Rickten wir es so ein, daB beide Besckleu- 
nigungen gleickzeitig, aber nack entgegengesetzten Ricktungen auf- 
treten, so resultiert die Besckleunigung Null, und der Korper bleibt 
in Ruke, wenn er sick einmal in Ruke befindet. Das war aber das 
Kriterimn gleicker Krafte in der Statik und das entsprickt also dem 
der dynamisck defmierten Krafte. 

6. Experimentell ergibt sick weiter: Nekmen wir den Massen- 
punkt aus demselben Material mmal so groB, so wird der Faktor a 
mmal so groB. 

Es ist sckon von yornkerein plausibel, daB wir die doppelte 
Kraft aufwenden miissen, wenn wir einem doppelt so groBen Korper 
die gleicke Besckleunigung erteilen wollen. 

Wir konnen nun sckreiben 

K = c • m • p, 

wo c eine andere Konstante bedeutet, die wir so waklen, daB m = 1 
wird, wenn der Massenpunkt 1 ccm Wasser von der Temperatur 4° C. 
ist. DaB wir kier die Temperatur angeben miissen, erklart sick da- 
durck, weil sick im meckaniscken Sinne das Material mit der Tem- 
peratur iindert. 4° C. werden gewahlt, weil bei dieser Temperatur 
die gleicke Wassermenge den kleinsten Raum einnimmt. m keiBt 
die Masse unseres Massenpunktes. 

Nekmen wir statt Wasser yon 4° ein anderes Material, so wird 
auch fur dieses eine aknlicke Grleickung gelten: 

E = c 1 - p-p, 

wo ^ mit dem Yolumen proportional ist, c x yon der Materie abkangt. 

Wenn wir dieses Yolumen nun stetig yerandern, so wird sick 
die Kraft K, die die Besckleunigung p keryorruft, ebenfalls stetig 
andern, und wir konnen ein [i = finden, bei dem zu demselben p 
dasselbe K erforderlich ist, wie bei 1 ccm Wasser yon 4°. Dann ist 

K-c- 1 -p, 

K = c t ■ u 0 ■ p, 

also 

q • == c. 

{i 0 vertritt wieder die Stelle der „Masse“, und wir sind berecktigt, 
1 1 {) = 1 zu setzen. Nack dieser Festsetzung wird c x = c, also eine 
„uniyerselle Konstante^, d. k. eine Konstante, die yon der Masse 
unabkangig ist. Wir kaben damit die Festsetzung getroffen: 

Bei beliebigem Material nennen wir die Masse gleick 1, die zur 
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gleichen Beschleunigung die glciehe Kraft erfordert, wie 1 can Wassei 
von 4°. Diese Masse 1 nennen wir 1 Gramm (1 gr). Nach dieser 
Festsetzung gilt far beliebiges Material die Gleichung 

(5) K - cmp. 

Oder in Worten: 

Die auf einen Massenpunkt wirkende Kraft int pro- 
portional mit der Beschleunigung, die sie dent Massen- 
punkte erteilt, proportional mit tier Manse dienes 
Massenpunktes, und is t mit der Besehleunigu ng gleieh- 

gericlitei 


7. Indem wir den Faktor m ftlr 1 irm Wiuwer gleieli 1 gr g«. 
setzt haben, haben wir fiir die Masse eine Kin hint gewiihlt. Der 
Faktor c bedentet dann laut Gleiehung (5) die Kraft, die der Utmm 
1 gr die Beschleunigung 1 cm see^ erteilt Kh nteht nm frei, diese 
Kraft als die Krafteinheit aufzufassen. Dann win! r ~~ 1 und wir 
konnen fiber die Dimensionen von e e ben falls norh frei verfilgen, Wir 
fassen c als dimensionslose Zahl auf. Dann fnlgt huh i f > 1 


nnd 

1**1- '"'j 1 / 1 HHICl'I J , 

wenn wir nnter fw) die Dimenamn tier Mu**#* v.^Meheii. Die Kin 
heit der Krait heiBt kurz 1 Dyne i vein grieehisehrn din ut ^ Kraft , 

und es ist 


I dyn 


1 


8. DaB die Kraft eine VekiorgriilSe i«t , fnlgt nurh ims«*reu Ale 
leitungen von selber. Die Multij.likat i«m V.-kt.u--, d,. r iS.-s.-hl.-ii 
nigung, mit einer skalaren'l (iridic, di* r M;»- i*. kann . i . « Kiv'iiimdiaften 
des Vektors nieht bceinflumwui. In ,|.. r Tut ImM.-n nir w.-hon in d.-r 
Statik erkannt, daB man Kriifti* nu«-h d.-m I'aruil. i.^nuiung.-N.-tv. z,u 
sammensetzen, d. h. also, daB wir dm (iWtz.- <|. r \ ..ktomdditi.m auf 
sie anwenden konnen (§ 10). 


„ , ™“ T er "kalaren UriiBn utMi-Iii-ii » >r .in. im Imurn. turuii.l 

„Ortsfunktion“, die an jcdem 1'imkte di-» l!aum.». .inr.-it .•in.- Zidd.-i 

angabe gegebeu ist und uicht, wie ein Y.-ktur, d,,- A. .pal in- 

Ricbtung erforderhch markt Kin Vekt..r mit ,-in. , M, u ,k.d„r.-„ Or., 15 
multiplmert, kann nur an jodem Ounkte eem.-n Il-trag, ,,,,-i.t lO.'litim 

andem Em Beispiel einer skalaren lirilBe ,„t dm I ratorvert.-d.ing i; 

einem Iiaume. 1 
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§17. Anwendungen. 


A. Der freie Fall. 

1. Als empirisch gewonnenes Gesetz legen wir unseren folgenden 
Ausfuhrungen die Tatsache zugrunde, da6 jeder Korper, in er- 
reiclibarem Abstande von der Erde losgelassen, eine gleich- 
formige Bescblennigung 


durcb die Erde und normal gegen deren Oberflache erhalt. 1 } 
Nach diesem Gesetz ist die Kraft, die die Erde anf einen Korper 
yon der Masse m ausiibt, 

G = gm. 

Diese Kraft beiBt „das Gewicht“ des Korpers, wobei aber gewohnlich 
eine andere, als die nacb yorigem Paragrapben definierte Einheit 
zugrunde gelegt wird. In der Technik definiert man als Gewichts- 
einbeit die yon der Erde auf die Masse ein Gramm ausgeiibte Kraft. 
Danacb ist 

g dynen == g = 1 Gr, 


wenn wir mit 1 Gr, in Worten „Ein Gramm gewicht“, diese Einheit 
bezeicbnen. 

2. Um die Bewegung des fallenden Korpers zu analysieren, ist 
es, wie ans 1. folgt ; nicbt erforderlich, die Kraft zn kennen. Die 
Bewegung ist durcb die Bescbleunigung gegeben, und bier also yon 
der Masse unabbangig. Die gleichmaBige Beschleunigung yon der 
GroBe g sagt aus, die Gescbwindigkeit wachst proportional der Zeit 
und in der Sekunde um den Zahlwert yon g. Yon dem Moment 
des Loslassens unseres Korpers an ge.rechnet ; muB also nacb Ablauf 
der Zeit t der Korper die Gescbwindigkeit 

. cm 

v = at ----- 

07 sec 

besitzen. 


1) Dieses Gesetz gilt far einen im Inftleeren Ranine fallenden Korper. Das 
Gesetz der Fallbewegung ist fiir alle Korper das gleicbe, also aucb die Ge- 
scbwindigkeit, die sie in gleieben Zeiten erlangen. Im lufterfiillten Raume 
erfahren die Gesetze eine Abandoning infolge der sog. Reibung, die den 
leichteren Korper langsamer fallen laJSt, als den scbwereren. Naher wollen 
wir hier auf die Reibungsprobleme nicbt eingeben (vgl. § 18). 
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3 Um den in diesen t sec zuriickgelegten Weg, die „Fallh6he“ 
zu ermitteln, denken wir uns den Zeitraum t durch einen Zeitpunkt 

in zwei gleicbe Teile t/2 geteilt. . 

knerhalb der ersten Zeithalfte hat der harper n«ch AbUuf ernes 
Zeitraumes r (also x < t/2) eine Geschwindigkeil r erreieht, die 
wir wakrend eines hmreichend klam gew&hlfcttn 
Zeitintervalls 8 % ala konstunt anaahen dilrfim 

(Fig. 73 > . r . „ . 

In der zweiten Zeithilfi© hat dor Korper 
zur Zeit t — x, also r SekundeD vor Ahlituf 
der ganzen Zeit t, die Gesehwindigkeit (jit T ), 
und diese konnen wir wiod*»r wiihreml ties 
gleichen Zeitintervalls 8 t ■-** -- t) uls kon- 

stant ansehen, wenn wir d nur hinreiehend 
klein wahlen. 

Innerhalb der beiden Zeitintervulle d t f d t 
legt der Korper eimn Weg jr.urttrk, tin* ohenxo 
groB sein muB, als ob t*r wuhromi eines 

Zeitintervalls d die Hunmu* dor (* oho hw indig 
keiten besessen Itiitte, denn e« inf di«*st*r Weg 

yz8 l + g(t — t)8 s {(n i ff(t r d, 

Die Summe dieser beiden (leech windigkeiten int nbi»r 



Fig. 78. 


V 3K5 (j t , 

also unabhangig von x. 

Es laBt sicb so zu jodem Zeitelement d, d* r optim Hblfii- mi 
gieicbgroJBes d 2 der zweiten linden, so beHehulfen. duU di»* B«*n**g«ing 
innerhalb dieser beiden d identiseh der Hew«gung mit der tiosriiwin 
digkeit gt wahrend eines einzigen, d,, ist. I host* Uenrliw iiifin/keit 
ware also iiber die siimtliehen d l k on stunt und dm in *i**r gan/««n 
ersten Zeitbalfte zurhckgelegte Weg ware snmit 


und da JjP 8 t = * ist, 





Dies ist also auch der von dem Kfirp.-r in Wirklu-lik-ii h.-i ..ni.-r 
variablen Greschwindigkeit » =» gt in der Zeit t zurii«*kg«'li>gt.- \V..g. 
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B. Die scliiefe Ebene. 

4. Die reibungslose Bewegung eines Korpers auf einer schief 
gegen die Erdoberflache gerichteten Ebene lebrt uns ein neues Gesetz 
kennen, das mit den in § 15, 5. angestellten Betracbtungen in 
logischem Zusammenbange steht, indem es die vektorielle Zerlegung 
der Beschleunignng nach beliebigen Ricbtungen praktiscb verwertbar 
macht. Das Gesetz besagt: 

Eine materielle Unterlage unter einem Korper, auf 
den eine Kraft wirkt, kompensiert die zu ^der Unter- 
lage normale Kraftkomponente. 

Es ist dies nichts anderes als das Gesetz der ,, Actio et Reactio“- 
das eine Unterlage durch eine Kraft ersetzt, die gleich der von dem 
Korper auf sie ausgeiibten Druckkraft ; aber von entgegengesetzter 
Ricbtung ist. Durcb dieses Gesetz kormen wir eine „zwangsweise“ 
Bewegang, die an eine materielle Balm gebunden ist, durcb eine 
freie Bewegung ersetzen, indem wir in jedem Moment der Bewegung 
eine gewisse Kraft vektoriell hinzufdgen. 

5. Die Normalkomponente der Kraft zu der schiefen. Ebene ist 
nach Figur 74 

mg cos a. 

Sie wird durch die scliiefe Ebene kompensiert and es bleibt als 
wirkende Kraft nur nocli die 
tangent iale Komponente 

mg sin a 

iibrig, die dem Korper eine 
Beschleunigung 

g sin a 

erteilt, konstant wiihrend der — 

ganzen Bewegung, (ibenso wie i%. u, 

beim freien Fall. Das Pro- 
blem der Bewegung auf der schiefen Ebene laBt sich also auf das 
(h*s freien Fallen zuruekfiihren, wcnn wir g durch g sin a ersetzen. 
Damns folgt: Die Gesehwindigkeit des Korpers nach Ablauf der 
Zeit t von Begin n der Bewegung an ist 

v ~ g sin a • 1 7 

der in dieser Zeit / zuriickgelegte Weg 

(j sin a • t 2 
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rr/rt 

» Geachwindigkeit ,«!. ,mta 

Die.. >Wk™„.,« W .,at die Grdhe 

r 0 aia «• 

Der Hohepunkt isfc also erreicht in dem Moment* "«> r - r. sin « 
geworden ist, also wena ^ ^ sin a 

ist, d. h. die „Wurfhohe“ H' ist erreicht *or Z*»t 

r (t win « 


in 

Die Wurfhohe selber konnen wir folK.-udennnB.Mi .-rmittdn: In 
to Zeit t, wiirde <Ut Korper '.hue KM"# der *W eine. 
Puukt.0 erreiehen, der gegehen wt diirrh dm m dm /.mt l„ /.illicit- 

xelegten Weg 

A II • rj„ ■ ?/ ■ 

Er hatte jetzt tiber dem Erdlmden die H<"di- 

)■„ ' iUD 1 (i 

// ( r *« AH' tf 

erlangt, and von dicser Hfih* |H*« der W-tf •*>'. d,„ r.u-h den 
Fallgesetzen in der Zeit t 0 nnch unten /ur-t.-h «i Ut. d h d-r V\,. g 


Somit ist ciio Wurfhdhe 


11 . In almlieher W«*is*o liillt m»*1i au. h us- ^ 
enken wir mis don Korpr v*»m Krdi«* «*i»*n •* ol* 

e Wurfvveite daim erreicht, \s*<nu »*r «“•!■•!• ,1, '‘ 
l der Zeit t v die or liierzu liraurhf. w'^rdr «-r ■? 1. 

dhwere utn die Hohe 

/,// -It r 

ehoben sein. Durrii Einwirkuim >* Lvu- r- n» *i> 
eit ^ um das ^leielie Stiiek /, // K* ^dl**n *’in i* h 


! 1 v* • l? *• * mu i! 


it, ikiintr «l«*r 
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also: 

v 0 t x sin a = ‘ 

Diese Gleicbung liefert uns zwei Werte t 1} in denen beiden der 
Korper den Erdboden beriibrt. Der eine Wert ist t x =* 0. Er gebort 
dem Anfang A der Bewegung an. Der zweite Wert ist 

, 2 v 0 sin a 

1 ~ g ' 

und dies ist die Zeit, nacb der der Korper zum zweiten Male, also 
bei 11 den Boden erreicbt, die „Wurfdauer“ Ans diesem Werte von t t 
ergibt sich die Lange 

AL— 2t? o 2sino: 

9 


und bieraus geometriscb die Lange All, d. b. die Wurfweite l : 




oder, da 2 sin a cos a = sin 2a, 

l = -^-gin 2a. 

9 

Nocb einfacber lassen sicb die Ergebnisse der zwei letzten Ab- 
schnitte analytisch unter Zugrundelegung von Nr. 9. ermitteln. 

12. Aus letzter Gleicbung lafit sicb umgekebrt der zu einer 
bestimmten Wurfweite l gehorige ;; Elevationswinkel“ a berecbnen. 
Es ist 7 

• a 1 9 
sm 2 a = 2 • 

Da ein Winkel durcb seinen Sinus zweideutig bestimmt ist, so 
ergeben sicb zwei Werte von 2 a, von denen der eine urn ebensoviel 
groBer ist als 90°, wie der andere kleiner. a selbst liegt also beide 
Male zwiscben 0° und 90°. 

Eine bestimmte Wurfweite kann daber mit zwei verscbiedenen 
Elevationswmkeln a erreicht werden, von denen der eine um ebenso- 
viel groBer ist als 45°, wie der andere kleiner. 

Der sin2« erhalt seinen groBten Wert, namlich den Wert 1, 
wenn 2 a = 90°, also a = 45° ist. Bei einer gegebenen Anfangs- 
gescbwindigkeit wire! somit die Wurfweite am groBten, gleich Z 0 , 
wenn der Elevationswinkel 45° betriigt. Es ist dann 



n ml ah w Arden beide Werte von a einander erleich. 
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13 . Lassen wir den Winkel « gleich !K) U warden, ho g«>ht ^ er 
schiefe Wurf in den vertikal nach. oben geriehteten Wurf flber. R s 
ergibt sich jetzt von selbst die Wurfhohe 


H'G 




* 

2 u ’ 


wahrend die Wurfweite selbstverstandlich gleich 0 wird, da cob 00° -a 0 
ist. Das Problem des vertikalen Wurfen laBt sich also ho auffassen 
als ob sich der geschleuderte Korper mil einer konstimten (ioHchwin- 
digkeit v 0 aufwarts bewegt und von diener (lOHchwindigkeit in 
Moment die durch die Erdanziehimg eriangit* kmiHtimt wjudisende 
Greschwindigkeit verliert. Wenn die iefcztere gleieh der <h w li\vindig 
keit v 0 geworden ist ; dann ist der Hohupiinkf der fiewegung erroieht 
und von jetzt an beginnt der Korper einfuch nu**h den des 

freien Falles seine A bwartsbewegung. 


D. Das Pen del. 

14. Das in Nr. 4 dieses Paragruphen aufg«‘*Mhi* |Yiu/.ip ,. r , 
moglicht es uns, die JBewegung vines whwingenden mai h.-mut is<-h,. n 
Pendels, d. h. eines an einem gewiehtlosen i ;ui. n heti-wtigien Musseii 
punktes zu bestimmen. Bevor wir das eigentliehe Problem 
wollen wir eine Betraehtung anstellen, die nib i.ei der Lr.Nimg v „ u ' 
Nutzen sein wird. 

Auf einem Kreise mit dew Kudins a, dm- /umi, -h-,t . ,„j t 

der Kreisbahn des Pendels zu tun Imf, bew.-ge M eh . n, p„„kf { 
konstanter Geseliwindigkidf, r (Fig. 77 1 \ .dl.-nd.-i d. r I'linkt | 

einen ganzen Umlauf ■ d. h. den WYg ,j. r / 

ist seine Gescliwindigkeif 

t l! n •: 

r 

T 

Wir denken uns jetzt den I'nnki A in j,.d.,„ M, au! 
Dnrchmesser HGJi j,rojiziert, und wollen fra- 
der Projektionspunkt P wiilirend der irleiehfV'.rmi!, 

Braucbt A znr Zuriieklegiing eines kl.-iiifit U .• 
uns so klein denken wollen, dab uir ibn a | 
kdnnen — die Zeit t, so isi 

t 

In dieser Zeit konimt P bis p’ „„d p 
digkeit 


•o. H ie a! 

• ■n I w ''Uiiiii; will / 


i I 

T.l'ihl; 




wir 
:ur>r !i» ‘U 


r !i \\ in 


> *ui it 
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Nun ist 
und da 


PP' = = -4 J.' sin a, 


AP AP 
sm a = ~ = — 
-4C a 


und femer 
ist, so folgt: 
und 

W 2 Qi 7C > 2 7E j 

» = r/i- sm a = • iP. 




PP' = ^— # 

T a 



Die Geschwindigkeit von P ist also variabel. Sie ist gleich 0 an 
den Punkten B und B\ da hier AP = 0 ist, und sie ist am grofiten 
im Zentrum. Hier ist AP = a, und es wird in diesem Moment 
v = v sein. 

Um die Beschleunigung des Punktes P zu bestimmen, betracbten 
wir seine Geschwindigkeit in den Punkten P und P r , in denen sie 
die Werte v t = 2 %/T - AP und v 2 = 2x / T • A'P r annimmt. Durch 
Subtraktion dieser beiden Werte finden wir die Zunahme der Ge- 
schwindigkeit wiihrend der kleinen Zeit t 

v, - V, = ^ (A'P' — AP) = -fA'E. 


Also ist die Beschleunigung 




2 7T A'E 

; ~ ----- 


2 7t A A' 2 7t , 

■■ y t ~ cos a ^ y v cos a > 


und wenn wir den Wert von v einsetzen: 

4:7f 2 

p = ^ l2 a cos a. 


Nun ist a cos a = CP der Abstand, den der Punkt P in jedem 
Moment vom Zentrum hat. Setzen wir diesen der Ktirze halber 
gleich ,s* ; so folgt 




Es ist also die Beschleunigung in jedem Moment proportional 
dem Abstande des Punktes P vom Zentrum. Eine solche Bewegung, 
wie sie P ausfiihrt, heiBt eine „Sclvwingung“. T ist die Zeit, die 
der Punkt P zu einem einmaligen Hin- und Riickgange braucht; man 
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15 . Wir konnen hieraus folgenden SckluB ziehen: Bewegt sick 
ein Punkt auf einer Greraden kin imd ker untar dem Einflusse einer 
Kraft, die ikm in jedem Moment in der Richtung der Rewegimg eine 
Beschleunigung erteilt, die proportional dem jeweiligen Abstande des 
Punktes von einem festen Zentrum ist, oder — in einer Gleiclmng 
ausgedriickt — ist 

p = Its, 


wo k eine Konstante ist, so steht der Proportionalitiitsf&ktor k zu 
der Schwingungsdauer in der Relation: 


it- 


4 7t“ 


T* 7 


oder es ist 


T - 


2 it 

yi 


16 . Es laJBt sick nun leickt zeigen, daB auf den Massenpunkt 
eines matkematiscken Pendels — wenigstens angemihert 4 — eine 
solcke Kraft wirkt. 

Das Pendel, von der Lange OP — l (Fig. 78), sei in einem be- 
trackteten Moment urn den Winkel a aus seiner Ruhelage erhoben. 
Auf den Punkt P wirkt die Erdanziehung mit einer Kraft mg. 
Diese Kraft konnen wir uns zerlegt denken in eine Kompommfce in 
der Baknricktung 


PL 


mg mn a 


und eine zur Baknricktung senkreckte Komponenie, die ftir die Be- 


wegung aber verloren geht, da die Festigkeit des Fndens ihr ent- 

gegenwirkt. Die Komponente PL iild auf 
den Punkt P (due Bes<*.lileunigung aus 



oder 


P 


g sm a 


P 


C'P 


Der Punkt P entHprirhi jefzt <)em 
dem Durckmesser des Ililfskreises sick 
wegenden FuBpunkte P, der Durelmie.sHt 


auf 

he 


dieses Hilfskreises dem Wege, den der Pendel- 


Fig. 78. 


punkt bei einem Hin- oder H iiek gauge bo- 
schreibt. 

Nimmt nun der Winkel a iiberhaupt nur 
selir kleine Werte an. d. ii. wird das Pendel 
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nur sehr wenig aus seiner Ruhelage erhoben, so konnen wir C'P 
dnrcb die nabezn geradlinige Strecke PC=s ersetzen (Bd. I, § 114 
der l ten , § 127 der 2 ten Anflage) und erbalten 

g 

p-fs. 

Es ist also hier die Konstante k gleich g/l und es ergibt sicb die 
Schwingungsdauer des Pendels: 

T-2*yi, 

woraus sich folgern laBt, daB die Schwingungsdauer unabhangig vom 
„ElevationswinkeF, d. h. yom groBten Ausschlage des Pendels ist. 
Diesen Winkel nennt man die „ Amplitude" der ,,oszillatorischen“ Be- 
wegung. 

Die Gleichung fur die Schwingungsdauer T lautet, nach g auf- 
gelost: 

4 jp 2 Z 

9 ) 

und sie wird in dieser Form praktisch dazu verwandt, die Gravitations- 
konstante g aus der Lange und Schwingungsdauer eines Pendels zu 
bestimmen. 

Es folgt aus dieser Gleichung, daB die Schwingungsdauer eines 
Pendels um so kurzer ist, je kurzer das Pendel ist. 

17 . Unter einem Sekundenpendel versteht man ein Pendel, das 
in einer Sekunde eine halbe Schwingung, d. h. einen einmaligen Hin- 
oder Riickgang yollendet. Fiir ein solches muB also 

‘-Vt- 

l -b 

sein. Die Gravitationskonstante g ist von der geographischen Breite 
abhangig. Sie betragt in der Breite von StraBburg (48,58°) 9,8090, 
wenn die Lange in Metern gemessen wird. Daraus folgt die Lange 
des Sekundenpendels 

= 0,99386 m. 

In Berlin (52,50°) ist 

g = 9,8128, 

Z = 0,99424. 

IS. Die hier angestellten Betrachtungen gelten zunachst nur fiir 
ein sogenanntes ,,nmthematisches“ Pendel, bei dem ein Massenpunkt 

on Dniom neonnm riaon TT'cirlon niT’Pn’cUiciriO’f. laf. TT.-m la.Rf, SlftVl 
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nicht realisieren. Dem Experiment sind imr „phyBiBche w Pend 
zuganglich, bei denen eine Verteilung ron Masse fiber einen endiieb 
Eaum ; die Pendelkugel und den Aufhangefaden, vorliegt. W 
haben bier streng genommen eine unendlicke Zahl von Pendeln vc 
alien denkbaren Langen, die ihre gegenseitige Sckwingung beeinflusse 
Die Schwingungsdauer des ganzen Systems fiillfc infolgedessen khim 
aus als die des langsten unter ihnen. Eine Vorrichtung, die es g 
stattet, die Lange des gleicbsehwingenden matheinatiachen Pendels s 
ermitteln, ist das Reyersionspendel, das wir bei wpitierer (lelegenhe 
besprechen werden. 


19 . Die Gesehwindigkeit v Q , die der Pendelpunkt an seim 
tiefsten Stelle besitzt, laBt sieh leieht ermitteln, da sie gleich di 
Greschwindigkeit sein muB, die der auf dem Hilfskreise (Fig. 77) koi 
stant rotierende Punkt hat (S. 103: r v). Dinner Kreis hat dt 
Radius l sin a (oder genahert la), also den IJmfang s ^ 2xt sin a, 
Zum Umlaufen dieses Krebses branch! der Punkt die Ze 


T=2jt~y / -~-> also ist 


Es ist aber (Fig. 78): 


?; () * * -••• Y l ij sin a. 


I sin a tang 


a 


z&J ( !( 


h. 


da ^ CPC' = aji, wenn CP die Selme, nirhf den lingen bedeute 
Bei kleinen Ausschliigen ist angenahert tang u " < ** 1 ! 2 sin ( 
also sin a tang a u > — 1/2 sin" a , und es wird 

r c» V' -hi- 

Der Pendelpunkt erreieht also die (tesehw indigkeit t die er beii 
freien Fall aus gleicher Hdhe aucli erreichen wtirde. Nach dei 
Energieprinzip ist dies streng rich tig. 


§ 18. ReibungskWlfte. 

1. Den Begrift der Iteibung habeu wir hereit.> otter y,u ej 
wnhnen Gelegenheit gehabt. Wir kbnnen in it seiner liilfe gevviss 
erfahrungsgemaBe Abweichnngen von den lusher gewonuenen Oesetze 
erklaren. So wird ein Korper, der statt i in In ft leeren Ratline in d*j 
Luft ; oder gar in einer Fliissigkeit fiillt, keineswegs den Uesetze 
des freien Falles geniigen* er wird sich vor all cm naeli einer gewisse 
Zeit ; die bei zahen Fliissigkeiten sehr bald erreieht ist, nieht meb 

h Ad/iL I An tn i /vd* J M * 1. I i / 4 9 4 * • » i » 
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2. Wir definieren: Die Reibungskrafte sind Krafte, die erst 
auftreten, wenn sich der Korper bewegt, die wir also statiscb niemals 
nachweisen konnen. Sie wirken der Bewegung burner entgegen, und 
sind urn so groBer, je groBer die Gescbwindigkeit ist. 

Daraus folgt, dafi der Korper dnrcb die Bescbleunigung nach 
Ablanf einer gewissen Zeit x eine Grescbwindigkeit von der GroBe 
erreicht, daB die ihr entsprecbende Reibungskraft yon der „treibenden“ 
Kraft nicht roehr merklich abweicbt, und der Korper bewegt sicb 
nun mit annabernd konstanter Grescbwindigkeit weiter. 

3. Die einfacbste Annabme, die den Bedingungen 2. geniigt, ist 
die, daB die Reibungskraft der Gescbwindigkeit proportional ist. 
Dann gebt die „Bewegungsgleicbung“ (5) in § 16 tiber in 

(1) K — bv = mp, 

wenn K die treibende Kraft, v die Gescbwindigkeit , m und p Masse 
und Bescbleunigung bedeuten. b ist die „Reibungskonstante“. Die 
Differenz der linken Seite ist im Sinne der Yektorenaddition zu 
versteben. Nacb Ablauf der Zeit x wird 

(2) K=bv 

geworden sein, also folgt: 

Die Gescbwindigkeit ist der Kraft proportional. Die 
Gescbwindigkeit, und damit die Babn, bat die Ricbtung 
der Kraft. 

An diesem Ergebnis kann man die Berecbtigung unserer An- 
nahme der Proportionality yon Reibungskraft und Gescbwindigkeit 
experimentell prtifen. 

4. Wie groB die Zeit r ist, ist auBer yon den Anspriicben an 
die Genauigkeit (streng genommen ist x — oo) yon der GroBe von 6 
und m abhiingig und b wieder ist von dem Korper und dem uni- 
gebenden Medium abhangig. Je groBer b , urn so rascber wird v 
die der Gleicbung (2) geniigende Gescbwindigkeit erreicbt baben. Je 
kleiner m bei gleicbem K und b ist, um so groBer wird die einem 
bestimmten Momente entsprecbende Bescbleunigung sein, also wieder 
um so rascber die der Gleichung (2) geniigende Gescbwindigkeit er- 
reicbt sein. 

Bei sehr grofiem Werte b/m wird die Zeit x gegen alle in Be- 
tracht kommenden Zeiten zu vernacblassigen sein. Dann heiBt die 
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nicht realisieren. Dem Experiment Hind mu* ,,phym8ohe“ Pendel 
zuganglich, bei denen eine Verieilung von Masse fiber mmm endliehen 
Raurn, die Pendelkugel and den AufhSngefadtm, vorliegt, Wir 
Laben hier streng genommen eine unendliche Zahl von Pendeln von 
alien denkbaren Langen, die ihre gegenseitige Behwingung beeinflusaea. 
Die Schwingungsdauer des ganzen Systems flillt infVdgedesBen kleiner 
aus als die des langsten unter ihnen. Eine Vorrirh tung, die es ge- 
stattet, die Lange des gleichschwingenden nmtheirmtisehen Pernkk zu 
ermitteln, ist das Reversionspendel, das wir bei Kpiiterer (tolegenheit 
besprechen werden. 

19 , Die Geschwindigkeit t? 0 , die dor Pendelpuukt an seiner 
tiefsten Stelle besitzt, lafit sich lei eh t ermitfadn, da me gleieh der 
Geschwindigkeit sein muB, die der auf dem Hilfskreise i Fig. 77) kon- 
stant rotierende Punkt hat (S. 103: r v i. Dinner Kreis hat den 
Radius l sin a (oder genahert let), also den Piaffing s sin u. 

Zum Umlaufen dieses Kreisea hrauehf der Punkt die Zeit 

T = 2 % ~f/ ~j ? also ist 

v it * ]/ Iff sin a. 

Es ist aber (Fig. 78): 

I sin a tang * ^ < h , 

da CPC' = «/t>, wenu CP die Selme, nieht d« n Hogeu brdeutet, 
Bei ldeinen Ausschlagen ist ungenahert tang < •.» t *„> 1 2 *in 

also sin a tang a 2 ~~ 1/2 sin* o, uud «*h u ird 

\ '2htj. 

Der Pendelpunkt erreieht also d i e (tesrhw mdigkeit , dm er heim 
freien Fall aus gleicher Hbhe aueh erreiehen wiirde Narh dem 
Energieprinzip ist dies strong riehtig. 


§ 18 . Keibiingskratte. 

1. Den Begriff der Ueibung hahen wir 1>* r* i! f'Vfi n* m er- 
wahnen Gelegenheit gehabt. Wir kfuinen init sein»*r I Lite gewis^e 
erfahrungsgemaBe Abweichungen von den lusher g«*w onneuen ( tenet /en 
erklaren. So wird ein Korper, der sfatt ins luBleeren f Online in der 
Luft ; oder gar in einer Fh'issigkeit fiillt, keiimstv.-g* d» n itrsetzeu 
des freien Falles genfigen; er wird si<*h v**r aliens imeh nmT gewisHen 
Zeit ? die bei zahen hlussigkeiten selir bald erreieht mt , nieht inelir 
beschlennigt, sondern mit konatanter (iene.hu *» 
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2. Wir definieren: Die Reibungskrafte sind Krafte, die erst 
auftreten, wenn sicli der Korper bewegt, die wir also statiscli niemals 
nacbweisen konnen. Sie wirken der Bewegung immer entgegen, und 
sind um so groBer, je groBer die Gescbwindigkeit ist. 

Daraus folgt, daB der Korper durch die Bescbleunigung nacb 
Ablauf einer gewissen Zeit % eine Gescbwindigkeit yon der GroBe 
erreicbt, daB die ihr entsprecbende Reibungskraft von der „treibenden“ 
Kraft nicht mehr merklicb abweicbt, und der Korper bewegt sieb 
nun mit annabernd konstanter Grescbwindigkeit weiter. 

3. Die einfacbste Annabme, die den Bedingungen 2. geniigt, ist 
die, daB die Reibungskraft der Gescbwindigkeit proportional ist. 
Dann gebt die „Bewegungsgleicbung“ (5) in § 16 iiber in 

(1) K — bv = mp, 

wenn K die treibende Kraft, v die Geschwindigkeit, m und p Masse 
und Bescbleunigung bedeuten. b ist die „Reibungskonstante“. Die 
Differenz der linken Seite ist im Sinne der Yektorenaddition zu 
versteben. Nacb Ablauf der Zeit t wird 

( 2 ) K^bv 

geworden sein, also folgt: 

Die Gescbwindigkeit ist der Kraft proportional. Die 
Gescbwindigkeit, und damit die Babn, bat die Ricbtung 
der Kraft. 

An diesem Ergebnis kann man die Berecbtigung unserer An- 
nabme der Proportionalitat yon Reibungskraft und Gescbwindigkeit 
experimentell prilfen. 

4. Wie groB die Zeit t ist, ist auBer von den Anspriicben an 
die Genauigkeit (streng genommen ist t = oo) von der GroBe von & 
und m abbiingig und b wieder ist von dem Korper und deni um- 
gebenden Medium abbangig. Je groBer &, um so rascber wird v 
die der Gleiehung (2) geniigende Gescbwindigkeit erreicbt baben. Je 
kleiner m bei gleichem K und b ist, um so groBer wird die einem 
bestimmten Momente entsprecbende Bescbleunigung sein, also wieder 
um so rascber die der Gleicbung (2) geniigende Gescbwindigkeit er- 
reicbt sein. 

Bei sebr groBem Werte bjm wird die Zeit r gegen alle in Be- 
tracht kommenden Zeiten zu yernacblassigen sein. Dann heifit die 

"R flivr n nr nino R Ck txt cx ct n n rt nlrn P T'r n, C**b ft 1 "D* 
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§ 19. Winkelbeschleunigung und Tr%lieitsmoment. 

1. Bei den bisher betrachteten Bewegungen liandelte es sic 
stets darum, wie sicb ein starrer Korper unfcer dem Einflusse vo 
Kraften bewegt, die auf ihn wirken, wahrend jeder seiner Teile i 
gleicher Weise diesem Einflusse ausgesetzt ist, also den Kraften i 
Gesamtheit oder nur gewissen ihrer Komponenten folgen kann. 1 
hatte z. B. die schiefe Ebene einen Bewegungszwang auHgettbt, de 
alien Teilen des Korpers, der auf ihr gleitet, gleichmuBig zukan 
Alle Teile unterlagen dem Einflusse der gleiehen Kraftkomponente: 
und batten in jedem Moment die gleiehe Gesehwindigkcdt. 

Beim Pendel batten wir den bewegten Korper, als einen Manner 
punkt aufgefafit, der an einem gewiehtlosen Faden hing. Passe 
•wir nun die Pnnkte des gewiehtlosen Fadens als zmn bewegte 
Korper geborig auf, so sehen wir sclioxi bier, dall die verHcbiadene 
Punkte desselben Korpers verschiedenartige Bewegungen aunfilhrei 
Je naher ein Punkt des Pendels dem Drehpunkf gelegen i«t, am s 
kleiner wird der Weg sein, den er von einem Ernie seiner Balm bi 
zum anderen zuriicklegt; allgemein: uni so kleiner wird der Weg soil 
den er in ein und deniselben Zeitabsebnitte zunieklegf. 

Konstant aber bleibt der Winkel, don der \on dem betrellemle! 
Punkte nacb dem Drebpunkt bin gezogene Hadiusvektor in einer be 
stimmten Zeit beschreibt. Das gilt nieht nur U\r ein mathemaiisebe 
Pendel, sondern allgemein ftir einen beliebigeu starren Kr»rper, do 
urn eine Drehacbse beweglich ist, wie der Augensrhmu lehrL 

Zieben wir von beliebigen Punkt en ein»*s mu ein 
Acbse drebbaren Korpers die Lot e auf die nrehurh.se, « 
besebreiben diese Lote alle den gleie hen Winkel in de 
gleicben Zeit, worm sicb der Korper bewegt 

2. Wir kdnnen nun ebenso, u ie wir eine (iesebwindigkeit mr 
Bescbleunigung definiert haben, aueb eine Wmkrlgrsrhu mdigkejf utr 

U inke!iM*he!ib'umguug tleti 
nienm. In! } der Winke] 
den das Lot /nr Zeit t x , voi 
einer eiiimal tr>4ge|rgf m Bieb 
' ' * tung an gem«^><en, l»e>it/t, q 

das < » lei ehr m eineill 111) 
/ Weniges Njliitereii Zeitpunkt L d 
/ so ist dir \\ iukelge.^eltwill 
digkeit : 



Fig. 70. 


Sind (t . ’ die Winkel 
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geschwindigbeiten in zwei Zeitpnnkten t lf t 2 , so ist 

<p" = Lim ~—-~- 

= t L h h 

die Winkelbeschleunigung des Korpers. 

3. Es sei r das Lot, das wir yon einem Pnnkte P unseres 
Korpers auf die Drehachse fallen. In dem Zeitraume t t habe der 
Punkt einen Weg $ x und r einen Winkel cp ± yon einer gegebenen 
Nullage aus zuruckgelegt. Dann ist 

s i “ r( Pu 

wenn wir <p in BogenmaB messen. Ebenso ist zur Zeit t 2 

s 2 — rcp 2 . 


Die Geschwindigkeit ist nacb § 15, 2. 


v = Lim “ 

k=t i 


v = r • Lim ^ ~~ = rw : 

% — h * 5 


ebenso wird die Beschleunigung in der Bahnrichtung 

p = rep". 

Daraus folgt: 

Die Gescbwindigkeit und Beschleunigung in der 
Bahnrichtung eines Punbtes erhalt man durch Multi- 
plikation von Winkelgeschwindigkeit und Winkel- 
beschleunigung mit dem Radiusvektor. 

4. Wir denken uns jetzt wieder einen Apparat, ahnlich wie es 
unser mathematisches Pendel war. An einem starren gewichtlosen 
Paden DP sei eine Masse m 1 in beliebigem Abstande r t yon D aus 
angebracht. Das ganze System sei urn D drehbar und in P greife 
irgend eine Kraft an, in m 1 aber nicht. Die Erdanziehung auf m 1 
moge durcli irgend welche Vorrichtung als kompensiert angesehen 
werden, etwa dadurch, daB man die Drehachse normal zur Erde 
gelegen denkt. Die wirksame, also die in die Bahnrichtung des 
Punktes P fallende Komponente der Kraft heiBe K s (Pig. 80). 

In der Statik haben wir gesehen, daB wir im Falle des Gleich- 
gewi elites — nach den Hebelgesetzen § 7 — diese Kraft K s durch 
eine in m x angreifende zu K s parallele Kraft von der GroBe 


ersetzen konnen. 


no 
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Wir wollen es jetzt als experimentell erwiesene Tat- 
sache ansehen, daB, auch wenn die Krafte nicht im Gleieh- 

gewicht gehalten sind, diese Krafte K s in P und K s ~ in -w, 

einander gleiehwertig sind. 

Es gilt dann die Bewegungsgleichung: 

K -- = n hP = m i r i <p"> 

r i 

wenn p = die Bescbleunigung bedeutet, die der Korper m x durch 
die Kraft erfahrt. Also ist 

K s r = m x r^(p" . 

5. Befindet sich starr mit dem System DJP verb unden irgendwo 
ein zweiter Massenpunkt m 2 (Fig. 80), so muB ein Teil K x der Kraft 
K s dazu verwandt werden, die Masse m X) ein 
anderer K 2 die Masse m 2 in Bewegung zu setzen. 
Wie groB K x und K 2 sind, wissen wir vorerst 
nicht. Jedenfalls aber muB 

K x + K 2 ~ K s 

sein. Wir baben demnach 



K 


m x r x (p 


rr • ff 

oder Burch Addition naeh Multiplication mit r, 
resp. r i : 

Flg ' 80 ' K„r = (m l r 1 2 + <p". 

Entsprechend wird fur rnehr als zwei Massed m t) . .. 

K s r = + m 2 >y ') <p”. 

Die linke Seite dieser Gleichung K s r — J) haben wir in dor 
Statik unter dem Namen „Drehungsmoment“ kminen grlernt. Den 
Klammerausdruck der rechten Seite nennt man das „TriighoifHmoment“' 
des drehbaren Systems bezuglich der Drehaclise I). Wir wollen es 
mit R bezeicbnen. Dann erbalten wir eine Bewegungsgleirhung i'iir 
drebbare Korper, die ahnlich der Kraftgleichung § 10, (f>| gebaui ist: 


in Worten: 


D = Rep"- 


Das Drebungsmoment ist gleicb dem Produkt aus 
Tragbeitsmoment und Winkelbeschleunigung 
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Das Drehungsmoment ersetzt Her die Kraft der zitierten Kraft- 
gleichung, das Tragheitsmoment die Masse und die Winkelbeschleu- 
nigung die Beschleunigung. 


§ 20. Zentrifugalkraft und Zentripetalbeschleunigung. 

1. Wir haben beim Pendel gesehen, daB ein Teil der Kraft, die 
auf den Massenpunkt wirkt, dnrcb den Widerstand des Pendelfadens 
vernichtet wird. Er dient nur dazu, den Faden gespannt zn halten. 

Etwas ahnliches findet ganz allgemein statt, wenn sicb ein 
Korper zwangsweise auf einer gekrummten Bahn bewegt. Infolge 
des Tragheitsprinzips sucht der Korper sicb geradlinig zu bewegen, 
also nach auBen von seiner Babnricbtung abzuweichen. Eine scbein- 
bare Kraft wird ihn daher gegen die Bahn pressen, zn der sich natur- 
lich noch andere Krafte vektoriell addieren konnen. 

Diese Kraft, die sich lediglich aus der Tragheit erklart, heiBt 
die Zentrifngalkraft. 

Anderseits konnen wir die den Bewegungszwang ausubende Kurve 
in der Idee oder auch in Wirklichkeit durch eine Kraft ersetzen ; die 
jeweils gleich der Zentrifngalkraft und dieser entgegengesetzt ist. 
Sie heiBt die Zen trip etalkraft. 

2. Eh sei als Bahn ein Kreis votn Radius a vorgeschrieben. Ein 
Massonpunkt soil sich mit konstanter Gesohwindigkeit v anf dieser 
Balm bewegen. Welclie Resell leunigung mussen wir dem Punkte 
jeweils erteilen, dam it or die Kroisbahn nicht verlaBt? 

P sei der Massenpunkt. Wenn or sich selbst in einem Moment 
frei u be Hasson wiirde, wiirde or sich in gerader .Linie tangential zum 
Kreise fortbowegen und uaeh Ablauf oines sehr klein zu denkenden 
Zeitteilchens Jl nach einem Orte P' kommen, der inn die Strecke 
PP' ~~vJt von P ontfemt ist. Um 
don Punkt auf dem Kreis zu er- 
liulten, rnussen wir ihn gleichzeitig 
gen-on den Kreis hill versehieben. 

In dem Moment, wo er P pnssiert, 
hat er koine Geschwindigkeit in 
Itiehtung PC (Fig. 81). Wenn 
or a.l m* r weiterliin auf dem Kreis 
bleiben soil, muB er, z. B. wenn er 
nach P, kommt, in einer zu PC 
parallolen Itiehtung eine Geschwin 
digkeit erlangen. Die Geschwindig- 
keit parallel PC muB also von Null 



Fitf. 81 . 
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an wachsen. Wir mfissen ihm eine „Beschletmigung u in dieser Rich- 
trmg erteilen, also in Richtung des Radiusvektor*, die „Zentripetal- 
beschleunigung". Diese Beschleunigung mufi so groB sein, daB sie 

den Punkt nach Pj fihrt. Wir konnen danac.h die wahre Bewegung 
auffassen, als ob sie sich zusammensetzte aus der geradlinigon Be- 
wegnng PP' nacb dem Tragheitsgesetz, und einem gleichzeiiig< m 

Fall von P' nach P 1 . 

1st cp der Winkel, um den sich in der Znit Jt der Radiusvektor 

gedreht hat, so ist 


P x P' = a 



— a 


1 — con tp 
cm ip 


Sffi win* ^ 

«# 

i *in’ 9 


Nehmen mx Jt hinreichend klein, so wird if so klein werden, daB 
wir den Sinus durch den Bogen ereetzen und ini Xenner ‘J H in s 9 

gegen 1 vemachlassigen konnen. Eh bleiht 


1\ P' 


-* a 


als Fallhohe. Die zu berechnende Be»eh|t.umgimg kmuieu wir jeden- 
falls fiber die kleine Strecke 1\ V bin «<1« k.uiHlani anH.dien, daB 
wir die Gesetze des freien Fallen bier anwendm konnen Xim Ii dj<, Hl ». 

Gesetzen ist (vgl. § 17, 3 .) 

T) ry <f 5 J f’ 

P a ^ p t t , 


wenn wir unter p die Acut ri petw I iM'Hi* ji 1 * *mn g u ? 4 
somit ist 


1 * f „ 


a 


a ,)* 


"V 


wenn die Winkelgescbwindigkeit 9 Jt lm t l„ W|r ,j 

3. Da diese Beschleunigung normal /m l!..hru i-litung M.-ht ... 
kann s le die Geschwindigkeit in der Ba!,„r..-l,t„. iy m-ht I,.' mnll.mHe,, 

die also Want (- r) bleiht. Ibe *,„ r)! ..,aU ■Ul., iuw £ 

somit nur von der jeweiligeu Winkelg, .*•},« lnd.^ke,!, . ,.j.- r ,h. 


•also 


tl( f 


ist ; nur von der jeweiligen 
Kreises abhangig. 


; 5 

P 

n 

GeHelnvmdigkeit und d-m Rudni* 


«ll** 
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4. Wenn die Geschwindigkeit v nicht konstant ist, so konnen 
wir uns in gleicher Weise die Bahnrichtung durch eine nach dem 
Mittelpunkt lain gerichtete Beschleunigung 



worin aber v jetzt den jeweiligen Wert der Geschwindigkeit bedeutet, 
erhalten denken. Das geht deswegen, weil wir wahrend des kleinen 
Zeitteilchens Alt die Geschwindigkeit in Bahnrichtung als konstant 
ansehen diirfen. Dieses p ist aber auch die einzige zur Bahnrichtung 
senkrechte Beschleunigungskomponente, die wir annehmen diirfen. 
Jede weitere Komponente wiirde ja den Korper aus der Bahn wieder 
herausfiihren. 

In liichtung der Bahn wird der Korper eine weitere Beschleu- 
nigungskomponente besitzen, die sich berechnet als 


Ps 


* Km 
0 


At 


Die Yeranderlichkeit von v in der Bahnrichtung kann im all- 
gemeinen von einer beliebig gerichteten Beschleunigung lierriihren. 
Immer aber kbnnen wir sie ersetzen durch eine Komponente in der 
Bahnrichtung, p sJ und eine dazu normale Komponente, die Zentri- 
petalbcHchlounigung, von der (ho Be 

V“ 

p - 
1 a 

5. 1st die Balm kern Krais, sondent eine beliebige stetig ge- 
knimmte K n rve, ho gilt immer nodi die gleicho Betrachtung, da wir 
ein kle.ines Stuck Pl\ einer solchen Kurvo als Kreisstiick ansehen 
konnen, niimlirh als Stiick des „ K r dm m 1 1 ngskr e isos“ (in Bd. II, § 81 
filr Kegelsrhnitto durehgefUhrt). Daher wird auch bei einer beliebig 
geknimmten Balm die Zmitripctalhesdilounigung p «= v*/a sein, aber a 
bedeutet jetzt. den Krilnunungsradius, und die Beschleunigung ist 
nacli dem jeweiligen K rbrnmungsmittelpunkt. bin geriehtet. 

(L Die Kraft, die angewandt. werden inuB, um dem Massenpunkt 
von der Masse m di<‘se Zentuipelalboschleunigung zu erteilon, lieiBt 
die, Zentri petal k raft. 

1st eine. solche Kraft, in Wirklichkeit nicht vorhanden, somlern 
wird die Balm durch emeu Zwang, etvva durch eine gekruiriinte 
Unt erlage oder wie bed in Pendel durch einen Faden, aufreeht er- 
halten, so iibt, der Massenpunkt auf diese Unfcerlage oder den Fad on 
eine Kraft von der GrbBe der Zmitripotalkraft, aber ihr entgegen- 
gesetzt aus. Diese Kraft heiBt ,,Zentrifugalkraft“ Von einer 
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ZentrifugMbesehleunigung kann man nur spree-hen, wonn man sie 

relativ zum bewegten Korper auffaBt. Ein von einem rotierenden 
Korper durch die Zentrifugalkraft abgesehleuderter Massenpunkt wird 
sick, wenn keine anderen Krafte auf ihn wirken, im Kaumo unbe- 
schleunigt weiter bewegen. Denken wir uns nber ein im rotierenden 
Korper festes Koordinatensystem, das also mit ihm rotiert, ho wird 
die Bewegung des abgeschleuderten Korpers in diesem Koordinaten- 
system eine ungleichformig beschleunigte win. U*-r Anfangawert der 
Besehleunigung kann als die Zentrifugalbesehleunigung atiigefaBt 
werden, die nacl dem Gesetz von „Aktion und Ki aktion" (§ 21, 12.) 
durcb die Zwangsvorriehtung gerade kompensiert wird, ho duB ,,i ne 
Besehleunigung nicht eintritt. 


7 . Die Zentrifugalkraft spielt ■/.. B. bci der Rotation der Erde 
eine Rolle. Es werden Korper ain Aijuator infolge dor Uniat ion ein 
geringeres Gewicht haben, als an den Rolen. !)»• Kraft, die die 
Erde auf einen Korper von der Masse m uustibt, ist am Aijuator 
gm = 978,1 m dyn. Die Winkelgesehw indigknt betriigt 2» pro 
Tag, also 


2 x 


IUHHHI727 1 

7 *!*■ ' 


^ = 21- 1;0 ■ 00 m»e. 

Der Erdradius am Aquator hat ungefiihr die Gi.'.tS.- 
a ^ <i.‘>7 ,-m. 


Die Kraft pm setzt sieli zusaimnen ail- d.-r eig.-ntli.-h.-n GniMtution 
(x m dyn) und der ihr entgegen gerii-hf.-t. n /.-ntnfugiilkraft I 
nach ist die eigentlicbe Gravitation gegeh.-n dur<-li dm Glen-hung; 


Hi a 


HI J ' 


m y d <t, 

* i 

oo thtf 


978,1 - ( is 

Es ist <p'*a =* also 
.r - 




jn- 


die der Erdanziehung allein zukoinm. n.l. M.-H.-hh- 
Interessant ist die folgi-nd.- Frag.-: 

Wievielmal sclmeller milllte si.-h ,j„. |.; r ,],. 
wirklich tut, damit am Aijuator die S, 
Zentrifugalkraft kompensiert vviire? 

Es miifite sein: 


n.iUiin 




ill H hjt' t‘4 

‘Inn’ll ilit* 


ms ma i/ u , 
ni * 9K1,:> =» )n . . in* 


" n 
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worm n die gesuchte Zahl bedeutet, also tp' = n<p' die gesuchte Ko- 
tationsgeschwindigkeit ist. Daraus folgt: 

n - 17,06. 

Wurde sich also die Erde 17 mal so schnell drehen, als sie es tut, 
ware ein Tag ein Siebzehntel unseres Tages, dann ware am Aquator 
die Schwere gerade kompensiert. 


§ 21. Die Keplerschen Gesetze und das Gesetz von der 
Massenanziehung. 

1. Auf empirischem Wege hat Kepler 1 ) fur die Bewegung der 
Planeten um die Sonne die folgenden Gesetze gefunden. 

1. Die Planetenbahnen sind ebene Kurven, und die von der 
Sonne nach den Planeten gezogenen. radii vectores beschreiben 
Flachen, die der Zeit proportional sind. 

2. Die Planetenbahnen sind Ellipsen, in deren einem Brenn- 
punkte sich das Sonnenzentrum befindet. 

3. Die Quadrate der Umlaufszeiten verschiedener Planeten ver- 
halten sich wie die Kuben der groBen Halbachsen. 

Die Abwei chung der Planetenbahnen von der geradlinigen Balm 
erklliren wir entsprechend frii herein (lurch eine Beschleunigung, die 
die Planeten andauernd erfahren und wir wollen untersuchen, welche 
GesetzmaBigkeit sich aus (liesen drei Gesetzen fur die Beschleunigung 
und die die Beschleunigung hervorrufende Kraft ergibt. 

2. Riohtung der Beschleunigung. Es sei (Fig. 82) 8 der 
Mittelpunkt der Sonne, P der Ort des Planeten in einem bestimmten 
Zeitmoment, sagen wir zur Zeit t. Nach Verlauf der Zeit z It sei der 
Planet nach P 2 gelangt, und es sei so klein angenommen, daB die 

Selin e PP, 2 von dem Bogen PP 2 nicht melrr zu unterscheiden ist 
(in Figur 83 ist ein Teil der Figur 82 etwas groBer und deutlicher 
wiederholt). Es sei VP' die Tangente an die Bahn in Punkt P und 
PP^V^V' ein Parallelogram m. 

1) Johannes Kepler (Kcpplor) ist am ^7. T)e.z. 1671 zu Magstadt in Wiirttem- 
Lcrg geboren und in Regensburg am 16. Nov. 1030 gestorben. 8ein orstor Schul- 
unterriclit. war sebr mange, lhaft, bis er die Kloatersehulo zu Adelborg, spilter die 
zu Maulbronn besuclite. In Tubingen gedaehte er Rich dem theologiacben 
Studium zu widmon. Bei den Vorstudien erkannte er und Rein Lehrer Miistlin 
aein Talent fiir Mat-htmiatik, der or sicli, da er sich mit der Orthodoxio niclit bo- 
frennden konnte, dann g;mz widmete. Er wurde 161)4 Professor der Mathematik 
in Graz, Hpiitor in Prag und in Linz. Kepler hat wahrend Heines ganzen Lobons 
mit MiBgORchick und Gold not zu kiimpferi gehabt. 
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3. Nach dem ersten Keplerschen Genet/. ist die Fliiebe des 

Dreiecks SP^P^c/lt, worin c eine zu dem betreffendeu Pluneten 
gehorige Konstante ist. Ebenso groB ist aber aueh die Flitubo des 
Dreiecks SP'P, weil beide die gemeinsame Grundliuic S P Imben und 
die Verbindungslinie P,P' ihrer Spitzen zur Gruiidlinie parallel ist. 

Diese Elache ist aber auch gleich IPP’-h , w«*an h dun von H auf 
die Bahntangente gefallte Perpendikel ist. Also ist 

(1) h ■ PP' - SP ■ P~R * 2rJt. 




L Ist v die Gesehwindigkeit, die <i.*r 1‘lau, j , m ibnikt /' w.rk 
kch hat, und v die Gescliwimligki.it, die cr Imb.m miltite, ,|,. r 

Aeit dt von P nack P' zu gelangen, so ist 

( 2 ) PP, - v.Jt, r./i> 

Fernerfolgt aus dem Dreieck PP,/'' mud, 

P'J> ^ ]> j>' M 

Hill l f,i * 

und nach deni Kosinusnatze: 

PP 2 - V PP ' 3 + P'j>t , o/» r /.* /• 

= PP'l/l-f ; -'sill......-,,. 

also nach (2): “ * i, 1 .. ,, ■ 

(3) v = v' ]/ j 4 . a sin i.i . , 

y ■ siii* (<. ... * Hi,, „ ■ 
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Wenn nun Jt unendlich klein wind, so wird co unendlich klein, weil 
die Tangente die Grenzlage der Selme ist 7 wahrend a als der 
Winkel 7 den die Tangente mit dem Radiusvektor Tbildet^ einen un- 
veranderten Wert behalt und daraus ergibt sick nach (3): 

(4) v = v r , 

d. h. es ist P' der Punkt 7 den der Planet P in der unendlich kleinen 
Zeit Jt erreichen wiirde 7 wenn er sich einfach nach dem Tragheits- 
gesetz bewegte. 

Fiir die Konstante c ergibt sich aus (1) und (2): 

c = ~\hv. 

5. Die wahre Planetenbahm PP 2 laBt sich demnach an jedem 
Punkte wahrend einer unendlich kleinen Zeit durch zwei Bewegungen 
ersetzen, namlich: 

1. Der Planet fuhrt entsprechend seiner Tragheit eine gerad- 
linige gleichformige Bewegung mit der konstanten Geschwindig- 
keit v aus. 

2. Gleichzeitig fallt er von P nach P l7 d. h. auf die Sonne zu. 
Also wahrend der Zeitz/£ erfahrt er aus seiner geradlinigen Bahn 

gegen die Sonne bin eine Beschleunigung, die so groB ist, daB sie 
ihn in der Zeit /Jt von P nach I\ befordert. 

I. Die Beschleunigung des Planeten ist gegon die Sonne 
li in geri elite t. 

Dies© Tatsache erklaren wir dadurch, daB die Sonne auf den 
Planeten eine ?7 anziehende Kraft* 4 ausiibt. 

6. GroBe der Beschleunigung eines Planeten. 1 ) 

Stellen wir uns die Bewegung 2. des vorigen Abscknittes als 
freien Fall vor, so konnen wir sie nach don Gesetzen von § 17, A. 
behandeln. Die hier wirkende Beschleunigung konnen wir in jedem 
Moment als konst ant ansehen 7 wc.nn wir sie nur eine unendlich kleine 
Zeit .It hindurch wirkend denken. Es wird dann die Pallhohe 

p p p(Jty 

1 1 i ~ % j 

wo p die zu bestimmonde Beschleunigung bedeutet. Also ist 

/>/> 

■ t) _ 2 - ' 

1) Ableikmg nach Newton „Principia niathematica 11 1. Buck, Abschnitt II. 

Ueut.Bch von J. Ph, Wolfern. 
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und liieratLS ergibt sioh nach (1) 


( 5 ) 


P 


8 c*PP, 1 


P t lP SI* 

7. Da der Malt der ganzen Ellipse mit d<*n HiUbuehm-u a mid b 

s = abn (vgl. Bd. II, § l f >>5 1 

ist, so muB 

^ ahit =*■ cT 

sein, wenn wir unter T die ganze Umlaufszeit, d. h. die Zeit ver- 
stehen, die der Planet zum einmaligen Ihirehlmifen seiner Hahn 
brancht; denn der Radiusvektor besclireibt in tier Zeit ’V die giuize 

Flache der Ellipse. 

8. Satz: Die GrdBe (vgl. 01. ■"») jut <•!»«* KmiHtanti* der 

betreffenden Ellipse. 

Be weis (vgl. Fig. 84): 

Es sei DC | PJP'. Dann sind DC und CD kmijugierfe Hulb- 
messer der Ellipse (vgl. Bd. II, § H(), i. 

Femer sei SJ\ \ DC, wetm // den zweiten Breimpunki der 
Ellipse bedeutet. Dann folgt ans der Ahnliebkeit der Dreierke S.JIl 

und SEC 

(7) JK > ES. 

Da -£//,/?-•! -ID V\ 

<£JIIP •! II VZ 

und 

-ZHEZ-^n'C (vgl. lid. II. § 7^. 7. , 

ist, so ist 

•r II JV -;.////’. 


also ist HJP ein gleichsclienkliges Dreieek und bdglieh 
( 8 ) 1 \J HV 

Aus (7) und (8) folgt weiter: 


e v — /<;,/ f ,/ V SE i IIP 
« ’ iSV + VIC. 

und wegen der Definition der Ellipse i Bd. II , 1 i |h! lil'nti 

( 9 ) H P A C. 

Es ist 


l\P KP a r 

PV pr !>(" 
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also 


P X P AC 

GY * PF GF- PC'* 


Nun ist aber (nach Bd. II ; § 80 ; 2. (4) (unser Punkt F entspricht 
dort dem Punkt P, der auf die y-Achse geruckt zu denken ist)) 


also 

( 10 ) 


G V-PV = PC 2 

p7f 2 cd* 9 

P X P _ AC • PC 
J^f 2 GV- (Tfi 2 


Statt P 2 F konnen wir P a P x setzen, denn 

(11) P 2 F=P a P 1 ±P 1 F 

(-J- je nachdem P oberhalb oder unterbalb von ^LC liegt), 



rnals — d. h. fur keine Lage ^ 

von P auf der Ellipse — 

gleioh Null werden, aulier wenn die Ellipse zur geraden Linie de- 
generiert* denn sie sind die Sinus der Winkel, die die Tangente in 
P m it den nach dem Mittelpmikt und dem Brenn punkt der Ellipse 
gezogenen Leitstrahlen bildet. 

Lassen wir nun P 2 an P t unendlielL nahe heranriicken, so wird 
P 2 F und 1\ P unendlieh klein, sin (P 1 P 2 P) ebenfalls unendlich klein, 
also auch P 1 V/ P P 2 unendlich klein. Nach (2) und (4) ist aber 

PJ\ = _ i 

PP' T x P t ’ 
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und folglich ist aucb P 1 V/P l P s unendlich klein. Demrmch folgt 

aus (11) p v 

= 1 . 

P,P, 

Also wird aus (10) p p iC , M , 

P,p7 “ GV-CD'' 

Femer ist, da PPjPj und FPE nhnliche Dreiecke sin<l (FP± PP'), 
(P^) 8 : (P 2 P) S - (EPf : (PPj* - { AC\ a : < P /')*, 

uud da nun umgeschriebene Parallelogrammw flik-heiigleich sind (vgl. 

Bd. II, § 80, 4.) 

' AC ■ CJi = PF • 1>< , 

also 

ax')* 

JP t M) % (Clt)' 

Dadurch wird 

l\ P _ AC PC 

pjc “ av.cic ’ 

Wenn P 2 an P x unendlieh nahe heron r(lf*kt, wire! hw nnf un- 

endlicli kleine Glieder 

und setzen wir die beiden halben Achneu der Kllip**' ghneh n mid h 
ein, so folgt: 

l\ P a 

also gleicb einer Konstanten fiir dip Kllipm*. 

9. Es geht dadurch die Gleichung f> fiir do* BiHrhiimmgung 
des Planeten ; wenn wir den Radiusvektor SP uui / f*i»/eiclmcn t 
iiber in 

r" n 1 


/> 4 


oder wegen Gleicbung (0) iu 

}>■ 


h 1 C 


4.7“ ** 1 

7' 3 r* 


10 . Dieses Gesetz, das wir in die Imnn Helindfen K « * 1 1 n*m 

m /• 

gilt zunaebst fiir einen Planeten. (' int f*iu** K < m nt n u t« • fiir il i< * Hahn 
dieses Planeten und abbiingig von dereu gn.Uer Ilalbu.-liHe mni der 
Umlaufszeit. Von vornherein iniissen wir Hiinehiuen , dab (" J fiir 
jeden anderen Planeten einen anderen Wert unuimiut. Ini tibrigen 
aber wird Gleicbung (12) fiir jeden Planeten geit.. ( ». 
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Das dritte Keplersche Gesetz aber enthalt die Tatsache, daB C 2 
fiir alle Planeten den gleichen Wert besitzt. 

Es ist namlich 

nnd nach dem dritten Keplerschen Gesetz ist fiir alle Planeten 

a 3 - 6 • T 2 , 

■ y 

also f j ti eine Konstante fur alle Planeten. 

11 . Es gilt also die Gleichung (12) allgemein fiir .alle Planeten- 
Unser Resultat lautet in Worten: 

„Die Beschleunigimg, die die Planeten erfahren, ist auf die Sonne 
zu gericbtet nnd ist nnr von dem Abstand abhangig, den der be- 
treffende Planet jeweils von der Sonne bat. Dem Quadrat dieses Ab- 
standes ist die Bescbleunigung mngekebrt proportional. “ 

12 . Die Massenanziebung. Das Newtonsche Gesetz. 

Nach § 16 ; 7. ergibt sicb aus der Gleichung (12), daB die Eraft K , 

die die Sonne auf einen Planeten mit der Masse m ausiibt, 

(13) K - C ”* 

ist. Die auf die verscbiedenen Planeten ausgeiibten Krafte sind den 
Massen der Planeten proportional. 

Newton hat das Prinzip der „Aktion nnd Reaktion“ in folgenden 
Worten aufgestellt: „Die Wirkung ist stets der Gegenwirkung gleich, 
odor die Wirkungen zweier Kbrper aufeinander sind stets gleich imd 
von entgegengesetzter Richtung." Nacb diesem Prinzip kann nicht 
ein Korper einseitig eine Kraft auf einen anderen ausliben: es wird 
zwischen beiden Korpern eine Kraft exist ieren, jeder wird von deni 
and (Ten die gleiche Kraft erfaliren. 

Das Gesetz der „Aktion und Reaktion“ verlangt also, daB 
die gleiche Kraft, die die Sonne auf den Planeten m ausiibt, der 
Planet seinerseits aucli auf die Sonne ausiibt, d. h. daB zwischen den 
zwei Korpern eine gleichgroBe Anziehuug wirkt. Diese Analogie 
liiBt selilieBen, daB die Kraft K ebensogut, wie sie der Planetenmasse 
proportional ist, auc.li der Masse der Sonne M proportional sein irmB. 
Die Sormenmasse muB denmacb in der Konstanten (J als Paktor ent- 
halten sein, was dem in 11. aufgestellten Gesetz nicht widerspricht, 
da die Sonnenmasse ja fiir alb? Planeten dieselbe bleibt. Wir setzen 


g - r-M, 
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so dafl Gleichong (18) abergAt m 
(14) K-f- 


Mm 


Dieser Ausdruck far die Kraft heiBt das „Newtonsche Goaotz". 
Wir konnen es verallgemeinern, indem wir annehmen, duB dae gluiche 
Gesetz fur ganz beliebige Massen gilt. 1 ) Zwei beliebige Massenpunkte 
— zunachst zwei beliebige Himmelskbrper, daim uber aueh beliebige 
irdische Massen, deren Dimensionen hinreichend klein gegeu iliren 
Abstand voneinander sind — uben aufeinander eiue Kraft huh, die 
durck die Gleicbung (14) gegeben ist, we nn wir unter M and m die 
Massen der beiden Korper verstehen. Diese Kraft hat die Richtung 
der Yerbindungslinie der zwei Massenpunkte uud zwar audit aie die 
Yerbindungslinie zu verkleinem. 

13 . Die Erdbeschleunigung g, die in § 17 wiederholt besprochen 
wurde, ist ebenfalls einer der Gleichung (14) ent»prechendeii Kraft 
zuzuschreiben. Hat ein Korper in der Niihe der Krduberfliiche cine 
Masse m, so iibt die Erde nach Gleichung (14) eine Kraft iiuf ihn 
aus von der GroBe 


worm M die Masse der Erde, r der Abstain! ist, den m vum Mittel 
punkt der Erde hat. Fallt der Korper frei, ho orfahrt « r tli«» Brnrlibui 
nigung g and die Kraft, die diese Besehleunigung h**rv«»rruft, mi h1h<» 

K = mg, 

also 


1) Diese Yerallgemeinerung hat — Htrmg ^immiurit m umgrkrhrtrm 
Sinne — Newton zuerat vorgenommwi. Kr hat m m-imm I *hil« .j .1, i.*.- nuhi 
ralis principia mathematics. III. Huch, zu<*r.4 uuNgt* .pm-hm , dab dir Kraft, 
die die Erde auf irdische Korper auHiibt, der«rlbi*n f ran r hr /ti/tiHriirr ihrn i«t , 
wie die der Sonne auf die Planeten und dir der Wanrtrn Jint.T.dimnd.'r 

Isaak Newton wurde am 5. Januar 1643 zu W * • # • d ^ t Linr.dn, grh..rrn 
und starb am 21. Marz 1727 in London. Krai in Htmiem IV .lahr«« luuu «t y.ur 
Schule und im Juni 1060 bezog er, ho schlet-ht wir h vi.rhrrritrt . dan 

Trinity College in Cambridge. Lurch rigmr (SeBtwkriii'tr ubrrwand rr dir 
daraus erwachsenden Schwierigkmten. 1009 iihrrnahm «*r in f‘nmi.ridgr dir 
mathematische Professur, die sein Lehrrr Harrow nme hattr Ibrw 

rrotessur legte er 1703 nieder, nachdem nick Hein Lrbmi vmi i »;n.» an gliin/mdrr 
gestaltet hatte Er lebte dann in London, uberlmuft vnn Khn jngm vmi wU-en 
schaftlicher und staatlicher Suite. Seine optisehm mid rnivhum •-riirii Arbeiirn 
haben semen Namen benikmt gemacht. f Rosen herger, <ir.ehirhtr drr Phvwik, 
na. n p. 1.88 und „Isaak Newton und Heine phyHikalinrfieii Prin/ipicrr\ ' vmi 
demselben Yerfasser, Leipzig 1895). 
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und somit streng genommen niclit unabhangig yom Abstand des 
Punktes m vom Erdmittelpnnkt. Da aber r eine sehr groBe Zahl 
1st, am Aquator gleich 6 378 367 Meter, so konuen wir g im Grebiet 
yon einigen bundert Metern mit einer Genauigkeit, die fiir die ge- 
wohnlichen Zwecke ausreicht, als konstant anseben. 

In der Tat ist g am Pol, wo wir wegen der Abplattung der 
Erde vom Mittelpunkt 6 356 764 Meter entfernt sind, merklicb von 
dem g am Aquator verscbieden. Es ist 

am Aquator g = 978,1 cm/sec 1 2 * * , 

bei 50° geogr. Br. g = 981,1 „ , 

am Nordpol g = 983,2 „ , 

aber diese Abweicbungen lassen sicb nicbt durcb die Unterschiede 
der Radien und der Zentrifugalkraft allein erklaren. 1 ) 

14 , Der Paktor f kann nach Gleichung (14) aus der Anziebung 
zweier beliebiger Massen berecbnet werden 2 ), indem man z. B. unter 
eine Masse ; die an einem Wagebalken aquilibriert bangt, eine andere, 
moglichst schwere Masse bringt. Das Mittel einer Anzahl neuerer 
Messungen von /*, ausgefiibrt von verscbiedenen Beobacbtem, ergibt 

f = 6,675 • 10~ 8 cm 8 sec” 2 gr" 1 . 

Kennt man den Paktor f) so kann man die Masse und damit die 
mittlero Dicbte der Erde berecbnen. 


§ 22. Arbeit und Energie. 

1. Wie don Begriff der Kraft, so haben wir aucb einen weiteren 
Begriff, den der Arbeit, urspriinglich einem rein subjektiven An- 
strengungsgefilhl zu verdanken, und lange Zeit bat es gedauert, bis 
es gelang, rein logisch die beiden Begriffe exakt zu trennen. Ver- 
wechslung beider Begriffe hat oft Irrtihner und MiBverstandnisse 
herbeigefuhrt, bevor durcb Robert Mayer, durcb Helmholtz, 
Joule und andere Klarung in die wecliselnden Begriffe gebracht 
wunle, gleiclizeitig mit der Entdeckung des grolien Gesetzes, das die 
Welt beherrseht, des Energieprinzips. 

1) Diosor Abscdinitt 13 soil mir oino Tatsaehe anffihron, olmo sic strong 
zu bewoison. Das Newtonsoho Gesetz gilt nur ftir Massenpunkte, und es inf i ft to 
orst bowiosen wordon, daft wir die Erde, wo mi. wir sio als oine iiomogene Kugol 
anschen, durcb iliro in ihrora Mittelpunkt konzentriorte Masse ersetzon diirfen. 

2) fiber die Methoden zur Bestimmung von f vergleicho den Art.ikel fiber 

(Gravitation von J. Zen neck ini V. Band der „Encyklopiidie der mathematischen 

Wissenschaften 11 . 
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Arbeit dahin erweitern, dab wir die Arbeit bei aufeinander folgenden, 
voneinander unabhiingigen Yerschiebungen als die Summe der Einzel- 
arbeiten auffassen: 

(2) A = K l Sl + K 2 s, + • • - - 2 ZM 

n 

und hieraus konnen wir leicbt zu der Verscbiebung iiber eine stetig 
variable Kraft iibergeben, wenn wir die s n so klein annelimen ; daB 
langs eines solcben s n die Yeriinderung von K n nnmeBbar klein wird. 
Dann wird n selber mit abnebmendem s n immer groBer, und scblieB- 
licli wird die Summe ^SK n s n eine Summe aus unendlieb vielen un- 

n 

endlich kleinen Gliedern (ein „Integral“). Diese Summe kann dabei 
eine endliche GroBe behalten. 

5. Lcgen wir die Dimensionen und Einbeiten fur die Kraft nacb 
8 10, 7. zugrunde, so bekommt die Arbeit die Dimensionen 

und die Einheit, die wir als „ein Erg“ bezeichnen, wird: 


Ein Erg ist die Arbeit, die wir leisten, wenn wir emeu Korper, 
auf den eine Dyne wirkt, um einon Zentimeter gegen die liiclitung 
der Kraft versebieben. 

In der Teebnik ist als Einheit aus ZwedvmaBigkeitsgrumlen die 
Arbeit oingefiihrt, die man leistet, wenn man ein Kilogram m um 
einen Meter gegen die Erdscliwere — hebt. Diese „Arbeitsein- 
heit“ heilit „ein Kilogrammeter" Die Erde wirkt auf ein Kilo- 
gram m mit einer Kraft von 981. • 1000 dyn (§ 17, 1.). Durans folgt, 
daB ein Kilogrammeter gleich 9,81 • 1 0 7 erg ist. 

(>. Wir woll.cn jetzt die Frago aufworfen: Wer odor was leistet 
die Arbeit? Wir liaben uns bisher einen Menschen gedaebt, der 
einen Kdrper verschiebt, z. 11 hcbt. OUcnbar ist bier selber winder 
eine Kraft erfordorlieb, die diese Verscbiebung gegen andere Kralte 
ausfiihrt, die Kraft unsere/r Musk ein. 

Denkeu wir uns mit horizontal ausgestreektem Arm oin Gewicbt 
gehalten, so wird das Gewicbt dann in Itulie sein, wenn wir ibm 
du roll den Arm von rmten uadi oben die gleiche Kraft erteilen, die 
die Erde darauf von oben naeli unten ausiibt. Maeben wir die von 
uns ausgeubte Kraft um iinendlicb weniges groBer, so heben wir das 
Gewicbt, freilieli wegen der kleinen 11 berk raft auch nur unendlieb 
langsam; derm naeli § 10, 7. muB die Gescbwindigkeit unendlieb lang- 
sam von 0 an waebsen. Dann aber konnen wir die Kraft der Erde 



I. Meehan ik. § 2t2. 


2. DaB die Anziehungskraft der Krde in erreiehbureu Ab.stauden 
iiber der Oberflache merklich kuiistant ist, 1iuIh*ii uir nrhon urkanni. 
Sicherlich aber ist es fiir unser Gefiihl nieht das Niunltrhe, oh wir 
ein Gfewieht einen Meter oder zwei von (bun Krdboden in die I lobe 
heben. Wenn wir einen Korper in der Riehtung **iiwr kousfunten 
Kraft und zwar gegen diese verschieben, so wire! die Ermudung, die 
wir empfinden, sowohl mit der Kraft a is mit der Lange de> Wege H 
der Yerschiebung waelisen. 

In welcher quant itativen Ablmngigkeit uiihmv hnmidung von 
diesen zwei GroBen steht, laBt sich nieht angela-a, da unsere -ubjek- 
tiven Empfindungen niebt hinreiehend mefibar *iml. 

Es lafit sich im Gegenteil umgekehrt aus der Kraff urn) aus der 
Lange des Weges vielleicht ein Mali linden fiir da*, was wir bei 
einer solchen Yerschiebung leisten, wenn atieh niebl gerade fiir die 
Ermudung. 

Wir wollen sagen: Wenn wir einen Korper gegen *-inr auf ilm 
wirkende Kraft verschieben, so Ieist.cn wir eine „ Arbeit”, und wollen 
annehmen, daB diese Arbeit auf das w-faebe wiieh-t, wenn wir ent- 
weder die Kraft oder den Weg der Yersehiebung auf- u taebe teig. tii, 
und daB sie aufs m • w-faclie wiiehst, wenn war die Kraff auf * e farhe, 
den Weg aufs m-fache steigern. Hs mnU dann use A ’'belt l ■u*o*-hen 
sein durch : 

A cKs , 

wenn K die Kraft, s den Weg bedeutet.. r M uu' K«*n tante. di“ 
wir willlrarlich gleich 1 setzen wollen. I hum m 

( 1 ) A Ks. 

Die gegen eine Kraft geleistrte A ra-u i i <>;!* ■ i *■ ii 

deni Produkt aus dieser Kraft usd der Liino* \ »*r 

s chi eb ungs w e ges. 

3. Die Gleichung (1) enthiilt •/.uniieiist f-ii.e u AIK a 1 [<■!;•' Ih-bm 
tion einer neuen Grblie. Wir batten au-di em* b.-!;eue,‘e audere 
Funktion von Kraft und Weg als „Arbeir uHimerea louueui A her 
gerade diese Funktion bewiilirt, sich, wi«* uir . };.*? u.nden, w*-A ue 
eine Form einer Invarianten ist, der Ener L de. 

4r, Wenn die Kraft A Lings ernes \\ e«jvs ^ n * lit k'Uisfant i f, 
sondern sich sprungweise andert, so kbiinen wir s in rm« Swann* 

s i + + A; d N t d ■ • ■ 

so zerlegen, daB Lings jeder Strecke .s a eine kmiMaute Kraff henvrht. 
Die Arbeit bei einer A erschiebung* liber ist dann na<*h unseivr bis- 
herigen Definition K n s n \ und wir wollen unsere Definition der 
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fallen aus dieser Hohe auf den Erdboden wieder eine Arbeit zu leisten 
infolge der Krafte, die darauf wirken. Wir konnen nns z. B. denken, 
daB wir das Gewicht auf die Schaufeln eines Miihlenrades legen, das 
sich gegen eine Gegenkraft langsam dreht ; oder daB wir es an einem 
liber eine Rolle gefiihrten Faden befestigen, an dessen anderem Ende 
ein um unendlicli weniges kleineres Gewicht P — JT hangt. Die 
Arbeit, die P bei seinem Herabsinken leisten konnte, ware dann 
ebenfalls bis auf unendlieh kleines gleich 

Pag erg, 

und diesen Betrag konnen wir als einen Arbeitsvorrat auffassen, 
den der Korper P mehr besitzt, wenn er sich a cm iiber dem Erd- 
boden, als wenn er sich auf ihm befindet. Die GroBe 

{?>) P T = Th g erg, 

wo rin h die von irgend einem beliebigen Niveau an gerechnete Hohe 
des Korpers bedeutet, heiBt seine „potentielle Energie" Diese 1st 
also der Arbeitsyorrat, den der Korper infolge seines Abstandes von 
der Erde besitzt. Der absolute Wert der potentiellen Energie ist 
unbestimmt, da wir h von einem beliebigen Niveau an rechnen konnen. 
Wir wissen nur, wie sich die potentielle Energie iindert, wenn wir 
seino Luge iindern. Aus unsure*, r Definition konnen wir ableiten: Die 
potent idle Energie eines Kdrpers and erf. sich nicht, wenn 
wir ih 1 1 in (drier ho rizontalen Ebenc verschi eben. 

10. AulScr der potentidlen Energie konnen wir noch eine groBe 
Anzalil and (O’er Artec von ,, Arbeitsvorrat" So besitzt z. B. eine zu- 
saniiriengepreBte Spiraliedcr einen Arbeitsyorrat, eine , ; aufgespeicherte 
Energie". Ein soldier Arbeitsvorrat kommt immer einer gewissen 
Konstellation von Kdrpern odor Korperteilen zu, einem „System", so 
/. I b der Konstellation „Erde und Gewicht" oder der Konstellation 
der einzelnen Teile der Feder. Nicht etwa die einzelnen Teile be- 
sitzen die Energie, sondern das gauze System. 

Ein we i teres Beispiel eines A rbeitsvorrates aus ganz anderem 
( Jebiete bildet. die diemisdie Energie;. Ein brennbares Gas, in it Luft 
odor Sanei-slotf geniiseht, besitzt eilien Arbeitsvorrat. Dnrcli Entziin- 
dung konnen wir es zur Explosion bringen, und dadurch Arbeit ge- 
wimien, wie os bei Gasmotomi in dor Tat ge&chiebt. Audi binr be- 
sitzt weder das Gas, nodi die Luft die; Energie, sondern das System 
Gas und Luft, Almlidi liogt die Sadie z. B. beim Sell ieBpu Ivor. 

11. Den Begrilf der potentiellen Energie wolleii wir auf ein be- 
lie! >iges , dem EintluB beliebiger Kraft e ausgese tzt.es System von 
Massenpunkten enveiiern. Bei einer Verscliiebung eines soldi en 
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in Grleichung (1) dnrch die nur unendlieh wenig davon v«*rsrlii«-(li* n ,* 

Kraft unserer Muskeln ersetzen. 

Statt unserer Musbelkraft konnen wir aurl? eine brliehige a mb*ro 
Kraft zur Arbeitsleistung verwenden und whui sir nur mmndlieh 
wenig von der Kraft verschieden ist gegm dir -m wirkf, win! die 
Bewegung nur unendlieh Iangsam vor sieh golem. 

TJmgekehrt konnen wir bei hinrarhend lamr-amer Vorsehjebung 
den Zablenwert der Kraft, gegeii dir dir Arbeit grlei>tet u ird, dureli 
den Zablenwert derjenigen ersetzen, die die Arbeit bmtm, I > ils trilt, 
dann fur die Grleickungen (1) mid (~ > in glejeher U rise. 

Die von einer Kraft gehistefe Arbeit j>u | M *j bj n „ 
reichend langsamer Verseliiebung gleirb dem Prmiukfc 
aus dieser Kraft und der Yer*ehieb u n is, nder b**j n irlit 
konstanter Kraft gleieh der Sunnne dr?* ent^ j,?vehr?iden 
Produkte. 

7 . iibt eine Kraft oin Drelnnoinent aus, >n na.-Ji l‘.« t 

leicht, daB bei hinreichend langsamer Ihvimng da* um ib r grin 
Arbeit gleieh deni Produkt aus Drehmoment und 1 i.r»d»ung. u m ke| j*t 
Danacb ergibt sich dann 7 dab da> Drolutummiif v,.ji„ T ,j J# . |> lmr|J . 
sionen einer Arbeit besitzt, weim wir dem W nikrl j,» ;n , I »im*-nsmjion 
zuschreiben. *) Das Drelnnoinent ist die bn rue. d.*n \\ ;n | 4l .| { 

geleistete Arbeit. 

Ein Miihlenracl ; das sieh divht , erf d hr? dund, ,j ir , , } : ^ Ui \ t . u 
Krafte eine Arbeitsleistung. 

8. Warm wir die Verwhiebtmg ni.d.i K mtn :,di:ui,.r 

einer Kraft K, sondern in einor liiiditung . . Ii!r \\ ,, j i(> | 

gegen. diese Kichtung geneigt ist, wTMdtnd.ioi. .. « „ , ,, , r 
Arbeit nur gegen die lmeli * g.-rii-ln.-f. k 

also gegen die Kraft K cos u. f »i»>-<- A ri ,-c : t 

A ens t: • . 

wenn s die Lange der \ ersehiebung [mb*, mm [ • , a . , , 

gemein die Arbeit gleieh dem 1’rodukt d.-r \ ,. r 
komponente in der VerKchielningsriiditun'j, > j », . ( 

aus Kraft und Projektion der Wn-vlii.-l.m-g ,, g .... 

9. Wenn wir ein (lewiclit Ptrr utn ./ . ;i . | , l>; ’ 

so leisten wir eine Arbeit von 

J'ni/ ,-rg. 

Das Gewicht P ist nun svimux-it - , 1 ;, 

1) Das Drehmoment hat mit d.-r ArM: . • 
die Kraft. Erst (lurch die Muitiplikut i,.ii n •: ,j, ■ o . 
groBe. “ . ■ ■ . i . 
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wird es selber allniahlieh zur Ruhe koinmen mid nun weiter keine 
Arbeit mehr konnen. Wir miissen daraus schlieBen, daB das 

(lesi-hoB, bo lange ( k s sieh bewegfc, einen Arbeitsvorrat besitzt, eben in- 
lolge seiner Bewegung, mid diesen nennen wir seine „kinetische 
Energies Dio ehemisehe Energie des Pulvers ist ; wenn das (JescboB 
don Laid verlassen hat, niclit mehr yorhanden, dagegen finden wir 
jetzt k met iso lie Energie. Es liegt also nabe anzunehmen, daB die 
eine .Energie die andere hervorgebraeht hat. Energien konnen 
ineinander ubergefiihrt werden. 

13. Wir vvollen jetzt versuchen festzustellen, wie groB die kine- 
t is die Energie eines bewegten Korpers ist. Der Korper habe das Gre- 
wieht m gr mid bewege sieh mit einer Gesehwindigkeit yon v cm/sec 
(in deni Moment, in deni wir ihn in Betraclit ziehen). Es stelle sicb 
ibm jetzt. eine konstante Kraft K entgegen, gegen die er Arbeit zu 
leisten hat. Naeh, Ablaut einer Zeit t und Durehlaufen eines Weges l 
wird or dureh die Uegenkraft K, die wir uns so wirken denken 
konnen, daB sin ihm (constant eine Beschleunigung gegen seine Rich- 
tung erteilt, in Ruhe gokommen sein. Der Arheitsyorrat des Korpers 
muB demnadi ( 01. (l j) gleich 

Kl 


sein. Die Gesehwmdigkeit v nimmt in jeder Sekunde urn die dureh 
K erzengte Besehleunigung 

K 

V - w 

ab. p ist- (iber den ganzen Weg l konstant, da es K sein soli, und 
die gauze Bewegung gestaltet si (ill ebenso wie der vertikal nacb oben 
geriehtete Wurl* (§ 17, LH.j. Es wire! die Wurfhbhe, also hier l , ge- 
geben sein (lurch 

und somit wird der Arbeitsvorrat: 


(!>; 



14-. Wir koinmen zu deni gleioben Resultat, wenn wir statt 
der konstanten Kraft K eine beliebige andere annehmen, gegen die 
Kic.li das (icseliolj von eineni gegebonon Moment an bewegt. Lassen 
wir zuiiiichst staid; K eine spruDgweise sicb andernde Kraft A 1; 
K.,, . . K n mit den Bescbleunigungen p u p s , . p n ttber die 
entsprcdienden Wege s u s. 2 , . s n wirken, so konnen wir zur Be- 
reobnung von A. stufenweise vorgeben. Es sei die ursprunglicbe Ge- 
sc.hwindigkeit v 0 . Nacb Vollendung der Wege s, sei sie v t u. s. f. 
Die Zoiten, nacb denen die sprungweisen Andernngen eintreten, seien 
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Punktes PW gegen die auf il in wirkemi** Krau A* um „ lUr Si r*-«*k«* 
die sick aus Elemental ^ /.UHamiiit-us**!/,!. |. -j-t.-ti u ir ii:n*ii 

ciung (2) die Arbeit 

2'fy- > 

und wertn wir samtiiche .Mas^'npufiU* <b •> ->• ^7^, 

verschieben, fiibren wir die Arl»*it 

s- 


aus. Die Iodizes i beziehcii si»*h bi>*r uni d<* * , \f t . v , rf 

die Indizes n auf die V\Vitai*iii<*nt»\ u-t* «).•?.< u i^fi ,h r u , 

” 4 * * ' **1 f|f*S 

einzelnen Massenpunfctes /.iiHamim-jiM'i/i \V;> ^Jr Irdien 

die ;; potentielle EnergiV «les uu *i»*n 

(4) A/'' ^^A - 


vermehrt. Die Kraft** d»\s ^ 

»• •' *A i , ]»• i 


gesetzten Versehieliung ujis \ r i„ j? 

1 r ! 

' '-‘f 

wird sicli in gnvis.svn ii**s*<iui»*r*-M 1 .i! 

; * ' i ' * - 

! V ’ k ? n 1 1 i * * 

bringen lessen, wie z. H. m ,j, . w . 

*, r ,?»■,. * , 

' • ' Ai ! .triii 

* ’ •*'.’! K ? : i * f »• 

Erde (vgl. Nr. K‘>. Aldeitmiir d>r 



Es stelit tins nnrh 1 V»-j, nw , 

• '■ . \ ■ 

• ■ ' ‘ ' s ' ;i nu/ n.-r 
. - , •. - $ , ... . 

Massenpunkte als NMnualwur^hn*' ; :>J . 

Null der potentieilen Kiterum ru . 

... 

* • ; * ** ■ i atf 

Betrag der potfiili.-JN-n Kinr-re- i- 


* • - l!f U?» IJ 

\ . ■ , j ■ 

finieren. In VVurten .a^i dm ... 

j ; ^ 

* • • . > i ■ .»• 

•Hie Zunahnu* der |mi. >.< , 



gegen die wirkende!: K rii >'r .• ■>. .. 

v A * ‘ ' \ # 

■■ ’ ■■ » i ♦* r 

der negativen Arlieit .j.- - K i 

f \ ' 

* ■ ' ■ * * •' .‘ii 

tieilon Jinergit! i.'t d> tii , ... , . . 


s ' r : . 

Kraften gcleisteten Ari,.-;t 


■ d •* Ii 


12. Wir vviilii-H u(i' ,■ 

Hilfe vim S<-Jii<*Bj>uK ,,, . 
worden ist. 

Das (iesr|iol» nifhjf $<• i. 

Kraite darauf \virk«-n £ I 7, t j * , ... 

schwindigkeit w.-iirrtlb-t 

gegensteliejide Kraft tridl.' W.r 

die Schaufeln eim-s M;; hi, wad.’. 7 

reichend widerstan<Walii._r >,, 1 - 1 . 

setzt, und seiners, -its im-taa.i,- ... „. \ , 

liefert mis also dii\se Arbi-it. M 


1 .j 
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So wiederholt sick das Spiel, indem immer potentielle Energie 
und kinetische miteinander wechseln. 

Wir konnen das so ausdriicken: Die kinetisclie Energie wird 
beim Ansteigen des Pendels in potentielle umgewandelt, beim Abfallen 
aus der potentiellen gewonnen. 

Wie in diesem Beispiel ; konnen wir ganz allgemein konstatieren, 
daB, wenn eine Energieart auftritt, eine andere dafiir verschwinden 
muB, nnd dafi umgekehrt, wenn eine Energieart yerschwindet, eine 
andere dafiir anftritt. Energiearten konnen ineinander umgewandelt 
werden. Diese Tatsache scbeint in einigen Fallen eine Ausnabme zu 
finden, nnd davon soil der nachste Paragraph handeln. 


§ 23. Das Energieprinzip. 

1. Die Arbeit sowohl, wie alle die GroBen, ans denen wir 
Arbeit gewinnen konnen, also z. B. die kinetische und potentielle 
Energie, fassen wir unter dem Namen „Energien“ zusammen, nnd 
speziell sind die bisher besproehenen Energiearten, anBer der er- 
wahnten chemischen, ,,mechanische Energien“ 

DaB eine mechanische Energie in eine andere mechanische iiber- 
gefuhrt werden kann, haben wir im vorigen Paragraphen beim Pendel 
erkannt. Es laBt sich nun zeigen, daB dies beim idealen mathema- 
tischen Pendel quantitativ erfolgt. Beim Plerab fallen der Pendel- 
masse m aus der hochsten Lage, in der es keine kinetische Energie 
bcsitzt, in seine niedrigste, um den vertikalen Abstand h tiefere, yer- 
liert diese Masse an potentieller Energie den Betrag 

z IF = mgh 

und gewinnt eine kinetische Energie 


wo v die Geschwindigkeit bedeutet, die die Masse in dem betrachteten 
Moment bcsitzt. 

Diese Geschwindigkeit ist nach § 17, 19. 

v = -\ /2gh. 

Demnaeli wird 


und 


A = mgh 


ft t i, ««<1 iwh *^ r '/•' l! r -< •Ijirk.-it 

(sq, * 1 ) • • •; l n-i> 

yernichtet. t . u 

Dann ist zunachst tiach AnlauS «S |4N ” * * , ■ . /m* Z*it 

t die kinetisehe hnemie: 

J. , , 

Auf clem Wege s* n „ , U**t**rt «!»•** K* •!■}■*]■ i 

m i\ 1 *■ 

und durch Amveiiduni' *l*-r f >l’*edo;n- : 1A , 1 - •*« w 1 ■ 

Ausgangspunkte tbs \SmU'« }*• ? u \ • ‘ati; 

keiten folgt: 


und somit wird die kiimti'-eh.- Iv ♦* • 

J . //: }\, 1. 

So koiumeii wir * * i » 1 -• * l" ■ * o ; . .» /.•■]! * t 

also weim die (mHidiWiudejU;* <b : w ■ ‘ ■ ‘.\ .. u> ! 

Energie den duivh *'» U* ■ 

i 

besitzt. 

Wir knimen sehh* I’d n 

Stufen libergehen, und ^d »; \ ■ »■ ■ t * 

seiner Gesehu inciturk **it !»• v • . . . . j V { , s ! 

gegen die er sie lei*M 

Die kinet i s «- h * I, * . ’ ‘ . ■ , , • ,, 

digkeit uhhiingi'j. 

15. Wir k « » r i n # * r : j» ?, • ■ \ \ , v 

vom energetisidien >:an»:! u- ■.*«• .. ; * \\. ,, , u * 

Pendel aus seiner , \\ - r<! 

wird ; so hesii/.i »*S r;U» Je 5 *• 0 } i ; . . t v 

aber koine kinefiseh*. d - « M .• , \ . { ,. fi ,, , 

es loe ? so nimmt da- p.,?. ], j . . : » P 

dessen zu. In der hlr’, » . . . ,, n 

hat das Pendel das Ma\;!:,u? ,j. ' < " V K * 

mum der poteiitielkm. hu \\ ,, , i: . . ' , 

unci erreiclit winder ein* 1,0 ■> ■*« p I t » 

ein Maximum, die kineti-.-ke .■ i ; . 
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luftleeren Raume befindlicher Korper. Piir unsere mathematischen 
Berecbnungen geniigte dies. Pbysikalisch muBten wir erst prufen, 
wie weit die Bedingungen erfiillt sind, und das konnte etwa dadurch 
geschehen, daB wir priifen, wie weit eine physikalische Ausfiihrung 
z. B. des Pendels die m atli em at i s chen Resultate bestatigt. 

3. Das Gesetz von Gleichung (1) ist ein Resultat der mathe- 
matiscben Ableitung, und wir konnen sagen, es geht bei den an- 
gefiibrten Beispielen keine Energie verloren. Die einmal 
vorbandene Energie eines Systems bleibt erhalten. 

Physikaliscb dagegen zeigt sick, daB die Gleicbung (1) nie 
strong erfiillt ist. Beini Pendel z. B. finden wir, daB die Ausschlage 
immer kleiner werden, daB also die potentielle Energie immer ab- 
nimmt, und somit die Gleicbung (1) nicht erfiillt sein kann. Es 
lassen sicb zwar Auordnungen treffen, z. B. durcb Aufhangung des 
Pendels an sebr feinen Schneiden, so daB die Abnalmie der Ausschlage 
selir vermindert wird. Ganz vermeiden aber liifit sie sicb nicht. 

Der fallende Korper kommt, wenn er den Erdboden beriihrt, zur 
Rube. Die kinetiscbe Energie, die aus seiner potentiellen entstanden 
ist, ist nicht rnelir da; aber auch die potentielle ist yersch wunden. 

Selir auffallig ist auch die Abweiclmng von dem mathematisehen 
Resultat bei der schiefen Ebene. Die zu (vrwartende Gescbwindigkeit 
wird nnter Ihnstanden auch nicht annahernd erreioht. 

Und doc-b gelit keine Energie verloren. 

Das erkannt zu liaben ist in erster Linie das Verdienst von 
R. Mayer. 

4. Immer niimlir.li, wenn Energie verloren zu sein. seheint, zeigt 
sicb an irgend einer S telle des Systems eine Erwarnrung. Die schiefe 
Ebene. anf der (bn* Korper gleitet, wird warm, die Unterlage, auf die 
wir einen Korper fallen lassen, wird es, mid ebenso wird es die Dreb- 
ac.bse d(*s Pendels. Und diese Erwiimumg st«dit in einer best hum ten 
Rezielmng zu der scheiubar verlorenen Energie, sie lieferi; das Aqui- 
valenl. dazu. In web*. her YVeise das der Kali ist, wollen wir mis jetzt 
vergegenu'iirtigen, miissen aber vorlier einen neuen Begriff, den der 
VV ii r it i em ( » i i ge, ken l i < m leri i e n. 


§ 24. Temperatui* und WSrmemonge. 

1. Der Begritl' der Teinperatur, odor in der Volkssprache der 
Wiirrne, entstammt, wie so vieles andere, unserem snbjektiven Gefiihl. 
Gewisse unterscheidbare Empfindungen beim Beriihren von Korpern 
z. B. erkliiren wir dadurcb, daB wir den Korpern verschiedene Tern- 
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Bbenso ergibt sick uingckchrt, wi-aii •ia* 1 >*1**1 UJr, b‘!‘ ^ t • ■ i >4 1 , 

A JF. 

die kinetische Energie verwandelt sich wieder qnanntatn m ju»!»*n!i«*ll«*. 

Beim freien Fall und bei tier sohiefen Kbeiie lab! lends! In*- 
rechnen, daB die gewonneiie kinetischo K nergm m jedem Moment 
gleick der bis dabin verlorenen potentiellen Energie 

1st z. B. ein frei fallender Kbrper tins tin* 1 1 * *h*- /* gel-dim, 
hat er an potentieller Energie den Betrag nxji \vrlurvn, \\*» 

h -{I £ 

ist (§ 17, 3.). Es ist also 

JF - • 

Er hat dabei die Geschwindigkeit 
also die kinetisehe Energie 


erlangt, so daB also die Gleiehung ib in jedoin Moment .ir Kailas 
erfiillt ist. 

Beim Fall auf der sehiefen Ebene liegen tin* \ »*? liiilt ms 
anders, da hier nach Durchlaufen nines bestimmten \ * rt ikalamtandes 
die Geschwindigkeit dieselbe ist, win beim freien fall. 


2. Diesen drei Beispielen, dem freien Full. der a-ha-ten KUm. 
und dem Pendel liegt als Ausgangspunki die Tatnehe /in/rumi*-. dab 
ein beliebiger Korper von der Erde eine v<m Bonn und <n*wn*!it b** 
Korpers unabhangige Besehleiuiigung // erliiilt. I >a , m -trenv; nehiig 
fur einen im luftleeren .Ranine iailenden kbrper, und zii* *Auj|eit an 
nehmen , daB das Gesetz an eineni s* >1 1* in *n ♦*\jn , rnii<*i.i**ll <iU 
worden sei, obwohl in Wirkliehkeit die Priifuim Umjd i/imi.-r M. 
Die schiefe Ebene und das niathenmiisehr lS-miel nsd A s» ■ ! raki .»*in*n. 


Wir haben s. Z. ihre pliysikalisehen Grundlagen nioht krifi -eh ge 
priift, sondern uns mit den* Align be fitrt . daB deivn B* net/unu' 

„reibungslos“ erfolgen solle. 

In Wiiklichkeit haben wir stiilseliweigend \uniu ; vn*s»*t/t dab 
diese Bewegungen nur zwei Bedingungen tmterunrb-n bo,, er lenn 
der bes chleunigenden Kraft der Erde, xweitens einmn Benegungs 
zwang ; dem Zwang, sich in eincr vorgesehriebemm Balm zu ]i,ao-vu. 
Weitere Bedmgungen sollen nicht vorliegen: d. Is. /.. B. in der er 
laubteu Bahn soil der Kdrper ebenso frei beweglieh sein, aB ein mi 
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Dabei konnten wir noch eins ubersehen baben ; namlich, daB die 
Anderung unwahrnehmbar langsam erfolgt. Davon konnen wir ims 
iiberzeugen, wenn wir absichtlicb eine Temperaturanderung eines der 
Korper vornebmen. 

2. Wir konnen nun mit Hilfe eines bestimmten Korpers eine 
Temperaturskala aufstellen, die aber einer weit groBeren Willldir unter- 
worfen ist, als etwa die Zeitskala. Es gescbieht dies mit Hilfe der 
yerschiedenartigen Thermometer. 

3. Wollen wir die Temperatur zun ah me meBbar machen 7 und 
eine Einkeit fur Temperaturdifferenzen 1 ) festlegen, so mtissen wir zu- 
nachst imstande sein, Gleicliheit von Temperaturdifferenzen feststellen 
zu konnen, wie wir erst Gleicliheit yon Zeiten, also yon Zeit- 
differenzen nachweisbar machen muBten. Das geschieht etwa da- 
dureh, daB wir ein Yolumen v eines Korpers, z. B. Quecksilber 
nehmen, wo v eine Variable mit der Temperatur ist, und nun fest- 

setzen: Solche Temperaturzunahmen, die v auf v (l wachsen 

lassen, nennen wir gleich. Also jedesmal, wenn das Yolumen durch 
die Erwarmung urn 1/n seines vorhergehenden Wertes wachst, soli 
die Temperatur mn das Gleiche gewachsen sein. n ist eine willkiir- 
liche Konstante. 

Ganz ilhnlieh sind wir auch bei der Detinition von Zeitgleiehlieit 
vorgegangen; nur hot si eh da der groBe Vorto.il, daB eine groBe Zah 1 
von Vorrichtungen don gleichen Begrilf dor Zeitgleichhoit lieferte. 
Bei der Temperatur gibt es niolit zwei Ivdrper, die den entsprechen- 
den Gleichheitsbegriir gleich liefern. Das wird durch folgondes 
klar werdon. Wiihlen wir zwei Substanzen, die zu. Temperaturrnes- 
sungon verwandt werden, (Quecksilber und Weingeist, und logon wir 
mit Hilfe des (Quecksilbers im kalten Winter ein Temperaturintervall 
lost daduroh, daB wir das (Quecksilber siclt auf 1/n seines Volmnens 
du roll Krwarmen vergrbBern lassen, und bestimmen wir den Brucli- 
teil 1 /■;>/, urn don sieh im gieiehen Temperaturintervall. ein gegebenes 
Weingeistvolvimcn vermehrt Jiat, so wird im IteiBen Sommer, also 
beim Krwilrmen von einer hblioren Temperatur aus, dor Wort 1 /m ein 
andoror sein. IJmgekobrt, sobon wir das 1 jm fur Weingeist als kon- 
stant an zur Definition von Temperaturgleidiheit, so ist bei (Queck- 
sillier die Anderung des Volumens bei hbhorer Temperatur uieht 
melir die gleich e in deni fest-gelegten Temperaturintervall , also niclit 
mehr 1 jn. 


1) Das Wort, Temperatur unterliogt liier dcmselheu Bcgritfsdualisnius, wie 
das Wort Zeit als Zeitpunkt mid Zeitraum. 
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peratur zuschreiben. Wodurek dies** T**m p«-raf uivu der f\r»rj H *r h,. r . 
vorgebracht werden konnen, ist Btnt alter* ii**r bekanni 

Hand in Hand mit einer (lurch das Uet’iiiil uurhw i*ar»*n Teiu- 
peraturzunabme gebt nun eine YergruBerung «l**r I djiiioediin.ui «i,* r 
heiBer werdenden Korper. Wenigstens ist dan l»»*i \\ iim fftJ| 

Korpern der Fall. Das kaim uns **in Mitfel auf u r!li 

Wege Temperaturveriuiderungeu wahmuieimien ami T»unp»u\n!}H\ri**ieft.. 
heit zu konstatieren. 1 ) Es ist nihniieh KrfahruuLMni <edn*. dnlj /AU ,j 
verschieden warme Korper (iureh Ueruliruiiu ilnv T-mp.Taturen ,,u*. 
gleicben ; jedenfalls bis zu einem gewissen < * J* a-jj vu-tami 
Davon konnen wir uns noeh (lurch das t iio. 

Haben wir uns nun einen Staiidarelkuriier a!- \Fdkjnn ruiy *, H! |tJ?| 
fur allemal gewaklt, z. B. tune Queck-iH*eno. iur»a d;*« j. ,. lf . 
eingescblossen ist und in einem laden n uIh, ,* k,; JWirn ttlf . 
Yolumen dieses Standardkdrpers cine biMiuunte '(*, u j (l , iat|jr n 
selbst zuscbreiben. 

Wir bringen nun diescn MeBkurper in Ibrihruu- u * • »,, , lflli 
Korpern, die wir f fir verschieden warm liah^u. und «„ .< ;fs ,;,. r j* f 
durcb diese Beruhrung den MeBUrper an? v -r-.-l, \ 

bringen mogen. " ’ i '" lUn 

Die beiden Korper sullen sieli jet/t pir / r f , te j 

und mogen dann wieder wiihrend der Beribn,:^ * ,, M 

korper langere Zeit in Beriihrung gr|utl?>n uen;, - f /t (f| ^ 

dann ; daB diese Benihnmgfm jeizfc d»*iu MeBid.n^ \ ^ , 

erteilen. ' ‘ 


Es wild also (lurch die Bern lining d* ; . 

einander jedenfalls das erreicht, ,{ai; den \j, 
Temperatur bringen. 

. Da das bei vcrschiederieii K/; r p,n ,n d 
mstrumenten immer wilder der Fall is?. „ Utl j ,, 
Definition bereohtigt: 

Mehrere Korji.-r huh..,, u„t,r-, , 
ratur, wenn sie (lurch Bariihruny m r , • 

fen wir als Mefikorpcr auffas.s,,, ' ' •, 

andern. ’ J 


\\ s ,-J 

.-he 

-i.-M.-n M. 

I « : {,!« 


X J jvi. riant 
speziell § 2 und 3. 

2 ) Hier, wie in vicien andtuvn Kii!|,. M 

»»SsrK,s'“ cl : 

2 *.*^*, H: 

016 fort ^nttene F«r.sch„„,. lla( )Ja , 
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werden wir bei dem Eisen etwa dreimal solange zu warten baben ; 
bis es eine gewunschte Temperatur angenommen hat, als bei dem 
Blei. Sucben wir nach der Ursacbe dazu, so werden wir sie zunachst 
in verschiedenen Tatsachen vermuten konnen. 

Ein grob sinnlich.es Analogon dazu ans dem taglichen Leben 
kann nns dabei einfallen. Wenn wir namlich zwei versehieden weite 
GefaBe unter einem laufenden Brunnen filllen wollen, wird bei dem 
weiteren GefaB eine langere Zeit erforderlich sein, urn das Wasser 
bis zu einer bestimmten Hohe einzufiillen. Das Analogon zu der 
Temperatur ware also hier die Wasserhohe. 

Das Erwarmen wiirde sich also so verhalten, als ob wir dem zu 
erwarmenden Korper mittels der Flamme irgend ein Etwas — das 
wir uns nicht als einen greifbaren Stoff yorzustellen brauchen — zu- 
fiigten, das die Temperatur in dem Korper steigerte, wie das ein- 
HieBende Wasser die Hdhe steigert. 

Es konnte sich freilich der Zeitunterschied in der Erwarmung 
aucli so erklaren, wie er sich bei zwei gleich groBen GefaBen er- 
kliiren wiirde, deren. eines eine kleinere EiniliiBoflhung hat, so daB 
mehr Wasser daneben flieBt als beirn anderen. Auch diese Annahtne 
wiirde uns zu dem Bible eines „masselosen Stoffes" ftihren, der dem 
erwarmten Korper mitgetei.lt wird mid den wir vorerst, rein quali- 
tativ definiert, als „Wii,miemenge“ bezeichnen wo lien. In der Tat liegen 
Ersclieinungen vor, die beiden Vergleichsexperinienten analog sind. 
Die orste Analogic 1 von den zwei versehieden weiten GefaBen — und 
auf diese komrnt es uns liier mir an - - wollen wir uns dure 1 1 einen 
weiteren Vergleieh versinnliehen, bei dean wir all.es Zeitliche aus- 
sehalLen, also dam it da,s Hi Id der versehieden weiten Eintrittsdllhuiigen 
mizui ndlend maelion. 

<>. Wir wall Ion zwei versehieden weite zylindrisclie GefilBe, die 
wir am unteron Knde mitteds eines Rohres niit Halm in Verbindung 
setzen kdnneu. Ini einen GefaB stehe das Wasser holier als im 
anderen. Vorbindcn wir die GefilBe, so siellen sieh beicle Wasser- 
lidlien ghdeli mid (‘in< k einfaehe Redlining, die darauf basiert, daB ans 
dem einen GefaB ebenso vied Wasser ans wie ins andere eingeliossen 
sei.n nniB, zedgt, daB diese geineinsame 1 1 cilice nilher an der urspriing- 
liehen des weiteren GefilBes liegen wird, als an der des engeren. 
Wenn die GefaBe gleich weit sind, ist die definitive Hdhe das aritli- 
metisehe Mittel der nrspriinglichen Ildhon. 

Bringen wir analog zwei gleich schwere, aber versehieden heiBe 
Stiieke von Eisen und Blei aneinander, so daB sie ihre Wilrme aus- 
tauschen konnen, was ailerdings so geschehen muB, daB kein (fritter 
Korper, z. B. Luft, in it an dem Wilrmcaustausch teilnehmen kann, so 
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heitsbegriff, am besten die Gase. 

Die Tatsache, dab je nach tier VVabl d* 
beitsbegriff yerschieden ausfalli, die 

zelnen darans herausgegriffenen in Fmge. 
nichts ubrig, aJs diesen Weg eiir/usehlagen, 

4 . tJber die Wahl der Einheit, der J d 
riehtung des Thermometers wolien wir hi* 

If nr erwahnt sei ; daB die Konstanz de s Grtrrrju; iuvl 
punktes erst hat naehgewiesen si*in 
Einheitswahl benutzen konnten. deder K**rj*«*r 
Vblumen immer wieder ein, sobald man dm m m'Snmoj 
(schmelzendes Eis) bringt. Das beiwhtiL'! 
besser zu der Hvpothesei, daB d* r Kispmsk 
Siedepunkt gilt das zunaehst nieht, u*dil a her, 
stanz des Atmosphiirendruek<*s aehtet. 

Die Unterteilung des Queeksilbertaderts 
zwischen Gefrier- mid Hiedepunkt in gburh 
genau der Formel v ( 1 -f 1 /n, alter sehr 
wir voransgesetzt haben, das Volumen U*i pen* 
immer um denselben Prozentsatz zunimmt. -•» 
geometrischer Progress ion, wenn de Te> • 
scher Progression wiiehst. Ids ist ids**. 

p Grad gewachsen ist, das Yolumm r ant* • (1 

aber — sehr klein isi so konneii u ii dr • 4 . n 
n ’ 

Lehrsatz (Bd. I, §55 der K‘\ § fju d* *• :/ 
v (l -f -~-j setzen. 

Der Wasserstoil*, der aurli zu lUiii'invr 
wandt wird ; dehnt si(*h innerlialh ein.- ‘ 

an um ^ seines Volumens mis, a mien- <i .. 
soviel. Es liegt demnaeh nalie, h* i 
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gleiche Zeiehen wie bei Winkeltrra 
Dimension wird der Temperatur nieht 
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in seinen Warmeeigenschaften wie das andere verhalt. Das ist eine 
Voraussetzung, die plausibel ist, wenn die einzelnen Wassermengen 
aus dem gleiclxen GrefaBe entnommen sind, und die wir solange auf- 
recht erlialten diirfen, als wir dadurch zu praktisch verwertbaren Re- 
sultaten kommen, die mit dem Experiment nicht in Widerspruch 
stehen. 

Das hier gewonnene Resultat gilt auch fur andere Korper. Die 
w-fache Masse eines Korpers wird die n -facbe Warmemenge enthalten. 

10 . Das nnter 6. besprochene Ergebnis, daB zwei verscbieden 
warrne Korper (Blei und Eisen) durch gegenseitige Beruhrung auf 
eine gemeinsame mittlere Temperatur gebracbt werden, kann jetzt 
dadurch gedeutet werden, daB der eine Korper eine Wiirmemenge q t 
verloren, der andere eine Warmemenge q 2 aufgenommen hat. 

Es fragt sich nun: Sind wir berechtigt, anzunehmen, daB die 
Warmemenge, die der warm ere Korper verloren hat, auf den kalteren 
iibergegangen ist, d. li. daB q x und q 2 quantitativ gleich sind? 

11. Der Temperaturausgleich zwischen. zwei verschieden warmen 
Jvorpern geht nicht plotzlich vor sich, sondern mehr oder weniger 
langsam. Das kann uns dazu dienen, die Anzahl Gramm Wasser zu 
ermittehi, die von einem vorgegebenen Korper von 15° auf 10° er- 
wiirmt wird, woim er selber sich von einer Temperatur f L auf eine 
andere / () durch den Kontakt mit dem Wasser abkiihlt. 

Wir miissen den auf f { Grad erwarmten Korper in ein (Quantum 
Wasser tail r. hen, heraushoben, sobald er f 0 (5 rad besitzt, und nun mit 
systematise,}! voriinderter Wassermenge die, sen Versa ch wiederholen, 
bis wir eine Wassermenge gefumlen haben, die sich wiihrend des 
Kxperimentes gerado von 15° auf 1(5° erwiirmt. Es sei. hier voraus- 
gesetzt, daB l () und /, groBer als 10° sind. 

Betriigt die gef undone Wassermenge a Gramm, so kdnnen wir 
jedenfalls aussagon, das Wasser hat a Kalorien aufgenominen. 

Das Experiment lehrt mm folgeudes. Dieser Wert a ist uin so 
groBer, je groBer die TemperaturdilTorenz ( { — f {) von einem be- 
stimmten / () aus geroclmet ist (a, her er ist dieser Diilerenz nicht pro- 
portional). Mr ist ferner urn so groBer, je groBer der einget.auohte 
Korper bei vorgesrhriebenem Material ist, und /war ist er dann der 
Masse, proportional. l:nd weiter ergibt sich ein quantitati ves Resultat: 
Wenn der Korper Ixdm Abkiililen von /, ant* / 0 Grad a Kalorien im 
Wasser erzeugt, Ixdm Abkiililen von / 2 >• /, auf f t Grad h Kalorien, 
so erzeugt er Ixdm Abkiililen von l 2 auf / 0 Grad a -| h Kalorien. 

12. Das sind die Eigenschaften, die wir von der nae.b (7) deli - 
liierten Wiirmemenge voraussetzen miissen. Wir sind also, da uns 
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Auden wir, dafi die endgiiltige Temperatur miller an d.-r urspriingli.-hm 
des Eisens liegt, als an der des Bleies. 

7. Dem vorigen Bilde entsprechend marhrii wir jftzt <li<> rrste 
quantitative Definition: 

Die Warmemenge, die ein Korper enihiilt, Nt fin** eindeutig.. 
Funktion der Temperatur. 1 * * ) D. h. bei einer gewissen Temporatiir /, 
enthalt ein gegebener Korper eine bestimmte Wanneinenge 7 mehr, 
als bei einer tieferen Temperatur / 0 , so oft wir ilm aueh \mi einer 
auf die andere bringen. q ist von der GrdBe des Kiirpers und tU-iu 
Material abhangig, bei einmal gegebenen Temperature*! / 1 und / tl uher 
konstant. Es ist also q eine Funktion von /, und /„. I in all 
gemeinen geniigt es nieht, q mix von der Ten: peraf u rd i fieren / 
abhangig anzunehmen, wenn dies aueh nitherunirsweiso hDwoileu 
erlaubt ist. 

8. Wir konnen naeh dieser Festlegung bendts ein** Kinloot fi'ir 
die Warmemenge wahlen, olme dafi es uns allerdings \or**rst neHlioh 
ist, in dieser Einheit andere Wlirniemengen zu iu**»**u. Wir defi- 
nieren diejenige Warmemenge, die ein Gramm Wu^mt hid I**'' <V|>ius 
mehr besitzt, als bei 15°, als eine Finheit, ein** Kalorie, aueh Gramm 
kalorie oder kleine Kalorie genannt, im Gegensatze zu *i**r luhtgranun- 
kalorie oder groBen Kalorie, bei der ein Kiiogramm W ;o **r zuirnnide 
gelegt ist. Es werden aueh wolil als T**mperat ur**u * »“ und 1 ! ’ zu 
grunde gelegt. Dann sprieht man von einer Nulipnnkt.skalune. nder 
man wahlt 0° und 100° und nennt die- Warmeninme q uri , die do* 
eine Temperatur in die andere umwandelt, luu Kalorien. Fine .dt h** 
Kalorie heiBt dann „mittlere Kalorie 4 *. Die Ieiztejv D«*iimii«*n k.’mmn 
wir eiustweilen noch nieht verstelien, da wir die W anm-men**** ^. HU 
noch nieht in 100 Teile zu teilen imstande Mini. 

9. Wenn wir n einzeine Gramm W’a-ser om j** /. Grad % . »r* 
sichtig, d. h. hinreicliend langsam, zusamnmngieBmi. bat die Mi adiii:;*.*: 
nachher eb entails eme Temperatur von /j Grad, K Duimi hat, w imi 
wir ein Gramm in n Teile zerlogen, jmh*r Dnmhtni mo b tier Zei 
legung t x Grad. Daraus konnen wir fnlgeni, daB a e«*m / mal mi 
viel Kalorieen besitzen, als ein Kuhikzentimetor: d*nm *ii** Tempe 
raturmessung zeigt, daB keines d**r einzelmm Gramm Was-er \\ iirm** 
verloren hat. Vorausgesetzt ist freilicii, daB ein Gramm W a * r smb 

1) Den absoluten Wert dieHer Wiininain-ng** bratirhtrn wir u i**n t zu < i * * o 

nieren. Wir konnten aueh aimehmen, daB ur iiirht ~ UnOanfr i f. Nur nui -«-n 

wir das festlegen, daB er sich bei einer bestimmien T«mipm*af ur.mdmmm d. h 

zwisc^en zwei gegebenen remperaturen i»ei aitium und d<*ni~<dia*n K * »r i ** * r . 
um den gleichen Betrag iindert. 
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lange in Beriihrung, bis sicb A von t Q ° auf t L ° erwarmt hat, wobei er 
yon B eine Warmemenge a aufgenommen haben moge. 

Der Korper B wird sicb dabei anf eine Temperatnr t 2 abgekxiblt 
haben, die zwischen und t s liegt. Wir konnen jetzt die Warme- 
menge c bestimmen, die er abgibt, bis er sicb' wieder auf 16° weiter 
abkfihlt. Diese Warmemenge c muB wegen der in 13. besprochenen 
Tatsache, daB man beliebige Zwischenglieder beirn Abkiihlen ein- 
scbalten kann, um a ldeiner sein ; als 6. Das Experiment zeigt aber, 
daB 


ist, also ist 


1) — c = a 
a = a , 


und damit ist bewiesen, daB ein Korper zur Erwarmung von 
einer Temperatur / 0 auf eine andere t A ebensoviele Kalorien 
aufnimmt, als er bei Abkuhlung von t t auf t 0 abgibt. 

Die beiden in 13. und 14. angefubrten Beispiele lehren uns, daB 
die nach 7. und 12. definierte Warmemenge eine bei den an- 
gefiihrten Versuchen unveranderliche GroBe ist. Sie gebt 
nur von einem Korper auf den anderen fiber, bleibt abor in ibrer 
G esamtbeit konstant. 


15. Es fehlt uns uocli eine Definition der Warmemenge fur 
Temperaturen miter 15 Grad. Diese ist aber uach dem ItesuUat von 
14. leiclit, indom wir die Abkiililung einfach dureh eine Erwarmiing 
ersetzon durfen. Kin Korper von einer Temperatur miter 15 Grad 
werde in Wasser von lf> Grad gebraeht, und die Wassermengo be- 
stimmt, die dureh seine Erwiirmung auf eine vorgegebene Tempe- 
ratur gcrade auf 15° abgelculilt wird. 

Die Warmemenge zu ermitteln, die ein Korper zwischen 15° 
und 10° besitzt, ist dadurcb moglich, daB wir ihn mit Wasser von 
einer z. B. groBeren Temperatur in Beriihrung bringen. Die Aus- 
fubrungen in 13. lehren dann das weitere Vorgehen. 


10. Die in den vorigen Absehnitton besprochenen Experimente 
oder Versuohe sind in Wirklicli keit viol leiclit niemals ausgcfiihrt 
wordrn. I hr Besultat I'oJgt aber aus oilier anBemrdentlieli groben 
Zalil von anderen Experimented Da wir bier nieht imstande sind, 
rein historiseh die Entwicklnng des Begriffs „Warmemenge“ abzu- 
leiten, niiissen wir ideale Experimente anluhren, denen sicli vielleicht 
zum 4 'oil selir groBe experimentelle Scliwicrigkeiten in d(m Weg 
s 1(4. 1 on wiirden. Dasselbe gilt ubrigens aucb fur viele dor in friiheren 
Paragraphen angefiihrten Versuehe, z. B. fur die Bostimnmng der Erd- 
beschleunigung dureh den freien Kail im Vakuum ($$ 23, 2.’). 
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kein anderer Zwang auferlegt ist, bert-chtitf , «!ij- <iu .•<•!, Al.kfi),I.in ) r 
eines Korpers im Wasser erzeugten KnU>ru-ii aln MaL. »lt*r 
Warmemenge aufzufassen, die (narli 
t t Grad mebr besitzt, als bei / 0 G rad, 

13. Fur die Ausfuhrung der Experiment** *-i 
sicb das Resultat nicbt andert, wenn wir dni Korper 
in Wasser, sondem erst an einem zweiten, Ik w*n G a 
kiiblen. Der Korper .# wird sieh dabei vun * in»*r t»m 

erwarmen und wenn wir ibn nun winder in \\ a.^sei an! /,, ab- 
kiiblen, werden wir die gleiche Menge Wasser vun l.V* auf H* ,} i*r- 
warmen konnen, wie wenn wir den Korper .1 selher in W asv*r g«» 
taucbt batten. 

Das lebrt uns ; daB wir, statt die Wa^ermen/e " aimzupr«d*irnn, 
den Korper von ^ auf Grad in einer bfdi»‘bigt % n \\ avsernmn/v \*ui 
die weniger als a Gramm betriigt, abkiihlen diirfen 
dann warmer als 16°, und wir erhalten die rii-lit 
wenn wir es jetzt mit weiterem Wasser \«m l.V' m i^'lvn, i» 
gesamten 16°, erreicbt haben. Wir kbnnen urn am* 
allemal angestellte Messungen eine Simla aut^i •*! I»*n , 
der Temperatur der zu kloinen Wassennenov dm \nza 
lesen lafit, die wir scldieBlieb erhalten wiirden 

Wir konnen also auf diene Weise direkt beMtmn 
Kalorien ein Gramm Wasser bei einer beliebigen ‘I < 
besitzt, als bei einer beliebigen tiefeivu. Da* 

Mittel, die in 8. besproebeiu* mittiere Kal»»rie /ivn-r 
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14. Die Braucbbarkeit der Definition 1;* v. 
licb yerbessern ; wenn es gelingt, naehzuwei «en, uai.< 

Erwarmen des benutzten Korpers A vun /„ ant' *, * 
anderen Korper diesem winder die gleiehen >i l\. be en 
werden, daB also zu seiner Erwiinninig vun / ( ;i Jt i‘ / m-m 
viele Kalorien erforderlich Hind, als er bei out - piv.-bm.lrr \‘ 
selber abgibt. Der experimentally lleweis h i**i f lir T!,b mb > 
der Weise erbringen. 

Der Korper A, gebe bei seiner Ahkiihlunir \<m \ an! 
a Kalorien ab. Wir wollen ibn jetzt wieder auf p <«r;e! 
indem wir ibn mit einem binreieheml heiBen K,"»r|..*r // «i 
licbe Zeit in Beruhruno; brinsren. 

Der Koiper Jb babe vor der Beriihrnng die Temperatur / 
n’acbst ermitteln wir einmal, welche \\ firmemenixe t*r a le/i hi, um 
auf eine beliebig festgesetzte Tempera! ur zweekruaBig Mini z. lb 
16 Grad abzukiiblen. Diese Wiirmemenge sei h. Wir erwiirmen 
ibn nun wieder auf t 6 ° und bringen ibn dann mit dem Korper A su 
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litatsfaktor derselbe. Ausgenommen sind nur wenige Falle, bei denen 
aber nachweisbar andere Energiearten in entsprecbender GroBe auf- 
treten, wie cbemiscbe oder elektriscbe Energie, anf die wir aber hier 
nicbt naher eingeben wollen. 

2. Es gilt also allgemein 

(1) A = qW, 

weim A die verschwundene Menge von Arbeit — soweit keine andere 
Energie auftritt — gemessen in irgend welchen Einheiten, W die 
auftretende Warmemenge in Kalorien bedeutet. Der Proportionalitats- 
faktor q ist von dem angewandten MaBsystem abhangig. Er beiBt 
das ?7 mecbaniscbe Warmeaquivalent“. 

Das Warmetiquivalent ist also, wie aus der Gleicbung (1) folgt, 
die Arbeit, die ans der Warmemenge 1 Kalorie gewonnen werden 
kann, oder auch die Arbeit, die verscbwinden mnB, um 1 Kalorie 
Warme zu erzeugen. 

Messen wir die Arbeit in Grammetern (gr-m) , die Warme in 
Grammkalorien (cal), oder auch die Arbeit in Kilogr amm etem , die 
Warme in Ivilogramm kalorien (Cal), so ist beide Male 

ff-427 gi -; n - 

cal 

Also: 

1 cal iicjui valent mit 427 Grammetern, 

1 Cal ii({iiivalent mit 427 Kilogrammetern. 

Die Umrecbnung naeli § 22, 5. ergibt hieraus: 

q • 419 • 1 0 r> ^ • A erg = q ( W cal). 

3. Wir durfen naeb Feststollung dieser Tatsache die Einheitcn 
der Warme gleich * cal festlegen, statt 1 cal. Dann wird eine 

dieser neuen Warm eeinhei ten ii-quivalent mit einem erg sein, mid 
wir kdnnen di<^S(‘ neue Einheit dirokt als 1 erg bezeiclmen, also die 
Warmemenge in Arbeitseinheiten messen. Ja, wir konnon direkt die 
Annahme maclien: 

Die WiiriiK! ist eine Form der Energie, e ben so gut, wie 
kinetise.be uml potentielle Energien Formen der Energie sind. 

4. Wir geben jetzt. dem Eriergieprinzij) die folgende Eassung: 

Wen n an irgend einem Orte des It a nines eine ge- 
w i s s e Menge Energie irgend einer Energie form ver- 
sohwindet, so muB an irgend einem Orte die gleicbe 
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17. Wir wollen tier nocit (lie Definition finer weiferen Ur.'iBe 
aus dem Gebiete der Warmelebre anfiihren. Die Warmemenge, die 
ein Gramm einer gegebenen Substanz van einer Tempera! nr auf die 
nm einen Grad bohere Temperatur erwiirmt , hoi lit die ,,s|nv.itisrli«* 
Warme“ (= c) der Substanz. Diese ist von der Ausgangstemperatur 
selbst abbangig. Sogar innerhalb eines Grade* ist strong trmiumnn*n 
die Warmemenge, die ein Gramm urn einen vnrgrgehemm Hruehteil 
eines Grades warmer maeht, von der Ausgangsiemperal nr hmerhalb 
dieses Grades abbangig, wenn auch nur in geringeiu Mali**. Ahnlit-h 
wie bei der Definition der Geschwindigkeit miiliten wir ado strong 
genommen die spezifisebe Warme (lurch einen G ren/wert definioren: 

c tl = lim 7 , , 

worm q die zur Erwarmung von t { auf L erforderliehe Wiirmemouge 
bedentet. 

Es ware logiseb auch richtiger, die Wanuednluut a is mam 
Grenzwert zu definieren; dann ware die Wiirmeemheit dem /ahhmnnt 
nacb identiscb mit der spezifisehen Warme des Wassers bin lb Grad. 

Die Warmemenge, die einen Korper von gegeheimr mu 

ein Grad erwarmt, heifit der „Wassenvert“ des hot refV.'iulen K*»r 
pers. Dieser Wasserwert ist also das Produkt aus spe/diseli* r Wiinne 
und Masse des Korpers, und dem Zahlenwert modi gleirh der \n/ahi 
Gramm Wasser von 15 Grad, die (lurch di(* gleirhe \\ iinuememj:e urn 
1 Grad erwarmt wird. Daraus erkliirt sieli dor Nano n f ,\\ assert *-rt“. 


§ 25. Das Energieprinzip (Fortsefzung) und Krg;in/.ungsgesetze. 

1. AuBer durcli den Kontakt mil wlirmeivu Kurpeni k» union wu* 
Korper aucb auf rein mechanisclieni \\ ego erwiiniien /. It, duroii 
Reiben zweier gleich teniperierter Korper aneinandcr , abn* mmier 
nur unter Aufwendung einer auBeren Arbeit, die naolibor aN meohn 
niscbe Energie nicbt melir vorhanden ist. I mirokrlirt und imiin*r, 
wenn eine mecbaniscbe Energie verschwindot , * *i ii* * Knviinnung zu 
beobachten sein, was bereits in § 25, 4. erwiihnt ist. 

DaB wir aus der Warme a her auch Arbeit jjyvunmui Ibunion. 
lebrt uns die Dampfmascbine. 

Das legt den Yersucb nahe, die Wiinne* als .Gin* Km*r»rieart auf 
zufassen, ein Yersucb, der durch die Tatsadie m>eh umvrht frrt hrf 
wird, daB die Warmemenge, die beim Verschwinden riimr merhani idu*u 
Arbeit auftritt, immer proportional dieser Arbeit, und daB umgvkdirt 
die Arbeit, die aus einer Warmemenge gewonmm wird, immer dieser 
aimemenge pioportional ist In beiden I* iilicii ist dor J Ynpori hum 


3. Dynamik. 


145 


§ 25. 


indem er 1 ) die Konstanz der GroBe mv beim Zusammentreffen 
mehrerer bewegter Korper behauptete. Daruber entspann sich gegen 
Ende desselben Jahrbunderts ein langer Streit zwischen Leibniz 2 ) 
und den Anhangern Descartes, indem Leibniz die GroBe mv* als 
die konstant bleibende „Kraft", die „lebendige Kraft" erklarte. Der 
Streit artete in einen Streit um Worte aus ; indem die Cartesianer 
etwa das, was wir hente noch als Kraft bezeichnen, das Prodnkt aus 
Masse and Bescblennigung, das allerdings nicbt dem Gesetz von der 
Erbaltnng unterliegt, Leibniz dagegen den doppelten Betrag unserer 
kinetischen Energie als „Kraft" anffaBte. Dieser Dualismus zieht 
sicb, die Begriffe verwirrend, bis in die Mitte des 19. Jabrkunderts 
hinein und der Streit zwischen Leibniz und den Cartesianern be- 
wegte im Anfang des 18. Jahrliunderts einen groBen Te.il der wissen- 
schaftlichen Welt, indem sich Papin, Clarke, Mairan einerseits, 
Joh. Bernoulli, s’Gravesande, Hermann Wolf andererseits damn, 
beteiligten. Auch Voltaire, Kant and andere griffon mit ein. 

Jean Victor Poncelet 3 ) brachte ini Jahre 1820 den Namon 
Arbeit fur das Produkt von Kraft and Weg zur Anerkeiinung, nach- 
dem er schon friiher, z. B. von Vouug 1807, offers gebraucht word on 
war. Ponce let erklarte: „ Arbeit oder lobendige Kraft kaim niemals 
aus nichts gewonnen, oder auch absolut verloreu worden." Daboi 
maBte Poncelet nacli seinen Kenntnissen aber aile nichtmeohanischen 
Verandernngen ausschlieBen, und soin Satz hatte somit mehr die Be- 
deutung eiues matliematischen Ililfssatzes als die einos apodiktisehon 
Ge seizes. 

Zu einer klaren Erkenntnis der Allgemeingiiltigkeit des Energie- 
prinzips fehlte aber noch im Anfang des vorigen JaJirhumlertN 
zweierlei: erstens eine genaue Prazisien mg des Enorgiebegriffs, wie 
wir ihn jetzt haben, zweitens die Erkenntnis anderer Energiefornien 
als der mechanischen, besonders der Warmeenergie. - 

Unter dem Namon „ Kraft" lief, wie gesagt, vor Poneelet, alles, 
was wir jetzt unter Kraft, und alles, was wir jetzt miter niechanisrlmr 
Energie verstehen. Das nniBte eine Erkenntnis des Itmergieprinzips 
erscliweren, da ein Toil dieser Kraft, niimlich was wir heut.e unter 
Kraft verstehen, entseliiedeu nielit lmveriinderlidh war. Die Namen 
„lebendigv Kraft" liir die .,kinetis<die Energie" und „Hrha.ltung der 
Kraft" staff ,, Erbaltnng der Energie"., die ‘ auch lieute norli angewandt 
werden, sind Beste dieser Unklarheit iiltercr Begrilfo. 

Da B ein Untersehied zwischen Kraft im eimm mid im amlereii 

1) In den ,,Principia philoHophiae u II. $ .'><>. 

2) Leibniz, „Jirevis domonstratio erroris inomor.iliilif* (Jartosii Hc.“ in 

den Acta oruditomm 1 
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Menge in einer anderen oder der gleichen Energieform 
auftreten. 

Die Fassung: „Der Energieinhalt in einem abgeschlossenen 
Systeme bleibt quantitatiy unverandert" ist ohne weiteren 
Kommentar unyerstandlich. Der Begriff , ; abgeschlossenes System** 
ist nicht allgexnein zu definieren. Der dieser Fassung zugrunde 
liegende Gedanke ist etwa durch folgenden wiederzugeben. Golien 
in einem Raume irgend welcbe Energieumsetzungen vor sich , so 
laBt sicb eine diesen Raum umschlieBende in sicli geschlossene Flax;*, he 
finden, derart, daB die auBerhalb dieser Flache erfolgenden Vorgiinge 
sicb unabhangig yon den im Innern erfolgenden abspielen. In ihrem 
Innern bleibt dann der Energieinhalt konstant. Der you dieser 
Flache umschlossene Raum kann als das ;; abgeschlossene System** 
aufgefaBt werden. Die moglichen Dimensionen eines solchen Systems 
haben den Grenzwert Unendlich. So spielen sich die durcli die 
Sonnenstrahlung hervorgebrackten Energieumsetzungen in einem un- 
endlich groBen System ab. 

5. Das Energieprinzip ist nicht beweisbar, ist aber in so vielen 
Fallen bestatigt, daB es die Bedeutung einer apriorischen GewiBheit 
erworben hat. Wenn wir es einmal durchbrochen linden, werden 
wir weit elier die Vermutung hegen, irgend eine vielleicht bis daliin 
noch unbekannte Energieart ubersehen zu haben, als daB wir es 
darum aufgeben. Dieser Fall ist z. B. kiirzlich bei Entdcckung des 
Radiums eingetreten, das dauernd Strahlungsenergie erzeimt ohne 
daB man wei6, woher diese stammt. 

Die Energieformen, die wir bislier auBer den iiioclin.n is<>.lieu 
Energien und der Warmeenergie kennen, sind chemisdie, dektrisdic, 
magnetische Energie, Strahlungsenergie, und zwar Lielii. , YVlirmo-. 
Kathoden-, Rontgen-, Radiumstrahlung. • 

6. Historische Entwicklung des Energieprinzi ps. 

Die Erkenntnis des Energieprinzips ist, wie es bei sdir vielen 
Entdeckungen der Eall ist, sebr stufenweise vor sich gegangen , so 
daB man streng genommen keinen Einzelnen als Entdeckei" keine 
Jakreszahl als die der Entdeckung dieses Gesetzes anspredieu kann. 

Scbon Galilei operierte urn 1G00 mit deni ttatze, daB ein 
fallender Korper durch die im Falle erlangte Gescbwindigkeit d.en- 
so hoch steigen kann, als er gefallen ist. 

Damit hatte Galilei also die Umsetzbarkeit von kinetischer 
Energie in potentielle ausgesprochen, ohne sie mathernatisdi for- 
muliert zu haben. Die beiden Energiebegriffe waren ebon noch nidd: 
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grundlegender Bedeutuug war, blieb Robert Mayer iiberlassei). Er 
berechnete den Proportionalitatsfaktor, das ,,mechamsche Warme- 
aquivalent“ ans dem Verhaltnis der spezifischen Warmen der Gase, 
wie er dies vorfand, also ohne eigene Experimente. *) 

East gleiclizeitig init R. Mayer und jedenfalls unabhiingig von 
ihm hat ein englischer Forscher, J. P. Joule 2 ), die Allgemeingtiltig- 
keit des Energiegesetzes erkannt. Joule wurde bei elektrischen Ver- 
suchen durch die Stromwarme darauf gefuhrt, Warme als Energieart 
zu erkennen. Er hat eine Anzahl Experimente zur Bestimmung des 
Warmeaquivaients ausgefuhrt, indem er z. B. ein im Wasser laufendes 
Schaufelrad durch ein fallendes Gewicht in Gang setzte. Bei hin- 
reichend langsamem Pall des Gewichts wird seine ganze potentielle 
Energie im Schaufelradbebalter in Warme umgesetzt. 

Als dritter im Bunde derer, denen wir das Energiegesetz zu ver- 
danken haben, ist Helmholtz 3 ) zu nennen , der sick als Mathe- 
matiker der Frage annahm, das Energieprinzip als inogliehes Gesetz 
vorausstellte und die mathematisch gewonnenen Folgerungen mit der 
Erfahruug verglich. 

7. Das Energieprinzip, oder, wie es in dor Warmelehro hciBt, 
der „erste Hanptsatz der mechanisation Wnnmdheorie 4 ', ist eino not-- 
wendige, aber noch keine hinreickeiide Bedingimg fill* die Kenntnis 
der Energieumsetzung. liber folgende Punkte sagt; das Energieprinzip 
nichts avis: erstens liber die li.ielit.img, in dor eine Energieumwand- 


1) Julius Robert Mayer ist a.m 25. November is 1-1 In ilcilbronn gc- 
borcn, wo sein Vater Apothcker war. IS 32 bega,nn er seine Studien <ler Modi/. in 
in Tubingen und setzte sic in 'Munch en und Wien fort. Mr ging dann als 
holla, ndisehcr Se.hiffsarzt nacli Java,. Dort. ma, elite <vr Beobnehtimgen fiber den Sto 11™ 
verbraucli und die produziertc Warner am M enselien, und das brack to ihn zu seinen 
warmetheoretischen Entdeckungen, die er 1842 vcrdHentlichte. Eh ha,t viele Jab re 
godanert, bis sicb sein Verdienwt Aiie.rkenmmg vorscdiaH't hatte. Mayer starb 
am 20. Miirz 1878 an Ltingcnontziindung. 

2j James Prescott Joule ist am 21 Dozember ISIS in Salford bei Man- 
chester geboren, als Sohn des Besitzers einer Braueroi, < 1 i< ‘ er solbcr spa, ter 
libernahm. Er wurde erst spat zur AusFi'ilming physikalisohcr, besonders olek- 
triseher und elektromngnetiKcber UnterHiiohimgcn geluhrt.. J. isi, a,m 11. Oktober 
1SS0 in Sab 1 gestorben. 

3 ) Hernia, nil Ludwig Ferdinand von Helmboltz ist, am 31. August, 
1S21 iri Potsdam als Solm nines Gymnasiallehrers geboren. Mr studierle von 

183s an Medizin, war spa, ter Militiirarzt und Lelirer der Anatomii 1 an der Kunsl,- 
akademie in Berlin. lsp.) wurde or Profe.NSor der Plrysiologie in Konigsbcrg, 
1855 in Bonn, 185S in Heidelberg, 1871 Professor dor Physik an dor Berliner 
Universitiit. Im Jab re 18S8 wurde er Priisident der nen gegriindeten Physika- 
lisch-Tccbnischen Keielisanstalt in Chari otten burg. Er ist, in diesor Stoll ting am 
8. September 1894 gcstorben. (Kdnigsberger, Hermann v. Helmholtz, 3 Hde. Braun- 
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Sinne vorlag, ahnten wohl manche. Ph. Young hat deswegen den 
Namen „Energie“ im Siime unserer mechimiscltou Energie eingeii'ihrt 1 ), 
aber ohne damit allgemein durchzudringeu. In sillgeineinster Hc- 
deutung ist der Name „Energie“ und ,,Gesetz von tier Erlmltung 
der En ergie" erst 1853 von Rankin <■-) eingefulirt, und dann all- 
gemein akzeptiert worden, nachdem dieses Gesetz in seiner weitesteri 
Allgemeingultigkeit erkannt worden war. Vorher war der Duiilisinus 
also wohl von einzelnen erkannt, aber niclit allgemein beseitigt 
worden. 

Prazis definiert ist unser Energiebegri 11'. freilieh aueb tinier dent 
Namen „Kraft' c , aber doch allgemein, aueh filter die Meehanik hinaus 
in der Arbeit von Robert Mayer, die zum ersten Male die Allgeinein- 
gultigkeit des Energiegesetzes aussprioht, und die den Xainen 1'fUirt : 
„Bemerkungen liber die Krilfte der unbelebten Natur“.’b 

Das Hauptverdienst von Mayer ist alter die Krkenninis der 
Aquivalenz von Warme und Arbeit und tlie Bestimmuiur ties nietdia- 
nischen Warmeaquivalentes. (In den boiden genaimtt-u Arbeitm ver- 
oifentlicht.) Auch hierin hatte Muver in gewissein Sinne Yorliinfer 
1798 erkannte Graf Rumford, dab (beini Ausbohren eiues Kanonen- 
laufes) durch Arbeit Wiirme erzeugt wiirde. Aber die Krkenntnis tier 
Aquivalenz fehlte. Im Jahre 1H24 beliauptete Sadi ('arnot 1 , d.-tB der 
Ubergang einer Warmemenge von einem wiiruieren at if ein-ui kiilteren 
Korper einer bestimm ten Arbeit iiquivalent sei. Den I'mpurtnnialitiits 
faktor hatte er etwa in der GrbBe tmseres \Y;irmeiii|ui\a!eiites t rkannt 
Aber er glaubte, daB diese Wiinnemnige lu-i dem trenaiinieii I I,,., ' 
gange konstant bliebe. Er wuBte iiiebf. daB. wenn t,,n dies,.,- \\ 
menge eine Arbeit geleistet wurtle, eine dieser Arbeit propi.rh.tnalr 
Warmemenge als solclio vcrloren ginge. 

Diese Tatsache zu erkennon, die t'iir das Hue r;.riepnnzt|i Vl „, 


1) In Lectures on natural pliiloyophv*, i -, ( > 


law 


tin* Iran 


. In „0n the general 
Mag. 4. V. 1853. 

3) Ann. cl. Chemie u. Phannarie, Mai IM*. 


kommener dargestellt ist das Glenda* in 
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r-lri- \ s j.,.j 
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Bewegung in ihrem Zusammenhange mit d«*m - 
Beide Arbeiten sind aiigedruckt in: „I)ie M.-riianii, 

Stuttgart 1884. 

4) Nicolas Leonard Sadi Carnot (Sui m v 
Carnot, der unter tier ersten Bejmblik und untm : 

wesens war, und Oheim des im Jahre. ism **riu..r.i.****r Y« 
RepnbUk) geb. 1 . Jurn 170G iu Paris, *»,. chea-D :M Au- 
Zeitlang Gemeoffmer. In ..Reflexions stir R 
les machines propres a developper eette puissan p ;ir :‘. 
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Der „zweite Hauptsatz“ der Warmetheorie stamint von Clau- 
sius 1 ); der den sogenannten ;;Carnotschen KreisprozeB“ zu seiner 
Ableitung heranzog und umgestaltete (vgl. § 26> B, 16. u. f.). 


§ 26. Anwendungen des Energieprinzips. 

A. Das phy sikalische oder materielle Pendel. 

1. Wir wollen von dem Energieprinzip eine Anwendung zunachst 
auf rein meclianisclie Vorgange machen ? d. h. wir wollen annehmeii; 
wir batten bei dem bier folgenden Beispiel nacbgewiesen ; daB nur 
mecbaniscbe Energien ineinander ubergeftibrt werden und keine anderen 
Energieformen; speziell keine Warme, auftreten. Ob diese Bedingung 
binreichend erfullt ist ; hat die Pkysik bei jeder einzelnen Versuchs- 
anordnung zu priifen. Bei einer solcben Priifung* wird sie im all- 
gemeinen so verfahren, daB sie in den matheniatiscken Ansatz alle 
die Energieformen einfiibrt; die sie qualitativ zunachst wahrnimmt. 
Dabei kann es vorkommeU; daB das matbematiscbe Resultsit Wider- 
spriicbe mit dem Experiment liefert und 
wir haben dann den SckluB zu ziehen, 
daB irgend welche Energiearten ilber- 
selien seien. 

2. Wir macben die Annabine, daB 
bid einem gegebenen mathematisclieii 
Pendel nur eine wechselnde Umsetzung 
zwisehen kinetiseber und potentieller 
Energie stattfinde. Die Pendel masse sei 
m, der Aussebiagwinkel in einem be- 
stimmten Moment sei <p (Fig. 85). 

In diesem Moment besitzt die Pendel- 
masse die potentielle Energie 

V 7)1 (j • 11 A = 1 — cos (p), 

und ilu*e kinetisc.be Energie ist 



l ,i Ituiloir .J ii 1 i ii h Kmanuol Clausius ist. in Koslin am Januar 
geboron. Im* studierte suit lS-1.0 in Berlin, wo er sicli spiitor luibilitiorte und 
ISoO Lehror an tier A rli llerie- und Ingenieursclmle wurdn. isr>5 wunle er Pm- 
fesBor in Zurich, 1S67 in Wurzburg und 1H(>9 in Bonn, avo er am y-1. August 
188S starb. Cl. gilt als der Begriinder der ,,iirieclia.riiscliuM Wiinnethc.oric u . 
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lung vor sicb gebt, zweitens fiber die Uesdiwindigkeit, mit tier die 
Umsetzung sieh vollzieht, drittens fiber den Greuzwert, Ids zu deni 
sie yor sicb gebt. 

Was den ersten Punkt anbetriift, so sei als Heispi.-I tdn Moment 
in der Bewegung eines Pendels angefiilirt, in dem das Pendel aus 
seiner hocbsten Lage fallend, die tieiste liocli nndit erreieht hat. Ms 
besitzt bier das Pendel sowolil kinetisehe als aueh jmf.-ntieli p hnorgie 
und die potentielle ist im Be grill ? sich in kinpf isrho umzusptzpn. 
Mach Ablauf einer gewissen Zeit hat das PpihIpI don glidehoii Punkt 
yon unten her kommend wieder envirht. Ks hp>it/.t jot/i wiodor 
genau die gleiche Menge potentieller sow w kinotisohor Knprgio, win 
vorher. Aber die Energieumsctzung eriblgt; in cntgogongosotzfom 
Sinne, die kinetisehe Energie nimint ah und dip potent vor- 
mehrt sich. 

Wenn wir also ohne Kenntnis der Yorgpsphiphtp pinm Zpitmnikt 
der Pendelbewegung herausgreifen, konnon wir aih dor Kpnninis dor 
Energie allein iiber die Richtung der Knergipurnspt/uno' uidit^ au-sigpn. 

Ahnliches liegt bei ancleren Euprgipurusot/juripu a?n*li v»u\ l n 


jedem einzelnen Falle wire! sieh diesp Fragp loioht orlnisg.-n ia^spn 
ebenso wie die liach der Gesehwindigkoit dor 1‘m ■ ••t/unir. Ik‘im 
Pendel ist diese Geschwindigkeit, also dio in «i**r Zoitrjnhoj? u Ilttr ,.„ 
setzte Energiemenge, yon der Liingo dos Ptunbd* und dmi jowoiljiron 
Pendelwinkel, der ;; Phase“ abhangig. 

Weit sekwieriger ist die Fragp naidi dom (uvr/\w*rt, j,j s /u dom 
eine Energiemenge in eine andciv uing.,-H/t u ini i>p -o { Vai/« \4 
allgemein nicht gelbst. Sie ist von fM-ond»*rer \\ udi? ■■*!.» m >n dom 
Falle, wo aus Wiirme Arbeit gewonneii werden .-oil |, 
bier die Tatsache, dab, wenn wir irgend i-in.-m U firm. r<- ..-ri-or . 'm- 


Warmemenge entziehen, uni aus ihr Arbeit zu • t ., IL , •[■,,, 

dieser Warmemenge dazu verbraueht winl. .-in a:. den-. \\ 

reservoir, etwa die eine Mas.-hine i.tifr . /„ 

Oder mit anderen Wortem Wenn .-me W armenem’. 1 ' 1 rau-iu | t \- 

entzogen wird, kann nur ein Teil v..u thr i :i 

werden. Ein anderer Teil winl Warm.- bl.-ih-n. "h.'ili.-r.- 

auf niedere Temperatnr iihergehen i m <| tur .11.- \ - 1 .,- ;t 

loren sein. Das Verhaltnis dieser heiden W llr, ; . • . . , . ; , . , , . M im 

sten Falle, das von der Anfangs- und Kudo mm ,, , iv ", 

bestimmt der sogenannte „zweite Haii|.t>atz .i.-r m.-.-ha,* 'w finl.- 

tbeorie", auf dessen Ahleitung und Inha!' wir i.- .-r m i 

woUeu. Dieser zweite Hauptsatz tril.t fibri* 

Orrenzwert der gewonnenen Arbeit an. Die 

Mascbmen bat zur Folge, dab er in Wirklieh;,-;; n-,1 n -h- ,. r 
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Pendels. Es sei cp die momentane Abweiekung 
aus dieser Lage, a der Winkel, den r in seiner 
Rukelage, also AD, mit dem Lot DL bildet, 
gerechnet von 0° bis 360° in einem ein fur 
allemal festgelegten Dreksinn, etwa mit deni 
Uhrzeiger. Wir bezeichnen ferner noch cp + a 
mit -ip. cp besitzt far alle Elementarpendel in 
jedem Moment den gleiclien Wert, wiikrend a 
fur die einzelnen Elementarpendel ver sell ie dene, 
nur fur gewisse Gruppen unter ihnen gleiche 
aber zeitlick unveranderlicke Werte besitzt. 

Es sei nock S der Sckwerpunkt des Pen- 
dels, l Q sein Abstand von der Drekackse. Da 
wir die Krafte auf alle Elementarmassen durcli 
eine im Sckwerpunkt angreifende vertikal zur 
Erde gericktete Kraft ersetzen konnen, und in 
der Rukelage, also bei. Gleichgewicht, deren 
Drehmoment verschwinden muB, so muB der 
Hebelarm, in dem sie angreift, gleich Null 
sein. Der Sckwerpunkt muB in der Rukelage vertikal unter der 
Drekackse liegen; der dem Sckwerpunkt zukoimnende Winkel a, den 
wir mit a 0 bezeicknen wollen, muB versekwinden. 

4. Es ist die potenticdle Energie einer Elementarmasse wie 
beim matlumiatisclien Pendel in einem gegebenen Moment der Ee- 
wegung 

o o 

P — m<jr (1 — cos ip) 7 

die kinetiseke Energie im gleiclien Moment 

rr Wr* 

A- a i/> 

aber es ist niekt mehr P -|- K = const., sondern 

UP -|~ A K == const., 

oder, wenn wir wieder alle GrbBen, die sitk bei der Erwegung niekt 
andern, so weit mbgliek auf die rechte State sr-halVon und unter dem 
Symbol „constk mit einbegreifen, 

(4) 3 c()S ip - c.oiist. 

Ilierin ist ip' die Zumilnm*, die ip in der Zeiteinheit erfakrt. Da u 
unverandert bleibt, folgt t// - cp und cp bat wie cp fiir alle Massen 
punkte den gleiclien Wert. Es ist ferner 

Umr cos ip = Umr cos (cp -f- «) — cos cp Umr cos u sin cp Uni r sin o:. 
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wenn wir unter q>' die Winkelgeschwindigkeit im Imtmrhteteu Moment 
verstehen. 

Nach dem Energieprinzip mufi nun jeweils die Xumihnm von ]> 
in einem Zeitabschnitt t gleicli der Almulime von A" im gleiohen 
Zeitabscbnitt sein, d. b. die Stun me von P and K muB wliltreiid der 
Bewegung des Pendels konstant bleiben. Es wird also 

J/l 1“ 1 9 i 7 / 1 

— (p " + mg 1(1 — eoHf/ » must., 
oder, da die Produkte mgl und ml 2 fin* sich konstant 

(1) — 2g cos ( f --- const. 

Den Wert der Konstanten erliiilt man, wcnn man die link#* Seite 
fiir den Moment berecbnet, in dem (lit* (u*schwmdigkeit ulcirli X u 1 1 
ist, in dem also das Pendel den grdBtcn Winkcl q„. die „A mjdihit|t*“ 
mit dem Lot bildet. Fiir diesen Moment. borerhin*! si*«Jj 

— 2g cos q 0 const., 
so daB die Grleichung (1) die Form erhiilt 

(2) 2g cos (p — hp' ~ :!g cos ?/ , 

Grleichung (2) ist die ,JleweguugsgIojohunL 
Pendels. Aus ihr konnten wir die tosehwim..^.. 
der Pendelpunkt in jedem Moment besitzt, und an 
digkeit miifite sich winder der Orf dcs [‘end. I 
und damit seine gauze Bewegungsart |».»ivr|iri' a j; 
speziell nnter der vereinfaeiienden Aimahno 1 . ..'alt r 
ist, als Scliwingungsdamu* den friiln-r IT, I J, Id 


fn* ‘It 


mat In-mat isriom 
Orrcriujrn , die 

O’ er < O sell win 
Moment, 
dm mnijt* 1 
•di»*t :mr kt«*in 
tmiomien Wert 


(3) T 2.7 J 

liefern. 

3. Ein materielles Pendel ist ein indicid 
barer Korper Q , den wir mis aus un 


\*‘ti ■ h d, 


jedes einzelne Pendel ansetzen; wold : 
prinzip auf das gauze Pendel amv.-mlrn. 

DB sei in einem beiiebigen Moment 1 
Elementarpendel mit der unemllieh kleimm M-i 
lange, AD die Eicbtum 


Imii Mi- 


matin*- 

ni ; *•;!!<• 

V a:.*':;* 

l\ p'h klmm n 

1 *’di’:r 

• 1 . ’■ 

A : *cr 

in iii r»-r 

ik «... 

x in dun di 

1C Ik-.- 

‘•ill- * .O'} 
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Es ist 

Emr 2 = Em (i ! 0 2 -f rf 2 — 2Z 0 ^ cos /3) ; 

wenn /3 den Winkel zwischen d und I Q 
bedeutet. Wenn wir konstante Glieder 
aus dem Summenzeichen keraussetzen ; 
folgt 

Emr 2 = 

l 0 2 Em + Emd 2 — 2l 0 Emd cos (5. 

Da d cos j8 der Abstand des Punktes m 
von der Ebene E ist, so muB (naeh 
§ 9, 5.) Emd cos (5 /Em der Abstand des 
Schwerpunktes von dieser Ebene, also 
gleicb 0 sein, und es folgt: 

Emr 2 = l 2 Em + Emd 2 . 

Emd 2 ist das Tragheitsmoment des 
Korpers beztiglicli der durch 8 gehen- 
den zu JD parallelen Drehachse. Daraus 
folgt der Satz: 

Das Traghe itsm o meat eines iv o r | m * r s um eine be- 
1 iebige A oh so 1) ist g lei eh seinem Traghe i tsm o meet um 
(due zu I) para Hole durch den S o h w erp it n kt go logic 
Achse, vermehrt um das Triighci is m oment der im 
Schwerpunkt konzentriert gedachten G esamtinassc ( Em) 
b e z it g 1 i c h der I ) r e h a c 1 \ h e I). 

Es wire! also die Lange des korrespondierenden Pend els 

rn\ r „ l {) “ Zj'in IjM d~ . 2jiu(h 

^ ' L ~~ l {i Em l( > + t n 2m ' 

7. Wir wollen uns jetzt durch /), cine zu /> parallele Achse 
gelogt. und uns (hm Kdrpur so aulgehangt denken, daB or um diese 
neue Drehachse schwingen kann. I )ie dem Kbrper jetzt korrespon 
dicrende LVndellange wird dann analog (7) 



(S) 


/; - i. 


Ximl" 

/, Xw 


sein ; wo l { den Abstand des Scliwerpunkt.es von dor nouen Drch- 
achse bedeutet. Es ist also 
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Da rsincc der Abstand der Elementarmasse m in ihrer Ruh e - 
lage von der durch B gelegten Yertikalebeno, / () sin « () das gleiche 
fur den Schwerpunkt ist, so folgt nach § V, 5. 

Emr sin a = l 0 sin a {) Em 0. 

Ebenso ist r cos a der Abstand der Klementanmisse m von der 
durch B gelegten Horizontalebene, also 

Emr cos a = l Q cos a Q Em •--- / () A’/// . 

Es ist schliefilich Emr 2 , wie mP in Nr. 2 das Triignoitsmoinent 
(§ 19, 5.) des Pendels beziiglich seiner Drehachse. 

Aus Gleichung (4) wire! somit 

g)' 2 Emr 2 — 2 <j cos c; / (l Em const., 

oder, wenn wir mit Z 0 Em durclidividieren und don auf der reelden 
Seite auftretenden konstanten Wert wieder aus der Amplitude q> ti 
von cp berechnen, 

(5) 2(j cos ( p — Lq.'* 2ff cos f/ (( , 

worin 



die Dimensionen einer Lange besit/.t. 

5. Der Vergleich der Gleielmngen \2 und .“» bdirt uns 
folgendes : 

Der Winkel cp, den die ini Knrper f’e>te Lime / M mil 

der Horizontalen einsclilieBt, wird sicli zeitlich ohm *o wriindern, wie 
der Winkel eines mathcmatischcn IVndeL von d<*r Llinm- 


L : 


Em r" 

l (i E» 


Dieses mathematische Pemlel hidL'd: das ..konv-j,..,,, ii, J |- 
weil es eben identische .Sehwingungcii ausfiil.rt , « »• das maOri.-liu 
Pendel. Daraus selien wir. daB die Si-liwingiintr-dau.-r mat.-ri.dl.-n 
Pendels 


(6) 

ist. 



— th r 


6. Wir wollen uns die Liingc L von l> 
naeh dem Schwerpunkt S hin anlg.-trag.-n d.-nkm. , 
(Fig. 87) reichen mcige; wir legen dnndi I) und do- 
eme Ebene E (senkrecht zur Eliem; der I'i-rur .. 


tier (lielitung 
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wenig beweglich 7 wird aber doch als Fiiissigkeit anzusehen sein. 
Ein Stiick Peek wird je Back den Anspriicken, die wir macken, als 
fester Korper — wenn die wirkenden Krafte klein sind — oder als 
Fiiissigkeit — wenn sie eine gewisse GroBe erreickt liaben — an- 
zuseken sein. 

Eine Fiiissigkeit besitzt aufierdem die Eigenschaft 7 daB im Innern 
einer gegebenen Menge yon ihr Krafte wirken 7 die ikre Oberflache bei 
unverandertem Yolumen moglichst klein — also zu einer Kugel — 
auszugestalten suchen. Daran werden sie durch andere auBere Krafte 
— z. B. die Schwere, die sie in die Ecken eines GefaBes kineinpreBt — 
gekindert. Aus den inneren und iinBeren Kriifteu laBt sick die resul- 
tierende Gestalt einer gegebenen Fliissigkeitsmenge berechnen (vg.l. 
den Abscknitt iiber Kapillaritiit). 

Von FlLissigkeiten kaben wir aufierdem kompressible, d. k. solohe, 
die nnter dem EinfluB iiuBerer Krafte auBer der Gestalt auck ihr 
Yolumen verandern, und inkompressible, die unter alien Umstaiulen 
konstantes Yolumen beibekalten, zu untersekeiden. Diese letzteren 
gibt es wieder in Wirklickkeit strong genommen nicht 7 wold. aber 
solche, bei denen wir praktisch die Kompressibilitiit veniaeltiaHsigen 
konnen. 

Ein Gas hat die Eigensekaft, daB es jeden dure.li teste Wiinde 
umschiossenen Raum, wenn es si eh allein in ilmi beli inlet, ganz er- 
fvillt, gleichgiiitig, welch e Menge in diesem Ran me oiiigeseh lessen ist, 
gleiclisam als wenn die einzelnen r r<G lo des (buses von einnnder zu 
jliehen strehton. Diese Teile stelum also miter der Wirkimg einer 
, 7 inneren“ Kraft, die eine Versehiobung unter ihnon hervorzubringen 
suelit, wenn sie niclit. (lurch eine Gegcnkrafi 7 otwa die Destigkeit 
der Wand ung, damn ge- 
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und nach (7) 


__ 2md- 
~~~ %2m 


Wenn wir das in (8) einsetzen, folgt: 


L' 


2md 8 
L 2 m 


+ h) 


Die korrespondierenden Pendelliingen Hir die bei den 
dnrck L yoneinander getrennten Aclisen sind identiseh. 

Diese Tatsacbe fiibrt zu einem Veriahren, die korrespondierende 
Pendellange ernes materiellen Pendels experimentell zu ermiiteln. Man 
bringt an einem materiellen Pendel zwei gegeneinander versidiiebbare 
Drebachsen an nnd variiert deren Lage so lange, bis die SehwiugungH- 
dauer bei Schwingung urn die eine gleich der bei Schwingung urn 
die andere ist. Ein derartig eingerichtetes Pendel lieiLH etu , t hVversions- 
pendel“; es dient dazu ? die zu einer melibami Sell wingungsdauer 
geborende Lange eines mathematisehen Pendels zu ermiiteln, worn. us 
man die Grayitationskonstante // bestimmen kann. 


B. Anwendungen auf Gase. Dor Far noise he KreisprozeB, 

1. Die drei „Aggregatzustii nde^ Fest, Fltissig, I *;tslV Tune: w<dlen 
wir durch die folgenden Eigensehaften dofinimvn. 

Ein fester Korper ist ein soldier, der .-eine geumetrischr Gestalt 
nicht andert, wenn wir die auf einon beliebigen Toil vuii ihm wir 
kende Eraft um eine beliebig groBo Zusat/.krat't vermriuvn, unler 
Konstantlialtung der auf die ubrigeii Teile wirkonden Kriifti*. Strong 
genommen gibt es keine Korper, die diese Bedingung •*»*t'*i I 1i*m. Bei 
binreicbend groBen Kraften warden alle Knrpcr ibre id* fait iindern. 
Liegen aber Krafte vor ; die diese GrhBo nicht ern iehmi, .-<» wird die 
Gestaltsanderung unmeBbar klein sein, und wir kunmo; die Kbrper 
als „fest“ ( ;; starr“) im Sinne unsure r iMiniiion anselum. 

Flussigkeiten und Gase iindern unler den •/••n:iniii» , n F m- tiimhm 
ihre Gestalt und zwar meBbaig wenn die Zu-atzkraft meBbar i.^s . 
Das soli beiBen: Erst wenn dir* Zusat/.kraft /. B. der 1 truck 
mit dem Finger auf eine Stelle der Oberlliiche nicht melir wahr 
nebmbar ist, wird aucli die Gestaltsanderung nebt nadir wahr 
nebmbar sein. Diese Definition (uifliiilf eim* giwvBse \\;l!k;ir, da die 
groBere odor geringere Vollkonimenheit. der M.- Bap pa rate fur Kraft™ 
und Gestaltsanderung dabei eine Hollo spiel t. In der Tat ist aber 
dei Begriff iliissigkeit aucli im volkst iimliehen Sinne cm ungemiuer 
Begriff. Die „Beweglic;hkeit“ beim Schiitteln tritt. aucli imr bei 
liiureichend kraftigem Schiittelu auf. Kim* UmmnilriMmu; isi. imr 
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denken wir uns starr gemacht. Die ?? Dichte“ 
des Gases, d. li. die Masse der Volumeneinheit, 
sei <?; x, y, z seien die Koordinatenabschnitte; 

~~f(5 ist die Masse des Volumens, wenn h seine 

Hohe, d. h. das Lot von o auf die Flache f 
ist, und 

t f*y 

also die auf das Volumen wirkende Schwerkraft. 

Vertikal nach oben wirkt die Druckkraft auf das 
Dreieck der a^-Ebene 

xy Fig. 

Pit’ 

wenn p x der Druck auf die ^’y-Ebene ist, und vertikal nach unten 
noch die Vertikalkomponente der Druckkraft auf f 

pf cos a, 

wenn a den Winkel bedeutet, den f mit der ^;y-Ebene einschlieBt; 
f cos a ist aber gleich Also wirken insgesamt in Iiichtung der 

positiven #-Achse die Krixfte 

— fd (j +- p t f cos a — p/ cos a . 

Diese Summe muli verschwinden, wenn ( deichgewicht herrschen soil. 
Es muB also: 


werden. Maehen wir das Volumen des Tetraeders unendlich klein, 
so wird h unendlich klein und cs wird 

Pi 

1st ]Kj, der Druck auf die Flaclio der auf t , so kann man 

in gleicher Weise 7 wobei noch das Gliod der Schwerkraft wegfallt, 
hewed sen : 

/> 2 ~ Pi 

P:\ - P- 

Da die VV r inkel /), y willkiirlich sind, so folgt, daB p von der 

Iiichtung der Fliiehe f unahhiingig ist. 

4. Wirken auf ein ini G leiohgew icht befi n d 1 i e h cs Gas 
koine iiuBeren Kriifte, so ist der Druck im lnii(‘rn liberal I 
konstant. 
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Richtung der Pfeile wirken lassen, die gerade so groJJ zu wiiklen sind, 
daB sie die die Gasstromung verursackenden inneren Krafte K kom- 
pensieren. Durch diese Krafte konnten wir die inneren Krafte messen. 
1st das Gas rechts von der Flache vorhanden, so ubt es selbst Gegen- 
krafte K aus, die dann ebenso groB sind wie K' ? wenn die gauze Gas- 
masse in Ruhe ist. Es ist denkbar ; daB die rechts der Flache befimlliche 
Gasmasse kleinere Krafte ausubt. Dann werden die Kriifte K' Gas dareh 
die Flache von links nack rechts hindurchtreiben. Die Gasmasse 
rechts von der Flache yerraehrt sich und dadurch wachsen erfahnmgs- 
gemaB die Krafte K. Das wird so lange erfolgen, bis K gleieh K' 
ge worden und Gleichgewicht eingetreten ist. 

In einer in Ruhe befindlichen Gasmasse haben wir also i\ be rail 
Krafte auf jede Flache, die wir uns im Innern gelegt den ken, wir- 
kend anzunehmen, und zwar von beiden Seiten gleiche Kriifte. Diese 
Krafte stehen normal zu der Flache. Denn wenn sie gegen die 
Flache geneigt waren, hatfcen sie eine Tangenfcialkomponente, die 
durch keine auf der anderen Seite gelegene Kraft kompensiert wird. 
Es ware also Ruhe nicht vorhanden. 

Die auf die Einheit einer ins Innere des Gases gelegten Fliiehe 
wirkende Kraft nennen wir den ; ,Driu*k“ (p) des Gases. Der Drurk 
ist also eine Kraft dividiert durch eine Flache. A Is Einheit wiihlt 
man daher zweckmaBig 1 dyn/cnr. Kin soldier Drurk wirkt aurh 
vor allem auf die GefiiBwand, wie auf jede andere Fliiehe, und da- 
durch bietet sich Gelegenheit, ihn zu messen, indem wir Hwa einen 
Teil der Wand bewegliek machen und (lurch iiuBere nmBharc Krafte, 
etwa Gewichte, in Ruhe halten. 


8. Auf die Teile eines Gases werden im allgemeinen noeh von 
aufien Krafte wirken, z. B. die Scliwere (vgl. Xr. in. I *,. r I )ru«-k ist 
dann im allgemeinen eine Fmiktion des Ortes. Ks gill a brr 
immer der Satz: 


An einem gegebenen Orte im Imieni eines im 
Gleichgewicht befindliclieu Gases ist der Druck von 
del Richtung der gedacbten I'lae.he itnabhangi'r 


Wir konnen das folgendernniBen beweisen, wob.-i wir ais ihiBen 
Krafte nur die Schwerkrafte annelunen wollen: In den I n-t rac.lt i< -f < i 
Pnnkt 0 legen wir den Nullpunkt eines reeht winldigen Koordim.ten 
systems, dessen 3-Acbse der iiuBeren Kraft, also der Sehwerknift 
parallel sei (Fig. 89). Wir legen mm eine beliebige sehriige Fliieh, 
durcb die Acbsen des Systems, so daB die kooniimdeneiTenen an 
ifn- em Dreieck f berausscbneiden, und durch f und die Koordinafe.r 
ebenen em tetraedrisches Volumen begrenzt ist. Dieses Voiumei: 
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ist also op, die auf o x ist o x p. Die Horizontalkomponenten der beiden 
Krafte sind, wenn cp, 9 o 1 die Winkel bedeuten, die die Normalen n 
und n x anf 0 and o x mit der Zjlinderacbse bilden, 

op cos cp and o x p cos cp x . 

Sie sind einander entgegengesetzt gericbtet and gleich, da 
0 cos cp = o 1 cos <p x — q x 

der Quersebnitt des Zylinders (00^) ist. Deshalb lieben sie sicb anf, 
and das Gleiche gilt fur alle horizontalen Zylinder, die wir aas dem 
Korper herausschneiden konnen. 

Legen wir nan darcb die Randkurve von 0 einen vertikalen 
Zylinder (oo 2 ), so konnen wir ebenso die Yertikalkomponenten der 
Druckkrafte berechnen. Es wirkt auf 0 vertikal nach oben die 
Iiraft q 2 p, wenn q 2 der Quersebnitt des Zylinders ist, auf o 3 vertikal 
nacb unten die Kraft g 2 jo 2 , wenn p 2 den Brack an der Stelle des 
Oberflacbenelementes o 2 bedeutet. Auf den Zylinder wirkt daher ver- 
tikal nacb oben die Kraft 

K' = c h {p—) h ). 

Nach Nr. 5 ist nun p — p 2 = h(j 6 , wo h die Lange des Zylinders ist, 
and sorriit ist 

K' m -• hq 2 (f(). 

Dei binreicbend kleincm q 2 wird hq 2 das Volumen des Zylinders, 
7 iq 2 <5 die Masse Eliissigkeit, die dieses Volumen erlullen kbunte, die 
von ihm „verdningte“ Eliissigkeitsmasse, und 1 C doren Gewicbt. 

Zerlegen wir den ganzen Korper in solcbe vertikale Zylinder, so 
summieren sich die auf diese nach oben wirkenden Krafte 1 C zu 
einer Gesamtkraft K, dem „Auftrieb“ des Kdrpers, der infolgedesseu 
gleicb dem Gewicbt der verdriingten Was sennas so ist, 

Jv = V(U). 

V ist liierin das Volumen des untergetauebten Kdrpers, <; die Diehte 
der u m ge be 11 den Eliissigkeit 

Vertikal nach unten wirkt die Kraft (l, vertikal nach oben die 
Kraft K, und diese beiden setzen si eh zu einer v<‘rtikal a. bwiirts 
wirkenden rcsultierenden Kraft 

a - k, 

dem „scheinbaren“ Gewicbt, zusamrnen. 

Ist K kleiner als 6r, dann sinkt der Korper u liter. Ist K gleicb 
6 r, dann sebwebt er, und ist K grdber als ( /, so stcigt cr auf, bis 
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Das ertennt man sofort, wenn man sieh ini Inneni des Gases 
J I ein beliebig gericbtetes prismatisches eben begrenzt.es Volumen starr 

;! gemacht denkt. Die Druckkrafte an den Leiden Basisflachen niUsseu 

| einander gleich sein ; wenn keine Bewegung erfolgen soli. 

M 5. 1st ein Gas der Sehwerkraft ausgesetzt. so ist der 

M Druck in jeder Horizontalebene UjXiveauebeiie 4 ' 4 ) ((']) in 

Fig. 88) konst ant. 

Da in Riehtung einer solchen Horizontalebene koine au Boron 
| Krafte wirken ; folgt dieser wie der vorige Satz aus einem horizontal 

j liegenden Prisma von unendlich kleinem Quersclmift. 

| Die Druckdifferenz zweier urn die Hdhe h von einander 

'j j entfernter Niveauebenen ist gleich /<<?//, wenn It so klein ist 

daB die Dichte a langs h nicht merklidi variiert. 

Das ergibt sicb leicht, wenn man ein vertikal stehendes Prisma 
yon der Basis 1 cm 2 und der Hdhe h betraehfet. //07/ ist das Ge» 
|j wicht dieses Prismas, das dureh die Dilierenz der I truekriii’te kom- 

| ! pensiert wird. 

| ! Die hier angefiihrten Siitze lassen sieh aueh nuf eine Flikssigkeit 

* anwenden, die der Schwere unterworfen ist. Audi die Fltissiirkeii be- 

sitzt einen Drnck im Innern, infolge des fiber einem gedaehten Punkle 
lastenden Fliissigkeitsgewiehtes. 

j 6 . Ans den in Nr. 3 und Nr. f> ausgesprneiienen fieseizen iblgt 

das „Archimedische Prinzip des Auftriebs* 4 : 

M Ein Korper verliert in einer Fliissigkeit ehensu 

: viel von seinem Gewieht, als die von iiim \ rd rii nirt e 

i j Wassermasse wiegt. 

j Ein Korper vom Gewieht G sei in eine Fhlssigkeit t*i iur«*t aur lit , 

i die iiber all in seiner Umgebung die kon.staiite Didite </ besit/.eri 

mdge. Wir sehneidmi an- eiimr < hierlliiehe 
ein Element n i Fig. Jinj Imran-., da so 
klein sei, daB wir es ah ehen und den 
Druck darauf als kon.-tant ansehen diirieu. 
Aus deni Korper sehneideu uir emeu 
honzontulen Xvhnder un i v<m d(*r {*oriu 
heraus, daB er genide in der Kandkurve 
von n die KYu*peroherllar!m dureiisetzf. 
Dieser /ylinder wird an emer zueiten 
Stelle ein Element- "j aus dem K«»rper 
herausselmeiden. 

Da o und Oj in einer Horizontalen lieuvn, wir.l der Druck ,, 
auf o und Pl anf a, identisch, h = /,, sein. Die Druckkralt auf „ 
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dv. Die Druckkrafte werden die Wandung vor sich herschieben und 
gegen irgend welcbe iluBeren Krafte eine Arbeit leisten, die ; wenn die 
Verschiebung binreicbend langsam erfolgt (§ 22, 6.), aus den Druck- 
kraften und der Yerscbiebung der Wan- 
dung berecbnet werden kann. Zerlegen 
wir das Yolumen dv (Fig. 91) durcb 
Scheidewande, die senkrecbt zu der 
Wandung stehen, in prismatiscbe Teile 
von den unendlicb kleinen Basisflachen o 
und den Hoben h , so wird die Kraft 
auf eine solcbe Basisflacbe p * 0 sein, 
und diese Kraft bat die Yerscbiebung h hervorgebracht ; also eine 
Arbeit 



p°h 


geleistet. Bei der ganzen Yolumen vermebrung ist die Arbeit 

Up oh = pH oh = pdv 

geleistet worden. Bei einer unendlicb kleinen Voluraen vermebrung 
wird also eine Arbeit geleistet, die gleicli dem Druck rnultipliziert 
mit der Yolumen vermebrung ist. 

Bei endlicber Volunienvermehrung wird der Druck wahreiul des 
Vorganges merklich abnehmon. Wir kdnnen dann die ganzo Ver- 
mehrung in eine beliebig groBe Sumtne hinreicheud kleiner Zunahmen. 
zerlegen, und bekommen als Arbeit oinen Ausdmek 

A = Epdv, 

worm wir die do so ldein zu wiihlen lxaben, daB wir wiihrend oines 
einzelnen Zuwacbses dv den Druck p als konstant ansehen diirlen. 

In gleicher Weise liiBt sicb erkennen, daB eine Arbeit 

A' - Epd'v 

von auBen auf das Gas ausgeiibt werden muli, wenn man es urn ein 
Yolumen 2Jd'v verm in deni will. 


9. Da ein Gas imstande ist, durcb seine Ausdehnung Arbeit zu 
leisten, so kdnnen wir ihm eine „irmere Energio 6, zusprechen. Den 
Gesamtbetrag dieser Energie kdnnen wir nioht ermittoln. 

Wir kdnnen aber einer gegebenen Mongo eines Gases in einem 
bestimmten Zustande, also bei einem bestimmten Wertosystem von 
lh % ft, einen beliebigen Energi ein halt (\ ein fur allemal zusehreiben. 
Leistet nun das Gas Arbeit, ohne daB ihm von auBen Energie zu- 
gefuhrt Oder entzogen wird, so muB sich sein Energieiiihalt inn den 
Betrag dieser Arbeit vermiudert und da bei />, r und »)• veranderi 

XK7a U « ~ 
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eiu Teil von ihm aus der Fliissigkeit hemusragt. wodundi dor Auf- 
trieb vermin dert wird: Er schwimmt. 

Das gilt, wenn die Fliissigkeit fine kcmstante Di.-hte hat. ].] M 
gilt anch fur Gase, wenn der Kdrper hinreichend kl.-in ist. so daB in 
seiner Umgebung die Diehtigkeit als merklieh Uiistunt ungesehen 
werden darf. 

7. Das Gesetz von Boyle-Mariotte-(iav Lus,ai'. I i 

Der Druck eines (rases ist von seiner Dirhte alddingig. Hoyle 
und Mariotte fanden, daB, wenn man eine hestinnnte linsmasso auf 
ein kleineres Volumen komprimiert, der Druck umgekehrt proportional 
dem Volumen zunimmt; also ist 

Pi ■ I ' ' Pty? ay 

wenn den Druck beim Volumen r l% p f1 d**n beim Volumen r u lm- 
deutet. Das gilt nur, so lange die Temperatur kniistant Ideiht, Mil 
zunebmender Temperature (in (VlKiusgradcin waeh^t dor Druck, und 
zwar so ; dafi er ; wie Gay-Lussac land, dent <»e>rtz t'olul 

2V l 'i = 2V» < 5 : <- f • 

wenn wir jetzt unter p {) den Druck bcj beliebigrm Volumni mid 
der Temperatur 0° verstehen. Dieses Ges*dz trilt nidit ovuau. Je 
niederer die Temperatur wird, uni so ^rotter win! dm A l»\\ cicliuicjf. 
a bat fur alle Gase den Wert 1 :?7B. 

Wenn wir die Temperatur stall von u'D*. an wm riiirm mu 'J 7.T 
tieferen Punkte za-hlen, und jetzt mit P hezeirhm u, so daB also 


wird, so folgt: 


*7 / ; bt;; 

Pi r i 


Diese Gleichung lieilit die /msfand.^Iendiuuu: der <*a <•. Da 
PqVqCc eine Ivonstante dm* angewandleu Gasiiionufo Dt. <» l.onmm wir 
diese Gleicbung schreiben 

(9) pr /Dr, 


worm i? jetzt nur von der Ibkstdiaircniirii und Mmcjm d.-s iL,. s ,. s nichl 

mebr von Druck und Temperatur aidiiimii. 

Die Temperatur vom Nullpmikt ' an oviveimH hdBl 

die , ? absolute Temperature 

8. Ein Gasvolumen, das mit.-r d.-m koastani.-n Iipii.-k.* /- st.dit, 
moge sicb urn unendlidi w.-nig ai.Ml.-hmm: Vol.uu.-n/.uwm-l,, s.-i 


1) Robert Boyle, gel). K>:>7 in 
bdme Mariotte, gest. 1 (>84 in Pari 
1778 in St. Leonard. Limousin, gest. 


nunniv , 
LOU j 

Lsr,o in Pari 


Irland , 


** j* ii 


I real in London. 
y - La a «• , g<*S». 



§ 26. 


3. Dynamik. 


163 


11. Wir folgern daraus, daB sick ein Gras, wenn es sick unter 
Arbeitsleistung adiabatisch, also okne von auBen ker Warme auf- 
zunekmen, ausdeknt, abkiiklen muB. In dem in Nr. 10 besprochenen 
Falle wird die mit der Ausdeknung verbundene Arbeit dem Gase 
selber als Energie wieder zugefukrt, woi-aus die Konstanz der Tem- 
peratnr zu erklaren ist. Diese Arbeit erzeugt zunackst die kinetiscke 
Energie des aus V t nack V 2 stromenden Gases, und diese kinetiscke 
Energie wird dnrck innere Reibung und Reibung an den GefaB- 
wanden wieder in Warme umgesetzt. 

Weiter konnen wir folgendes scklieBen. Es moge sick eine Gas- 
menge yom Druck p t und Volumen v L okne Warmeaustausck mit der 
Umgebung, also adiabatisch, ausdeknen, dabei eine Arbeit A x = UpAv 
leisten, und sick infolgedessen von einer Temperatur 0' 1 auf ab- 
kuklen. Lassen wir die gleicke Gasmenge bei einem anderen Yo- 
lumen v 2 und dem entsprechenden Druck p 2 sick wieder unter 
Arbeitsleistung yon der Temperatur & 1 an abkuhlen, bis die Tempe- 
ratur '0’ 0 erreickt ist, so muB die geleistete Arbeit wieder gleick A x 
sein; denn nach Nr. 10 muB die Energieabnakme in beiden Fallen 
die gleicke sein. 

12. Wir denken uns jetzt mit einer gegebenen Gasmenge, die 
sick in einem GefaB ( G in Fig. 93) mit beweglichem ivoJben (K) 



(nack Art der Dampfmasekinenzylinder) befinden mdge, Xustands- 
anderungen ausgefuhrt. Der Kolben dient dazu, die vom (bis ge- 
leistete Arbeit nack auBen zu befdrdern. 

Alle Anderungen sollen so erfolgcn, daB wir das Gas in jo.de m 
Moment als pkysikaliseh honiogen anseken diirfen, daB also Druck 
und Temperatur jeweils riiumlich k distant. sind. Zwisoken den drei 
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haben. Das heiBt: Der Energieinhalt U einer Gasmenge, der unter 
Znorundelegung einer willkiirlichen Konstanten U 0 jetzt definiert ist, 
wird eine Eunktion von p 9 v, ft oder von zwei oder auch nur von 
einer dieser GroBen sein. 

10 . Wir denken uns einen Doppelballon, efcwa wie Fig. 92, aus 
zwei gleichen Teilen bestehend. AB sei eine Scheidewand, die ent- 
fernt werden kann. Den einen Teil, V 29 denken wir unn Iuftleer ge- 

pumpt, den anderen, 
mit Luft vo in 
Druek p un<l der 
Tempenitur ft erfiillt. 
Entfernen wir jetzt 
die Seheidewand, so 
wird sieii die Luft 
ini Ballon Jj aus- 
dehnen und Arbeit 
b'isfen. Im Ballon 
I’, aber wird sirh 
datiermi Luff kom- 
prirnieren und Ar- 
eingei refen ist, bis also 



Fig. !•-. 


W ie groli p j ist, kbnnen 


beit von auBen aufnehmen, bis Gleiehgewielit 
in beiden Ballons gleicher Druck />, Iicrrsdif. 
wir ans der Znstandsgleiclmng niehi bererhnen, wrim \v:r n iritis von 
der Temperaturanderung, die inlblge der Veriiudeniiigrn in d«*n Lasen 
erfolgt sein konnte, wissen. Die Xustandsgleirhung i-nt halt drei 
Variable, p, v, ft und nur die Anderung von r ist uns bekaunt: r ist 
auf den doppelten Wert gestiegen. 

Das Experiment niuB fiber don W ert dm h< i « 1* -n anderen mi 
scheiden. Versuche von Joule und e\aktme vmi W . Thomson 
(Lord Kelvin) haben ergeben, dab mit gnTer A nnaiii rung dm Tent- 
peratur nach Ausfulirung des genanntm Yer-amhe dm mil. e isf, wie 
vorher, wenn man einen WYmneaustausdi mit dmi A uf.Tnraume ver 
meidet, wenn also der Energieinhalt dm gun/mi La mmge k<ui taut 
bleibt. Man nennt einen solrhen Yorgang. r »**i dm. .-m \ u-t auscii 
von Wiirme mit der Umgebung vermiedm im, .-i :.»• ..admi.nhsrlm Xu- 
standsanderungY 

Wir miissen aus diesem experimentellen 1 .rtr* f on <b n SebluB 
ziehen: Wenn der Energieiniialf eines l.'asw.luiimn io-fi tar it bleibt, 
so bleibt bei beliebiger Vohmieu und entspreehemmr Dnmhiimimung 
auch die Teraperatur konstant. 

Die innere Energie einer Gasmenge m nur | un k- 

tion der Temperatur, nidi i des Vein men 
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verfolgen, sondern deren Projektion auf eine der Koordinatenebenen; 
d. h. von der Veran derung einer der drei Variabeln abzusehen und 
nur die der beiden anderen graphisch darzustellen. 

Wahlen wir z. B. die jpv-Ebene wie in Figur 94, und stellt die 
Kurve AB die Projektion einer Kurve der Flacbe $ dar, so gibt 
jeder Punkt zwischen AJB ein zusammengehoriges Wertepaar von p 
und v an. Das Flacbenstiick a, (5, S, y bat, wenn der Abstand der 
beiden Lote ay und fid binreicbend klein gewablt wird, den Flachen- 
inbalt pAv und die Flacbe ABDC gibt durcb ibren Flacheninbalt 
UpAv die bei der Zustandsanderung AB vom Gase geleistete Arbeit. 


P 



P 



Fuhrt die Zustandsanderung das Gas scliliolilich winder in den 
Ausgangszustand zuriick, so dab also p, v, t> winder die ursprung- 
licben Werte annehmen, so beiBt der ausgofiihrte Froze b ein Jvreis- 
prozeb“, und er stellt sicb durcb eine geschlosseno Kurve dar (Fig. 95). 
Die von dieser geschlossenen Kurve in der />r-Ebene eingescddossene 
FJiiche repriisentiert wieder die be ini Kreisprozeb geleistete Arbeit. 
Man erkennt das leicht, wenn man die gesehlossene Kurve, wie in 
Figur 95, durcb die Punkte K 7 F 7 in zwei Teile bolt, und bedenkt, 
dab auf deni unteren Wege — von F bis K die vein Gase ge- 
leistete Arbeit das entgegengesetzte Vorzeicheu hat, wie die auf (bun 
oberen Wege von F bis F geleistete Arbeit. 

16. Wir fiihren jetzt einen speziellen Kreisprozeb a, us, den wir 
uns graphisch in der rtf-Elbene darstellen wollen. Dieser Kreisprozeb 
soil nur aus isothernien und adiabatisehen Ve Kinder ungen bestehen. 
In ersteren bleibt die Temperatur konstant, und damit die innere 
Euergie. A lie geleistete Arbeit riihrt von zugefiihrter Wiirme her 
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veranderlichen CfrSBen p, v und & xnuB dann die Gleiehung (9) dunemd 


erfallt sek 

( 9 ) 


pv = Rftj 


und B ist fur alle moglichen Veriinderungen eke Konstante. 
auBeren Krafte auf das Gas sollen so gering sein, <kB vvir sin 
die inneren vemachlassigen diirfen. 


Die 

gegeu 


13 . Die drei Variabek p, v, # konnen wir mis als Achsen 
ekes rechtwinkligen Koordinatensystems aufgetrag.m (knken. Dana 
stellt die Gleichung (9) eke Flaehe <P dar, und zwur, wi« man aus 
Bd. II, § 102, 8., Gleichung (5): 

2 ___ O'" __ if 

c (f fr 


erkennen kann, ein hyperbolisches Paraboloid. Urn das einzusehen, 
eetzt man c~*l/R, a 2 = £> 2 = 2, und ffihrt (dm* Hrehung des Knordi- 
natensystems x, y, 0 urn 45° urn die ~-A<*hse aus. so dab 


die neuen Koordinaten werden. 

Jeder Punkt der Fliiehe <l> enisprirht mil semen Koordinaten 
einem moglichen Zustande des Gases, und jeder stelige Pbrrgang aus 
einem Zustand in einen anderen ist durch eine Kur\«* aul‘ der Fh'iche </> 
graphisch dargestellt. 


14, Unter diesen Kurven nehmen eitbge erne hervurragrude 
Stelle ein. So werden z. B. durch dir zur /* Arhse. /ur /, Arhse 
und zur ^-Ackse normalen Kbenen Kurven nut* <l> au *..f ■. *dnnt ten, die 
den Zustandsandenmgen bei konsfantem Yolumen, bn kun-nanlem 
Druck (isopiestische Kurven ) ; bei konstantrr Temperatur 1 oihenueni 
entsprechen. 

Weiter sind die adiabat.ischen Kurven n.n \\ n ■ 1 ; f i-Ar j 1 )«*ren 
Punkte miissen aufier der Gleichung A* m.-h • inm tiinehung 


21 d l ' 21)). Jr 

geniigen, worm dU die Abnahme der inner, !. |; M . rme. a{ nucr 

Funktion yon allein, und pdr die \<nn Gn-r -n- o ;<• Arbeit, 

dv also die Zunahine des Volumeir be.ieutrt. \\ richer Art die 

Funktion U im nbrigen ist, braurhen uir Fir da- o, lumber 1 nter- 
sucbungen nicht zu wissen. 

15. Es ist zweekinaBig, nicht die Kurven mu’ der 1- liirhr </>, 

durcb die irgend welch e ZustaiuLsanderun^nu darge *t n It warden, m 
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§ 26. 


xnittelt denken 7 daB wir vor Beginn unseres Prozesses von v 17 ^* 2 an 
die adiabatische Anderung bis vornehmen.) 

Jetzt haben wir Arbeit aufgewandt 7 oder das Gas bat negative 
Arbeit — A s geleistet und Warme Q s an das Reservoir abgegeben 7 die 
analog a) gegeben ist durcb 

v 3 

(12) — Q s = — A 3 = — 2 1 P^V = — ~ ■ 

d) Endlicb fiihren wir durch adiabatische Kompression das Gas 
auf das Volumen v 1 und die Temperatur zuriick, wobei es eine 
Arbeit leistet 

Px 

(13) - 4i — 

und nacb Nr. 11 wird 

(14) A 2 = A 4 

sein. 

17 . Wir haben im ganzen folgendes erreicht: 

Im Reservoir von der Temperatur ^ ( ^ e Warmemengo 

(15) 

4’ I 

aufgenommen und im Reservoir von der Temperatur {>•, die Warme- 
menge 

abgegeben worden. Also ist beim ganzen Prozeli der Bet rag 

( 16 ) Q, - Q, = RiK^ J ;; - 7 < 5, 2 J ; 

/’j /'.j 

als Warme verloren gegangen. Dieser Hetrag iindei; sich quaniitati v 
als Arbeit wieder; denn die Summe alter vom Gas goleisteteu 
Arbeiten ist 

A = A. x + A 2 — /l,j — /I.j — Q { — % , 

da ^l i =--• (^ L ; J ;; = ; A 2 = At i«t. 

18. Das Verhiiltnis u der in Arbeit mngosetzten Wiirmemenge 
zu der im warme ren Gefali aufgcnoimncnen Wiirmemenge 




I. Mechanik. § *><>. 

und muB ihr gleich (aquivalent) sein. Bei den adiabatisehm Veramle- 
rungen wird keine Warme zugefuhrt; alle Arbeit entstanimt tier inneren 
D Energie. Dureh Fignr <M> soil de r 

KreisprozeB graph isrh dargestellt 
sein. Er verlauft fdlgrndermaBen. 

a) Wir bringen das (retaE 
in ein groBes Reservoir von der 
Temperatur Jb, , his or die.se Tern- 
peratur angenommeri hat. Eg 
liahe jetzt das Yoluinon r Jt Wir 
lassen das Eas sirh ausdehnen, 
wo led es von dem Reservoir 
aus inimer auf ghdrhrr Tempe- 
red ur erhaiten bleibe und dag 
Yolumen r, : ariniinrut. Has ii as 
delint sich „isotherm“ aus. Es leistet fine Arbeit 

A, - A/'- >' ■ 

trnd muB nach dem Energieprinzip. *ia M-iii lin.-rui’driliali. sicli 
jiach Nr. 10 nieht iindert, die dieser Arbeit gleiehe U anueim-ng,. 

Qi 

aus dem Reservoir aufnehmen. I nt**r ZuhilOnalmi* d.-r Zm lands* 
gleichung wird 

( 10 ) Q, , 1 , /'-•» , 




b) Wir lassen das (his sieh adiahati-rh v.riir*- an o.-iinm, bis »s 

ein Yolumen erreiclit und eine uirdrigmv T'-mpm-aror • *, ;t, ;ui- 

genommen bat. Es hat dabei dir A 

(11) A, v,,/. 

geleistet. Warme lmt das (las nieht unij-ifur.:.- ..nd.-m seine 
innere Energie, muB uin den a«jui\ lleir;e_r .u. u:i-n 

c) Wir bringen das (las in ein Wanner .... .i.. r T.-m- 

peratur ^ und komprimieren es isotherm ?>:- /u \ •» >• 

das so beschaffen ist, daB wir aus ;t. a.-' ; , uVo,. 

zn v lf & 2 iibergelien konneu. f Wir llum-n im- u er- 


§ 26. 
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da keine Warme aufgenommen wird. Das wird unter Zuhilfenahme 
der aUgemeinen Gleichung (9) AV = BfrAv/v, also: 


Av 

v 


1 AU 
R & ’ 


(») 2 “-*2 


AU 
& ’ 


A 


Av 

j u z 


t 


und hierin ist U, die innere 
Energie des Gases, nur von der 
Temperatur abh*angig. An einer 
Stelle s der Adiabate 2 3 wird 
V denselben Wert liaben wie 

an einer Stelle % einer anderen v f v /t xU)(f v A 

Adiabate 1 4, wenn % mit s anf Pig. t>«. 

einer Isothermen liegt. Das 

Gleiche gilt yon den zwei Stellen y } X (Fig. 96) der beiden Adiabaten. 
Deshalb wird aucb AU zwiscben £ und y ehenso groB sein, wie zwischen 
% und X, und riicken £ und y hinreichend nahe aiieinandcr, so wird & 
als konstant zwischen £ und y und zwischen % und X angosehen warden 
dtirfen, so daB auch AU I & zwischen £ und y den gleichen Wert 
w r ie zwischen % und X besitzt. Doshalh niuB auch 

'sp JU ^ yp jr 

AAJ # A-J nf 

2 1 

sein, und wegen Gleichung (20), (21) wird 


2 


J Av 
V 


■2 J : 


1 JU 

It v 


I JU 
& 


Analog wie die Gleichungen (20), (21) folgt aber auch 


( 22 ) 


2 J :-2 J :~ 


i 'sri JU 
It jAj u 1 


and Gleichung (19) ist somit bewiesen. 

21. Aus der Figur 96 erkeunt man, daB 

O’ r i Oi r .\ 

y Jr- _ STIJr Vl Jf VI Jv 

A v A a A v ~ A r 

<\ r.i r., 

ist , und wegen Gleichung (19) folgt nun 
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heifit der „Wirkungsgrad“ des Kreisprozesses. Er wird also nach 
unseren bisberigen Ableitungen den Betrag besitzen: 





19 . Wir wollen nun zeigen, daB ^ ist. 

Es ist jedenfalls (Fig. 96) 


(18) 


2-- 


-I 


Jr 

v 


j 


wo v 6 = v & = v x ist: den n zerlegen wir die Streeken 12 und 5 6 
durcb Linien parallel der O’-Achse (punktiert gezeichnet) in paar- 
weise gleicbe Elemente Jtv, so ist an entspreehen den Stellen a y ft 
beider Streeken jJv/v identiscli, und es muB also auch 21Jr!v 
liber die ganzen Streeken identiscli herauskommen. M it anderen 

Worten: Ob wir bei einer Temperatur 7 % oder bei einer Temporatur 
ein Gas yon v x auf v 2 ausdehnen, muB fur die Sumnie 25 7 r//; 
gleichgiiltig sein, wenn die Grenzen v x und in beidon Fallen iden- 
tiscli sind. 


20. Nun konnen wir aber zeigen, daB 


(19) 


VUp __ Y Jf 

Jj o ~ Jj P 


ist. Man sieht zunachst, wie im vorigen Absohnift, daB 


( 20 ) 




Jr 

V 


r., 


ist, was man wieder erkennt, wenn man zw.-i Parallel.* zur V A.-hw, 
y S und er], durch die isothenne Kurve a fi und die ailiabatisrhe g 
zielit (Fig. 96). Es ist also fur die liier vorliegende Siimme gieieli- 
gultig, ob wir das Gas zwiscien zwei gcgebencn Vohmicn r„ r r 
und v 3 isotherm oder adiabatisch ausdehnen.' " 

Es ist fur die adiabatische Kurve 2 B 


jr = P-lf, 


ZWEITE8 BUOH. 


ELEKTEISCHE END MAGNET ISCHE 
KKAFTLINIEN. 
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uiid outer Zuhilfenahme von Gleichung (IS) «il)t .las di« zu *»«- 
weisende Grleieliung: 

f 3 '= 

2 Jv SD Jv 
v r ‘ 


22. Jetzt lehrfc uns Gleichung (17) wegen (£\l daB der Wirkungs- 
grad unseres Ereisprozesses die eintaehe frorm aiininnnt: 

^ A _ b 

Von der Warmemenge, die der Kolben im wiirmeren Reservoir \K 
aufgenommen hat, ist nur der Bruehteil (th> A l ) in Albeit uber- 
gefuhrt worden. Der Rest, der Bruehtoil itj ik» T ist ais Wiinite deni 
kalteren Reservoir zugeflossen. 

Das Gas selber ist liach Ablaut des Pro/a-ses in seineu ur 
sprunglichen Zustand zuruckgefiihrt. Ks besit/.t winder dir glrieiie 
Temperatur, das gleiclie Volwnen und den glmVhen I>ruek t wit* im 
Anfang des Prozesses. Man nnnnt d instill KreisprozeB nanh seinem 
Entdecker 1 ) den „Oarnotschen KreisprozeB". 

28. Lassen wir den ganzen ProzeB in umgekehrier Kirhtung 
vor sich gehen, so wttrden wir im kiilteren Reservoir die Wiinne- 
menge Q 3 aufnehmen und im wiirmeren abgehen. AuBerdem 

wiirden wir die Arbeit 

a “ ;; ! ' 1 

dem System zufuhren. Dann ist also alb*s w ieder ini alien Zustand, 
auch. die Warmeverteilung in den Reservniivn. 

Daraus konnen wir schlieBen: Hs ist nielli mbglirh, m it 
Hilfe des Garnotsclien Kreisprozesses Wiirnie aus eiuem 
kiihleren GefiiB in ein wiirmeres iiber/.iitii li ren, ohne dabei 
eine bestimmte Arbeitsmenge autzuwendeu. 

Eine nicht beweisbare Verallgumeinerung sagt aus: Ide Arlieit, 
die wir beim Carnotsclien KreisprozeB aus einem gegebenen Wiirnie 
quantum Q x gewinnen konnen, ist die gnlBte Arlieit, die uns fiber- 
kaupt irgend ein KreisprozeB liefern kann. 


1) Vgl. dariiber das in § 25, <>., Soite li»> Uesagm. I»*-r i'ane*t>ehe Satz 
ist von Clansins in richtiger Deutung muditiziert worden. 


Vierter Abschnitt. 

Elektrizitat und Magnetismus. 1 ) 


§ 27. Elektrische Kraft und ElektrizitStsmenge. 

1. Der Begriff der , ; Kraftlinien“ ; den wir im folgenden als geome- 
trisch.es Hilfsmittel zur Besprechung der elektrischen und magnetisohen 
Theorien heranziehen wollen, laBt sich in jedem Yektorfelde verwerten, 
naturlich unter Zugrundelegung der fur den betreffenden Vektor gill- 
tigen Gesetze. Es ist im folgenden in der Tat nicht eine Kraft, die 
wir in der angedeuteten Weise sinnlicli darstellen; wir wollen aber 
allgemein den altkerge’brachten Niimen ^Kraftlinien*'' boibohalton, in 
dem wir als Typus eines Yektors den speziellen Kraftvoktor zur 
N amengebun g v er wend on . 

Eine reelle Bedeutung ha ben die Kniftl.ini.en nicht*, sio Hind 
lediglich ein mathematisches Hilfsinittel. Dasselbe gilt aueh von 
einem altkergebrackten Begriff der Elektrizitatslehro, von den „Elek 
trizitatsmengen“ Beobaelitbar sind — abgosehen von einigen sokun 
daren Erscheinungeii — nur die elektrischen Krafte, und nur huh 
ihnen hat man den mathematischen Begriff ,,Elektrizitiitsmonge“ ge- 
schaffen. Wir nehmen diese uberall da an, wo elektrische Kraftlinien 
entspringen und setzen, wie wir spater sehen werden, eine quanti- 
tative Beziehung zwisehen beiden Begriffen lest. 

Wir kdnnten mit deni Begriff der Kraftlinien allein auskoinnion, 
und in der Tat begnugt. sieh damit die reine Max wel l-l I ertzsche 
Theorie. Da aber lur die Ansehauimg der Begriff E Iddrizi tabs men ge 
zweckiniiliig ist, sc bon. imi weitlaufige Ausdruoksweisen zu verineiden. 
wollen aueh wir uns seiner bedienen. Gerade duroh Einiiihmng der 
„Menge“ wird die Kraftlinien theorie dureh Analogiebildung mil den 
mechanischen Mengen ubersiehtlirher. In der Meohauik denkt. man 
ja auch nicht daran, den Begriff der Masse zu eliminieren. Kreilirh 

1) Dicser Abschnitt sehlieLU sich viol filch an < 1 i o Hc.zoic.hnun<gs- unit bar 
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Besteben die beiden Korper aus Glas, das durcb Reiben mit Seide 
elektriscb geladen ist ; so nennen wir die Ladung positiv; in dem 
bier angefubrten Falie sprecben wir dem Korper speziell je + 1 Ein- 
beit zu. Wenn ein weiterer Korper auf andere Weise elektrisiert nnd 
an Stelle des einen dieser beiden, d. b. in einen Abstand yon 1 cm 
yom anderen gebracbt, eine abstoBende Kraft yon einer Dyne er- 
fabrt, so scbreiben wir ibm ebenfalls die Elektrizitatsmenge + 1 Ein- 
beit zu, erfabrt er aber eine anziebende Kraft yon. einer Dyne, so 
scbreiben wir ihm die Elektrizitatsmenge — • 1 Einbeit zu. 

In der Praxis yerwendet man das 3 • lCPfache dieser Einbeit als 
Einbeit der Elektrizitatsmenge und nennt sie „1 Coulomb^. 

4c. 1st der eine der Korper symmetriscb gebaut und bei. der 
Elektrisierung symmetrisch behandelt, so konnen wir durch Halbieren 
desselben die Elektrizitatsmenge Einh. erhalten. Wenn es uns dann 
gelingt, einem anderen symmetrischen Korper die gleiche Elektrisie- 
rung zu erteilen, so konnen wir durcb Durcbschneidung dieses zweiten 
Kdrpers l Einb. isoliereu u. s. w. Wir konnen dann — freilicb 
nur in der Idee, nicbt in Praxi — durcb Zusammenbringen be- 
stimmter Teile eine beliebige Elektrizitatsmenge, sagen wir a Einh., 
an einem Orte, d. h. in einem sebr kleinen Raume ve mini gen. Wiihlen 
wir a yerscbieden groB in verschiedenen Fallen, auch z. B. negativ, 
so konnen wir das Gesetz priifen, nacb dem si eh versehieden stark 
elektrisierte Korper anziehen oder abstoBen. Dnrch Wriindorung des 
Abstandes, in dem sicb die beiden Korper belmden, kdinnm wir die 
Abhangigkeit der Kraft von diesein Abstand ermittoln. Ooulom b 
bat diese Gesetze nacb einer freilicb nictit so schcmatiscbcn Methodo, 
wie wir sie bier lediglich zum Zweck der Definition angegebon baben, 
erforscht und er findet, daB die Kraft K mit dem Abstand r und 
den Elektrizitatsmengen e x , ('.> zweier aufeinander wirkender Korper 
ein dem Newtonscben Gesetz almliches Gesetz befolgt: 

x-f 

1) Dies Gesetz 1st von Coulomb 1785 aulgostellt und mit dor ,,Dr<‘hwag(‘. u - 
durcli st.ii, tische Messungen von Drelimoiuonton bewiosen. Von It i e C wunlo 
die Metliodc verbessort. Rich verii.nderto die Klektrizitatsmonge /.works Pe- 
statigung dos Faktors e, durcli lloriihrung einer goladenen Metallkugel mit. 
einer gleich groben ungoladenen. 

A liber dor sfcaivisch.cn Ablcnkung hat. (.ton tomb noch mit. Ililfe von Hob wing 
ungen das Drohmoment und damit. die Kraft zwischen zwei Klektrizi liUsmongen 
bestimmt. 

Charles Augustin do Coulomb lebie von 1 his lsor>. Kr war 
Offizier ini franzosisohen i leniekorps. 1781 wurdo or wegon seiner w issonselin ft- 
lichen Arbeiteu Mitglied der Akademie zu Paris und i SO I Cenoralinspoktor 
der Universitat. 
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kennen wir von dieser aucb nocb andere Eigenschaften als die Kriifte: 
die Undurchdringbarkeit gegen ihresgleicben, also die Fiihlbarkeit, and 
die Fabigkeit, Liebt zu reflektieren nnd zu absorbieren, die Siehtbarkeit. 

2. Wir geben von den folgenden pbysikaliscben Erfabrungs- 
tatsacben aus: 

[l.] 1 ) Durcb Reibung von Nichtmetallen miteinander geraten 
diese in einen Zustand, der sie befabigt, andere ebenso be- 
bandelte Korper anzuziehen oder abzustoBen, jedenfalls aber 
eine Kraft auszuiiben, die der Riclitung riaeb in it der Ver- 
bindnngslinie der zwei Korper (wenn diese klein genug sind, 
eine solcbe zn definieren) iibereinstimint Sie lieilien dann 
„elektrisiert“ 

[2.] Durcb einfaehen Kontakt init elektrisierten Kdrpern werden 
isolierte Metalle ebenfalls elektrisiert. 

[3.] Die Elektrisierung eines und desselben Kbrpers, d. h. die 
Kraft auf ein und denselben anderen elektrisierten Korper 
kann verscbieden stark sein, etwa iniolge vorschirden starken 
Reibens. 

[4.] Es gibt zwei verscbiedene Alien von Elektrisierung, je 
nacb dem Material der geriebenen Korper. Die beiden 

Arten unterscbeiden sicb voneinander dadurrh, dab glair, h 
artig elektrisierte sich abstoBen, unglricliart ig elekirisierte 
sich anzieben. 

[5.] Durcb Kontakt elektrisierter Metalle cntstolit iinmrr gieirh- 
artige Elektrisierung. 

[6.] Es ist bekaunt, auf welehe Weisr dir einr <>drr di<* andere 
Art Elektrisierung ensteht, so daB man sir willkfirlirh her- 
vorbringen kann. 

3. Wir denken uns zwei identisrhr, srhr k Irina Korper gleieh 
stark elektrisiert, was wir dadurch kontroilieren kbimrn, < lab wir « lit* 
Kraftwirkung eines jeden von ihnen auf einen und drnsrllien dritten 
elektrisierten Korper beobacbten. Wir bringen dirsr beiden Korper, 
deren Dimensionen alle sebr klein gegen einen Zent.iumter obn mogen, 
in einem Ab stand von einem Zentimeter voneinandrr in einni luftireren 
Raum und messen die abstoBende Kraft, dir si** aufrmamb-r ausiiben. 
Je starker die Kraft ist, uni so grdber nehmen wir dm Elektri.benmg 
an. Ist nun die Kraft gerade gieirii rinrr Dvne, also obbrh 
1 gr cm sec ^ so schreiben wir jedem d(*r Korper <nr Eirktn/.iiiits 
menge „1 absolute Einbeit u zu, d. li. wir «*rkliin*n <10* Klekfrb 
sierung durcb eine hypothetische, deni Korper zugefuhrte Klektrizitiits- 
menge, die den Wert 1 Einbeit nn oben angr^rluuien Falle brsitzi. 

1) Die Zahlen in eckieren Klaiumern 
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§ 28. 


7. Im Coulombschen Gesetz ist die Tatsache enthalten., daB, 
wenn eine der beiden Elektrizitatsmengen negativ wird, die ab- 
stoBende Kraft negatiy, also zu einer anziebenden Kraft wird. 


§ 28. Elektrische Feldintensitat und Polarisation. 


1. Eine Elektrizitatsmenge e 1 ubt auf eine gegen sie nnendlicb 
kleine andere vom Betrage e im Abstand r, der groB gegen die 
Dimensionen der Trager der elektrisclien Ladungen sein moge, eine 
Kraft 


aus. Demnach ist 

(i) 


K 


4 tcs r 2 



J . Sl 

4 7ts r 2 


die auf die Elektrizitatsmenge 1 umgerechnete Kraft. Wir gehen 
absichtlich yon einer unendlicb kleinen Elektrizitatsmenge aus, damit 
diese spaterhin eine einmal yorbandene Kraftverteilnng im Raume 
nicht andert. Wir lconnen in symbolischer Ausdrucksweise sagen: 
Es ist E die auf die „unendlich klein gedachte Elektrizitatseinlieit^ 
wirkende Kraft. 1 ) E heiBt ^elektrische Feldintensitiit" odor ,,elektrisclio 
Intensitat“, auch „Feldstarke‘‘. Sie hat, wenn c { nach GrdBe und 
Lage gegeben ist, an jeder Stelle des Raumes omen bestimmten 
Wert und eine bestimmte Richtung. E ist also eine Funktion des 
Ortes, speziell ein Vektor. 

2. In der Umgebung einer (punktformig geclaehten) Eloktrizitilts- 
menge e wird uberall eine Feldin tens i tat vorhanden sein, und zwar 
symmetrisch auf den umgebenden Raum verteilfc, d. h. in gleichen 
Abstanden yon e wird J? yon gleichem Betrage sein und wird innner 
die Richtung des Radiusvektor von a aus habon. Wir kbnnen 


X) Wir wollen allgeinein, auch im folgenden, diese symbolise-he AusdruckH- 
weise gebrauchen, die den folgenden Sinn liafc: 1st <p eino Funktion nini'r 
Variabeln /,, so ist mit einer unendlicb kleinen Andorung zlt von /, eine Ando- 
rung Jcp von cp verbunden. Den Quotienten Jcp/Jl kbnnen wir als dies auf die 
Andemng nm die Einheit von I, umgerechnote Andorung von cp ansohen. 
zl (p j Jt ist, wenn cp eine, lineare Funktion von t ist, strong- gloicli dor mit der 
Anderung von l imi die Einlieit verbundenen Andemng von cp. 1st cp nicht 
linear von i abhiingig, so nennon wir diesen Quotionten „dio mit <ler unend 
lich kloin gedachton, odor kurz unendlicb kleinen Kinhoitsandemng 
von t verbundene Anderung von cp u . So ist, z. B. die Uoschwind igkeit nines 
ungleichfbrmig bewegten Kbrpors (§ 15, (‘2)) der in dor „unendlich kleinen Zeit- 
einheit zuriickgelegte Weg u . In der Intimtesimalrechnung hoibt Jcp'Jt der 
Differ entialcpiotient von cp nach l (Bd. 1, 2 U ’ Aufh, Abscbn. 27). 

Weber u. Wellstein, KnoyklopiwHo. Til. 12 



§ 27 . 

win f zunacbst noch eine Konstante ist. Eine abstoliende Kraft 
wollen wir als positiv auffassen. Da ini V akuuin fur Oj — = 1 Einli. ; 

y = 1 cm nach Definition K = 1 dyn wird, so inu8 f hier den Zalil- 
wert 1 baben. 

5. Bringt man die beiden Korper aus dem Vakuum in ein anderes 
Medium, so zeigt sicb, daB die Kraft kleiner gewordm ist, irn (ibrigen 
aber das Coulombscbe Gesetz noeb gilt, d. h. os ist / nieht melir 
gleicb 1, sondern kleiner. Wir scbreiben 

(Coulombsches Gesetz i, 

wo 4rt£>l- s verandert erfahrungsgemaB seinen Wert mit deni 
Medium. Wir nennen s die Dielektrizit-iitskon.sfcuito des ImtreftVnden 
Mediums. Im Vakuum sei £ = £ 0 . Also ist dem Zahlenwerie naeh 

l 

<0 \tc' 

wenn wir an unserer Definition fur die Kleld rizitatsmonge festhnlten. 
Wir werden der Symmetrie balber den Falctor 1 Lt/ 1( im Vakuum, 
der gleicb 1 ist ; gleichwohl im allgemeinen mitiuhren. sHiim einma), 
um leicht yon der in der Amnerkung dieser Keite gegobonen Definition 
der Dielektrizitatskonstanten zu unserer fihergehen zu konnen. ,. () j s f ; 
der kleinste Wert unter alien vorkmumenden Dielekf nzitiitskonstanten. 

6. Wir wollen, was in unserem Krmessen stein, < nis dimensions- 
lose Zabl auffassen. Dann verfiigen wir ila in it fiber die Dimonsjonen 
der Elektrizitatsmenge, deren Einheit wir w ill!. iirlieh festgelegf, 
baben. Es wird fur zwei Einheitsiadungen im Abstain) son 1 cm 
im Vakuum 

j gr «*m 1 Kinh" 

ser' ; I ru r 

Die Dimensionen der Elektrizitatsmenge sind drnmadi 

\e\ nr f'i \ 

und es ist 

1 absolute Einheit 1 gr mu ■;•••• : 
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1) Vielfach wird auch der Ausdrurk 4 m i: • ?,../»•> 

elektrizitatskonstante 1 11 genaimt. Dadundi wird die [’..m. a! 
verandert. Durck Einsetzung von /•' *rr; kr,nnm wir j,.,i t.- 
in die andere dbergehen. Im Yakumn win! dann i. 
wenn irgendwo dieser Wert der I>iid«ktri/.it;it-k.m -tant.-n 
worden ist. Die Einfiikrung dee Faktor.s 1 1 ;r in das ;.u 
den Erfolsr, dak das ai!H oilier imdif-n 7-iM • . J ....a . ? 
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<p der Winkel, den die gewunsckte Richtung s ge gen die des Betrages 
einscklieBt, so ist der Wert in dieser Ricktung 

A s = A cos cp. 

2. Die Hauptricktung der Polarisation fallt fiberall mit der der 
elektriscken Intensitat zusammen, so lange, wie vorausgesetzt, e eine 
skalare Grrofie ist. Unter der Hauptricktung der Intensitat ist die 
Ricktung zn versteken, in der sick eine frei beweglicke unendlicb kleine 
Elektrizitatsmenge e yerschieben wfirde. Verfolgen wir diese Rick- 
tung yon Pnnkt zu Punkt, so ergibt sicb eine, im allgemeinen raum- 
licke Kurve, die wir eine „Kraftlinie“ nennen wollen. Wir denken 
kier an eine beliebige Verteilung yon elektriscken Ladungen. Anf e 
wirkt dann iiberall die Resnltierende der einzelnen Intensitaten. 

3. Um die Enden dieser Kraftlinien zu ermitteln, kaben wir 
diese Operation einmal mit einer Elektrizitatsmenge + auszufiikren. 
Diese bewegt sick so lange weiter, bis sie an das Ende der Kraft- 
linie kommt, vorausgesetzt, daB die Elektrizitatsmenge auck in der 
Materie frei beweglick ist. Das Ende muB da liegen, wo sick eine 
negative Elektrizitatsmenge befmdet, oder im Unendlichen. Die Rich- 
tung, in der sick + e bewegt, keiBe die positive Ricktung der Kraft- 
linie. Eine Elektrizitatsmenge — e fiikrt nns ans entgegengesetzte 
Ende der Kraftlinie. 

4 . Macken wir dasselbe im ganzen betrackteten Ranme, so konnen 
wir uns diesen ganzen Raum mit Kraftlinien durckzogen denken, die 
uns iiberall die Richtung der elektriscken Kraft und der di elektriscken 
Polarisation angeben. Diese Linien konnten wir also auck „Polari- 
sationslini en“ nennen, insofern es uns nur darauf ankommt, aus ikncn 
die Ricktung eines Vektors abzulesen. 

5. Wir konnen uns aber mit Hilfe dieser Linien auck ein 
grapkisckes MaB fur die GrroBe des betreffenden Vektors konstruieren. 
Wir denken uns zunackst eine 
einzige Elektrizitatsmenge + e in 
einem Punkte gegeben (Fig. 97); 
d. k. der Trager dieser Elektrizitats- 
menge sei so klein gegen fiber den 
Entfernungen von ikm, in denen 
wir das Feld untersuchen wollen? 
daB wir seine Dimensionen und 
dam it alle Richtungsuntersckiede 
der nack seinen einzelnen Punkten 
liingezogenen Radien vernaehlas- 
sigen dfirfen. Die elektriscken Kraft- 
linien werden gerade Linien sein, 
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m it E rechnen wie mit einer Kraft, da es ja die Kraft auf die Elek- 
trizitatseinheit ist. 

3. Besonders konnen wir also die von verschiedenen lokal 
getrennten Elektrizitatsmengen herruhrenden Feldintensitaten nach 
dem Parallelogramm der Krafte zusammensetzen und mit den Resul- 
tierenden rechnen; dock ist es uns nickt benommen, jede einzelne 
Intensitat als selbstandig anzusehen, also mit den Komponenten zu 
rechnen, oder eine Intensitat in Komponenten zu zerlegen. 

4. DieEinheit der Feldintensitat ist 1 Dyne/1 Elektrizitatseinheit. 
Es kat also E die Dimensionen 

[E] = mh~*f\ 

und seine Einkeit ist 

JL _JL _i 

1 gr 1 2 cm 2 see . 

Diese Einkeiten beruhen auf der willkiirlichen Festsetzung der 
Einkeit fur die Elektrizitatsmenge, die aus der Einheit der „elektro- 
statischen Kraft" abgeleitet war (§ 27, 3.). Man nennt das MaB- 
system, das sick kierauf begriindet, das absolute GauBsehe MaBsystem". 
Dieses MaBsystem deckt sick in der Elektrostatik mit dem sogenarmten 
„elektrostatischen MaBsystem" (vgl. § 43). 

5. Die GroBe E « e E 7 die also, wenn E die Intensitat einer 
Elektrizitatsmenge e ist, den Wert e/4? xr hat, lieiBt die ^dieiektrinclie 
Polarisation". Es ist die GroBe, die uns vor alleni interessierf. Audi 
mit ikr diirfen wir recbnen, wie mit einer Kraft, da sie aus einer 
solcken nur durch Multiplikatiou mit dem skalaren Faktor f hervor- 
geht (Anm. S. 94 ). r ) E ist also ebenso wie E und A* ein ,,Yektor a , 
und als solcber nach dem Parallelograinmgeseiz in Komponenten 
zerlegbar. 


§ 29. Kraftlinien. 

1. Die dielektrische Polarisation ist ein Vektor, d. h. due 
Eunktion des Ortes und der Riditung. An einem und demsdben 
Orte nimmt sie versckiedene Werte an, je nach der Riditung, in dor 
wir sie messen. In einer bestimmten Riditung hat jeder Voktor 
einen Maximalwert, den wir den „Betrag“ des Vektors nennen wulien. 
Die zugekorige Ricbtung heiBe die ,,Hauptrichtung" odor kurz ,,Ridi- 
tung" des Vektors. In jeder anderen Riditung besitzt der Vektor 
den Wert der Projektion; d. li. wenn A der P,etrag des Vektors ist, 

1) In krystallinischen Kdrpern ist t nach versohiedmen Richtungen ver- 

schieden; dann ist E ein auch in der Ricktung von E abwoirhender Vektor. 
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mid nach § 28 Grleichung (1) ist das: 

N = aE. 1 ) 

Im Falle einer Elektrizitatsmenge gilt also der Satz: 

Die Kraftliniendichte ist gleick der dielektrischen 
Polarisation. Sie nimmt wie diese im umgekelirten Verhaltnis 
zu dem Quadrat des Abstandes von e ab. 

7. Durch ein unendlich klein gedachtes, zu den Kraftlinien 
normales Oberflachenelement do werden 

n = N do = sEdo 

Kraftlinien bindurcbtreten. Die gleicbe Zabl wird ein unter einem 
Winkel op gegen do geneigtes Flachenelement da schrag (Fig. 98) 
durchsetzen ; wenn 

7 do 

da = 

COS Cp 

ist. Die unendlich kleine Flacheneinheit you da wird also von 


n -AT -n 

= JS cos op = sE cos op 

Kraftlinien durchsetzt. 

Bedeutet v die Normale auf da, die 
mit der positiven Kraftlinien rich tung den 
spitzen Winkel cp einschlieBt, so wird 





\ , 






\ : 

.Fitf. IKS. 


E v = E cos cp, 


und somit eE v die Anzahl Kraftlinien, die die zu einer boliebigen 
Richtung v normale unendlich kleine Flacheneinheit durchsetzt. Wir 
wollen diese Zahl mit N v bezeichnen. 

Die eine beliebig gerichtetete Flacheneinheit, aehriig 
durchsetzende Kraftlinienzahl (Kraftliniendichte) ist also 
durch die Normalkom po nente der dielektrischen Pola- 
risation gegehen. 

Demnach ist die Kraftliniendichte N eine VektorgrdBe und in 
Komponenten zerlegbar. 


8. Es sei eine beliebige Zahl in verschiedenen Pimkten verteiltcr 
Elektrizitatsmengen e u e 2 , e 3 , ... gegeben. 2 ) Wir kommen niathe 


1) In dieser Gleichung wird zmn ersten Male die Einlulirung des Kakt.ors 
1/4 it im Coulomlischen Gnsetz gereehtfert.igfc. 

2) Die Figuren 99, 100 geben das Bild der remiltiorenden Kraftlinien in 

7Wfii amor/iol Ion 1?:jlln-n LW- On • in • . 
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die you e aus ins Unendliche yerlaufen. Durch jeden Punkt des 
Raumes wird nur eine Kraftlinie gezogen werden konnen, da die 
Ricbtung der elektrischen Feldintensitat nnd damit der Polarisation 
eindeutig ist. 

Wir treffen die folgende quantitative Bestimmung: 

Die Anzahl Kraftlinien, die von einer Elektrizitats- 

menge e in den umgebenden Baum ausgehen, nehmen 

wir gleiehformig auf den ganzen kugelformigen Raum 

yerteilt an und proportional mit e. 

Ist e negativ, so wird eine negative Zakl von Kraftlinien tier 
entspringen; das soil heifien, es wird die entsprechende positive Zalil 
in e miinden. 

Eine Elektrizitatsmenge e wird nacli jedem Punkt einer sie um- 
gebenden Kugelflache eine Kraftlinie aussenden, also im ganzen in 
den umgebenden Raum unendlicb viele Kraftlinien, die wir uns gleicli- 
formig verteilt denken konnen, so da8 innerhall) gleiclier korperlicher 
Winkel immer gleichviele Kraftlinien enthalten sind. Wir setzen 
willkurlicb fest, daJB die Kraftlinienzahl n 7 die den umgebenden Raum 
einer Elektrizitatsmenge e erfullt, e mai so g roll ist als die, die don 
umgebenden Raum der Elektrizitatsmenge 1 erfullt. Und nun sfceht 
nns die folgende Definition frei: 

I. Die von der Elektrizitatsmenge r ausgehende Kraft* 
linienzahl nennen wir e (aucli wenn wir sie in Wirklirh- 
keit unendlich groB annehmen mfissen; es kommt ja, nur auf 
das Verbaltnis dieser Zahlen fur verschiedem* r am 

n = v.. 

Es ist also n = a nur als eine Pro]>orti(maly.aiil anzuselnm, was 
aucb mit der Tatsache in Einklang zu bringen ist, daB r keine 
dimensionslose Zahl ist. 

6. Wir wollen urn e lierum eine Kugel mil r als Hit telpunkt 
und dem Radius r gelegt denken ( Fig. 07 i. Die Kraftlinien 
mtissen nach unseren Festsetzungen die Kugelnbrrfliiehe .Lt/ j normal 
durcfidringen. 

II. Die Kraftlinienzali I, die eine zur I\ ra 1 1 linienrie.hiung 
normale Flach eneinheit durelisetzi, nennen wir die 
Kraftliniendi elite und wir wollen sue im ailgemeinen mit N 
bezeiebnen. 

In unserm Falle ist im Abstand r von 
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Grlieder, die mit v emeu Winkel 
groBer als %/2 einschlieBen, werden 
dabei mit negativem Betrag ein- 
gehen. Es ist aber 

E V W + E^ Hr EW h Jg? 7 

also 

n = sEdo , 

und die do durchsetzende Kraft- 
liniendichte wird 

Es gilt demnach bei ganz beliebiger Yerteilung von Elektrizitats- 
mengen fur das resultierende Feld: 

III. Die Polarisation gibt iiberall die Kraftlinien- 
dichte an. 

Wir konnen demnach das Bild der yon einzelnen Punkten gerad- 
linig ausgehenden Kraftlinien fallen lassen und direkt die resultierenden 
Kraftlinien zeichnen, so, daB die Kraftliniendiclite, also die Kraftlinien- 
zahl, die wir durch eine zu den Kraftlinien normale Placheneinheit 
gezogen denken, uberall gleich der Polarisation ist (z.B.Fig.99, Fig. 100). 

Wenden wir jetzt wieder die in Figur 98 dargestellte Kompo- 
nenten zerlegung auf die resultierenden Kraftlinien an, so folgt: 

IY. Die Kraftlinienzahl n , die ein beliebig gerichtetes 
Flachenelement da durchsetzt, ist gleich der zu do 
norm ale n K omponente der Polarisation, mu It ip li- 
ziert mit d<3: 

n = bE v dfS. 

9. Der Satz III ist aus der Definition 1 abgeleitet. 

Definieren wir umgekehrt die Kraftliniendichte durch den Satz 111 
so muB daraus Satz 1 folgen; es muB folgon, daB von jeder Eiektrizitats- 
menge e in dem umgebenden Raume v Kraftlinien ausgehen. 

Es ist leicht, hieraus zu stetig verteilter Ladung uberzugehen, 
d. h. einen endlichen Raum oder eine endlicho Fliiche mit elektrisclien 
Mengen kontinuierlich erfullt anzunehmen. Man braucht nur jedem 
Element derseiben eine Ladung zuzuschreiben, die aber dann unend- 
lich klein sein muB, wenn die Gesamtladung nicht unendlich groB 
werden soil. 

§ 30. Qncllpunkte und Quellgebiete von Kraftlinien. 

1. Es mogen in einem Raume T Elektrizitatsmengen verteilt 
sein, die ein elektrisches Feld erzeu^en. dessen Kraftlinien wir uns 



sE. 
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matisch zum gleichen Resultat, wenn wir in eineni gedacliten Punkt 
des nmgebenden Raumes entweder die yon den einzelnen lilektrizitats 



mengen herrfthreuden Polarisationen in Keelmung sefzen, „der wenn wil . 
sie alle zu einer resultierenden Polarisation zusammensvfzen. i- K iS( *j ( j; e 



resultierende Polarisation, die einzelnen IV,!.,,-; r 

eEW eEW n t, ■ 1 u ] olansationen sejen « E' l > 

(Fig. 101) tr'eten'n^T m "V* nor “ ,aI “« ^1,,., el, ,,»•„* do 

1 g J treten nacil 7 ‘ ms gesamt an Kraftlinien hindureh: 


«-(^m + e £'B + eKr „ + . 

*° b “ * «• ■» * gleichgericlitete Sonnde w 
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(durch ein entsprechend groBeres Flachenelement) aus, und das gilt 
far jedes Flachenelement. Die Elektrizitatsmenge e a und alle auBer- 
lialb t gelegenen Elektrizitatsmengen tragen zu der gesuchten Zahl n 
nichts bei. 

Dasselbe gilt, wenn eine liuBere Elektrizitatsmenge eine Kraft- 
linie durch vier, secbs u. s. w. Scbnittpunkte hindurchsendet. 

Betrachten wir eine innere Elektrizitatsmenge e i} so wird eine 
solche e i Kraftlinien nach auBen hindurcbsenden. Bei einem mehr 
als einmaligen Hindurchtreten (z. B. an den Stellen 4) beben sich 
immer zwei Betrage auf, und es bleibt als von e i aus nach auBen 
tretende Kraftlinienzahl die Zahl e i tibrig. 1st e i negativ, so wird die 
Kraftlinienzahl e i ebenfalls negativ. Bei beliebiger Anzahl e i und e a 
ergibt sich als Gesamtzahl n: 

n 

i 

wenn das Zeichen die algebraische Summienmg iiber alle ein- 

i 

geschlossenen Elektrizitatsmengen bedeutet. 


3. Wir kdnnen die Zahl n noch anderweitig ausdriicken. Die 
Oberflache 0 des Ranmes t zerlegen wir in Elemente do (Fig. 102), 
die so ldein sind, daB wir jedes als eben ansehen diirfen. Es sei v 
die auf do nach auBen errichtete Normale. 

Durch ein solches Oberflachenelement do treten nach § 29, 8., 
Satz IV 


z'E v do 


Kraftlinien nach auBen hindurch (Darstellung 0). Demnach miissen 
wir die Gesamtzahl aller nach auBen hindurchtreten den Kraftlinien 
durch Summierung dieses Betrages iiber die ganze Oberflache 0 
des Raumes r erhalten. Somit wird 

( 1 ) n = do = 

und hierin ist e,K v die resultierende Polarisation in Richtimg der 
auBeren Normalen, herriihrend von alien, auch den auBeren Elek- 
trizitatsmengen. Die Zahl n nennen wir den ,,KraftlinienfluB durch 
die Oberflache 0“. 

In der Sumine ^ liefert (due eintretende Kraftlinie von selbst 


einen negativen Beitrag, da die Projektion der entsprechenden Feld- 
intensitiit auf die auBere Normale negativ wird. 

Daraus folgt: 

Kennen wir die Normalkomponente der dielektrischen Polari- 
sation an jedem Orte einer geschlossenen Flache, so kennen wir dam it 
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in einer der im rorigen Paragraphen eingefuhrten Weisen dargestellt 
denken konnen. Wir konnen namlieh entweder 

(Darstellung A) das von jeder einzelnen Elektrizitiitsmenge her- 
riihrende Feld durch radial in den umgebenden Raum aus- 
laufende Gerade darstellen, deren Richtung und Diclitn iiberall 
die diesem speziellen Felde zukommende Polarisation reprasen- 
tiert. Die einzelnen Felder uberlagern sich. Oder wir konnen 
(Darstellung B) die resultierenden Felder einzelner Gruppen von 
Ladungen durch Kraftlinien darstellen. Und wir konnen 
schlieBlich 

(Darstellung C) das resultierende Feld samtlicher Ladungen 
direkt durch Linien darstellen, deren Riehtung und Diehte 
iiberall dieses resultierende Feld repriisentiert. 


2. Wir denken uns in dem Raume T einen kleineren Raum x 
durch eine beliebige Oberfliiche 0 herausgesehnitten. Kin Teil r der 
gegebenen Elektrizitatsmengen nidge in deni Raume r liegen, ein 
anderer Teil e a auBerhalb t. Die Oberfliielte selber nidge keine 
der Elektrizitatsmengen beriihren (Fig. Ul'J i. 

Yon jeder Elektrizitiitsmenge r gehen Kraftlinien atis (Dar- 
stellung A). Jede Kraftlinie von eineni r durchsetzt die Oberfliiche 


It- 



i’ig. 102. 


(‘in-, drei , t’lin I- u. h. w. mul, wie 
dur Au^*n. w ('h»‘in epj;ild. .Icd<* 
von einem e ; ausiivhrnde Knift- 
Iini , ‘ durehsef 7.1 sic ^arnichf, 
Z'v<‘ i% vi#*r u. s. w. ma], Wir 
wollen fraj'en, „ w ii* vi«*l niehr 
Kraftlinien durch ctzru dif* ( 

Hiiclu* von inncn iuidi milieu, 
als von aulien riucli innen‘\ I 
hahcn wir die v«»n aulien naeh 
iimcn hindu relit ret cjulcn Kraft 
fin H‘ii ais ncjfativ /,u ivehnen, 
YYenii wir ‘lie son iuneii naeh 
auLeii verlau }(*iid**n ah, posit iv 
annehinen, und die An/, aid aller 
Kraftlinien aljjvhraiodi y,u ad- 
dieren. I Me Ltesuchte Kraftlinien* 
zahl >ei tt. 


ir bet rarhlen eine Klek 
trizitatsmenge e a des AuBeiiraurnes. Ibr im ganzmi Raume variables 
Feld sei E a . An einer Stelle 1 iFig. lui') tret.-n dureh ein Ober- 
nachenelement ebenso viele Kraftlinien ein, wie an einer Stelle 2 


4. Elektrizitat und Magnetismus. 


187 


§ 30. 


erfiillt ist, was in hinreichendem Abstande von den vorhandenen 
elektriscben Ladungen der Fall sein wird. 

5. Wir wollen auf unser Kraftroliren stuck PP' die Grleichung (1) 
anwenden. Bei der Summierung fiber die Oberflache konnen wir 
dann den Mantel unberucksichtigt lassen, da er von Kraftlinien nicbt 
durchsetzt wird. E 1 sei die Feldintensitat an der Stelle P, E 2 die 
an der Stelle P'. v sei die nacb auBen geriebtete Normale auf da 
und da'\ v wird also abgesehen vom Vorzeichen mit der Richtung 
der Feldintensitat zusammenfallen, da da, da' zu dieser senkrecht 
steben. He wird verschwinden und es bleibt: 

N lv da + N 2v do' = 0, 
sE lv da + eE 2v da r — 0, 
sE lv da = — sE 2v da'. 

Da E lv und E 2v entgegengesetzt gerichtet sind, folgt aus dem 
negativen Yorzeichen: Die Feldintensitat und damit die Polarisation 
bei P und P' bat gleichen Richtungssinn zum Querschnitt da. 1st 
E u E 2 die Feldintensitat in einer ein fur allenial im Kraftrdhrenstuck 
definierten Richtung, etwa der Pfeilriehtung in Figur 103 , so wird 
E x = — E x v und aus der letzten Grleichung wird 

(2) sE x da = eE 2 da'. 

Das beiBt: Es treten bei P ebenso viele Kraftlinien ein, als bei P' 
aus. Im Innern des betrachteten Kraftrbhrenstuckes enden oder ent- 
springen koine Kraftlinien, und das deshalb, weil hier 22e . =* 0 ist. 

Innerlialb einer Kraftrohre, die keino E lektrizitiits- 
mengen beruhrt, ist die Kraftlinienzahl, die einen 
Querschnitt durchsetzt, konstant, die Polarisation (Kraft- 
liniendichte) umgekehrt proportional dem Querschnitt. 

(». Wenn wir eine Elektrizitatsrnenge a in cine geschiossene 
Flache einschlieBen und diese Flache sich so hinge zusammenziehen 
lassen, als dies oline Beriibrung der Elektrizitatsrnenge mdglich ist, 
so kommeu wir zu dem Resultat: Kraftlinien konnen nur da enden, 
wo sich Elektrizitatsmengen befinden. Die r von der Ladung r aus- 
gehenden Kraftlinien konnen wir so verteilen, daB wir jede Einheits- 
ladung als den Ursprung der Ivraftlinieneinheit ansehen. Oder u liter 
Berucksichtigung des Vorzeichens: 

Jede Ivraftlinieneinheit entspringt an der positiven 
Einbeit der Elektrizitatsrnenge und endet an der nega- 
tiven Einheit derselben. 
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auch die gesammte Elektrizitatsmenge, die von tier Flarhe einge- 
schlossen wird ; gleichgiiltig, ob sich auBerhalb tier Flaehe elektrische 
Ladungen befinden oder nicht. 

Zusatz: Yerkleinern wir das Yoluinen r und seine Oberfiiiehe 0, 
so wird sich die Zahl n nur dann andera, wenn dabei die Flaehe 0 
eine Ladung passiert. 

4. Es sei ein elektrisches Feld gegeben, das wir uns durch die 
resultierenden Kraftlinien dargestellt denken wollen (Daretellung C). 
An irgend einer Stelle des Raumes, an tier sich keine elektrische 
Ladung befinden moge, legen wir ein Flaehenelement, (lessen GrbBe 

durch da gegeben sei, senkrecht zu der 
dort herrschenden Hauptriehtung der Feld- 
intensitat. Von einem Punkte P der 
Randkurve von da ( Fig. 103) aus ziehen 
wir nun eine beliebige, endliehe Strecke 
weit, bis P\ eine Kraftlinie. Wir ver- 
schieben claim P fiber die Handkurve 
von da bin, indeni wir darauf ac.hten, 
daB jeweils die von P ausgehende Kurve 
die Bahn der zugehbrigen Kraftlinie dar- 
stellt, dann wire! diese Kurve \PP') den 
Mantel ernes rdh ran form igen Ran met* be- 
schreiben, den wir eine ? ,Kruftrohre“ 
nennen. 

pig. 103. Das Innere dor Kraftrohre win! eben- 

falls von Kraftlinien erlullt sein, d. h. 
durch jeden im Innem liegenden Punkt konnen wir eine Kraftlinie 
ziehen, aber auch nur eine. Wsiren es mehrere, so warden diese 
sich in dem gedachten Punkte schneiden; und das ist dosha! b nicht 
moglich, weil an jedem Punkte die Kraftlinie uns die Kiehtung tier 
resultierenden Feldintensitat liefern soil und diese eiudeutig ist;. 
Es konnen sich also nirgends Kraftlinien sehneiden und koine kann 
den Mantel der Kraftrohre durchdringoii. Aueh eine gegenseiiigo 
Beruhrung mehrerer Kraftlinien an einem Punkte. ist immbglich, da 
das eine unendliche Dichte der Kraftlinien am Beriihrimgspunkte, also 
eine unendliche Feldintensitat bedeuten wiirde. Fine* solcho sehlieBon 
wir aber von unseren Betrachtungen aus. 

An irgend einem Punkte P unserer Kraftrohre i Fig. l.()3i legem 
wir wieder ein Flaehenelement da' normal zu den Kraftlinien. Das 
wird dann moglich sein, wenn der Quersclinitt bei P' norh unendlich 
klein ist, wie bei P, und das ist wieder dadundi zu erreichen, daB 
man da und PP hinreichend klein wiihlt, wenn es nicht von selbst 
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Wenn wir an einem Orte yon x die Ladung kennen, so soil an 
einem hinreichend benaclibarten Orte die Ladnng hinreicbend wenig 
abweichen. Mathematisch heiBt das, die Ladung sei eine „stetige“ 
Funktion des Ortes. Es wird dann jeder vorgegebene Brucbteil des 
Raumes Ax' den gleicben Brucbteil der Ladung yon Ax' besitzen, 
die Ladung am Orte Ax konnen wir proportional mit Ax setzen, 
etwa gleich 

q Ax'. 

q ist die in der unendlich kleinen Volumeneinheit entbaltene Ladung. 
Wir nennen q die „raumliche Dicbte der Elektrizitat am Orte Ax u . 
Es muB nun p so beschaffen sein, daB es, mit einem endlichen Vo- 
lumen multipliziert , eine endliche GrroBe gibt, da sonst nicbt die 
ganze in x entbaltene Ladung endlich sein konnte. q ist demnacb 
eine Funktion des Ortes und tiberall endlicb. Bei der Anwendung 
der . Grleicbung (1) auf den Raum x der Figur 104 ist es daber 
gleichgiiltig, ob wir den an dem Flacbenstiick AB haftenden Teil 
der Ladung zur inneren oder auBeren Ladung von x rechnen ; weil 
dieser Teil im Vergleich zu jedem Teil der raumlicben Ladung un- 
endlich ldein ist. 

10 . Ist eine Flachenladung gegeben, so gilt Entsprechendes. 
Da wir die Oberfliicbe von x unendlich wenig variieren diirfen, konnen 
wir es so einrichten, daB sie die geladene Flitche hbchstens in einer 
Linie (. AB , Fig. 104, wenn wir x als bliiche auffassen und mit o' 
bezeichnen) sehneidet. 1st o' die geladene Flache , so wollen wir 
wieder Stetigkeit der Ladung auf ilir annehmen. Wir konnen eine 
,,Flacheridichte“ 6 der Elektrizitat analog der Raumdicbte definieren. 
Es wird 

6 A o' 

die auf dem Flachenelement A o' befindliclie Ladung. a muB mit 
einer endlichen Flache multipliziert einen endlichen Wert geben. 
Langs der Linie AB kann sich also wieder nur eine unendlich kleine 
Ladung befinden und wir diirfen die von ihr ausgehende Kraftlinien- 
zahl als unendlich klein vernachlassigen. 

Wir konnen somit die Gleichung (1.) ( Seite 185) auch auf den 
ball von blacken- und Raumladungen an wen den. Mit den stetig ver- 
teilten Ladungen sind auch die Quellpunkte der Kraftlinien liber 
Flachen oder Raume stetig verteilt. Wir wollen die Orte, in donen 
Kraftlinien entspringen oder endigen, allgemein als „Quel]gebiote“ 
bezeichnen. 

11 . Es sei z. B. eine stetig mit Elektrizitat bedeckte Fliiche S 
gegeben (Fig. 105). Die Dichte der Ladung sei 6. Dann wird ein 
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7. Die Punkte 7 in denen Kraftlinien entspringen oder enden, 
nennen wir Quellpunkte; die ersteren heiBen positive, die letzteren 
negative Quellpunkte. 1 ) Wir nennen einen Quellpunkt von dor Starke a 
einen solchen, in dem a Kraftlinien entspringen. ,, Quellpunkte" und 
„Elektrizitatsmengen“ sind also identisch. Wir koimton domnach jetzt 
den letzteren Namen fallen lassen und dureh den ersteren ersetzen, 
was weiter keinen Zweck hatte als den, die Vollstandigkeit des Kraft- 
linienbildes aueh in der Nomenklatur wiederzugeben. 

8. Die Ableitungen der letzten Absclmitte verlangten, daB es 
moglich sei 7 die Oberflachen der init r bezeiehneten Riiume, also aueh 
die des Kraftrohrenstiickes so zu legen 7 daB in ihr koine Klektrizitats- 
menge liegt. Das ist dann moglich, wenn die Ladungen sieh in 
diskreten Punkten befinden und uns wenn aueh nur unendlieh ldeine 
Yariationen unserer Pliichen gestattet sind. Diese Betraohtung ist 
aber nicht mehr ausreichend 7 wenn die elektrisrhen Ladungen nioht 
in diskreten Punkten konzentriert sind, sondern sieh kontinuierlich 
tiber Raume erstrecken 7 wenn eine 77 riiuinliehe Ladung" vorliegt* derm 
dann kann es unter Umstanden notig sein, gerade in diesen R airmen 
das Kraftlinienbild zu verfolgen, und die OberHaehe z. li. eines Kraft* 
rohrenstiickes muB dann die Ladung durehsehneiden. Kbenso verhiilt 
es sich 7 wenn die Ladungen sieh auf Pliichen ausgebroitet linden, 
wenn 77 Flachenladungen" vorliegen. Und gerade diese zwei Fa lie 
sind es 7 die in der Natur vorkommen. Ladungen in Punkten kdnnen 
hochstens als Abstraktionen zu denken sein. 

9. Es sei eine beliebige gesehlossene Fliiehe gegeben, dureh die 
wir den KraftlinienfluB ermitteln wollen 7 und es soi gestattet, diese 

Fliiehe orforderlirbenfalls unend- 
lieh wenig zu variieren ( Fig. 104). 

Ks sei eine riiumlirhe Ladung 
gegeben, die die Kliiehe an be- 
liebigen Stellen durelulringen 
nidge. Sie befinde sieh in einem 
Iiaume r irgendwie verteilt. 

Wir wollen annehnien, daB 
die Verteilung der Ladung so be- 
schaifen sei 7 dafi 7 wenn wir ein nac*li alien Riehiungen hinreirhend 
kleines Yolumenelement z/r' aus x herausstshneideii, wir innerhalb 
dieses die Ladung als konstant ansehen durfen. M it anderen Wort.en: 


1) Man spricht aueh von „Quellen u (oder „Heben“ ) und „Se.nk< ;n u bs hi 
a ex zweckmafiiger, einen Ausdruek zu wahlen, der von vornh<*n*hi denies um- 
iafit, wie es der Ausdruek „Quellpunkt“ tut. 
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§31. Das Potential. 


1. Es sei eine Elektrizitat smenge e in einem Punkte Q kon- 
zentriert gegeben, und ihr Feld durch Kraftlinien dargestellt. Im 
Abstand QP X = r t ist die Feldintensitat, also die Kraft auf die un- 
endlich kleine Elektrizitatseinheit 

E x =2 — ~ — F; 

1 4 7C J 

und hat die Richtung von Q nach P x hin, wenn e positiv ist. 

Yerschiebt die elektrische Kraft von P t aus die Elektrizitats- 
menge um ein geradliniges unendlich kleines Stuck ds bis P 2 (Fig. 107), 
so leistet sie nach § 22, 8. die Arbeit E 1 p 1J wenn p x die Projektion 
der Verschiebung ds auf die Kraftrichtung bedeutet. In P 2 wird 
die Feldintensitat 

4 7t s r 3 2 

herrschen, die nach GroBe und Richtung nur unendlich wenig von E x 
abweichen wird. Wir kdnnen demnach auch statt der Arbeit der 
Kraft E x die der Kraft E 2 in Rech- 
nung setzen, ohne einen merklichen 
Fehler zu machen. Diese Arbeit ist 
gleich E 2 p 2 , wenn p 2 wieder die 
Projektion von ds auf die Kraftrich- 
tung E 2 bedeutet. 

Noch sicherer werden wir gehen, 
wenn wir aus den beiden Feldintensi- 
taten E 1P E 2 einen Mittelwert bilden, 
und ebenso aus den beiden Verschie- 
bungen p x , p 2 . Wilhlen wir das geo- 
metrische Mittel der Feldintensitaten 
und das arithmetische der Versehie- 
bungen, so gestaltet sich die Rechnung 
besonders einfaok. Es wird dann die 
bei der Verschiebung liber ds geleistete Arbeit 



J A = VEJE 


Pi+Jh 

9 


2. Es ist (vgl. Pig. 107) 


J : .. ft ± P* . 
4 br s 2r 1 1\ 


p x = r 2 cos y — r x ; p 2 = r 2 — r t cos y, 
wenn y den Winkel zwischen r x und r 2 bedeutet, also 
Pi + Pi = (»2 — r i) (! + cos y). 
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Flachenelement dS die Ladung a dS besitzen. Wir denken uns einen 
Zylinderstumpf so um dS gelegt, daB die zwei Basisfliicben sich in 
nnendlich kleinem Abstand vor und hinter dS und parallel mit dS 
befinden. Figur 105 soli den Quersebnitt, Figur 10(5 eine perspek- 
tiviscbe Darstellung des Zylinders geben. dS seller sei unendlich 
Hein, d. b. so klein, daB wir fiber dS hin a als konstant anseben 

/ 5 


, a 


1 A 




\k-> 



( 3 ) 


Fig. 105. 

durfen. Die Mantelflacbe des Zylinders sei aber wieder unendlich 
klein gegen dS. Wenn wir die Gleiehung (1 i auf die Oberfliiehe 
des Zylinderstumpfes anwenden, so kdnnen wir folglieh die dureli 
die Mantelflacbe austretenden Krai’tlinien veniacliliissigen. Kh wird 
dann 

0dS = (sE, h + tl’jd.S, 

0 = sE ni + t , 

wobei und w 2 entgegengesetzte Riclitmig hal.cn. Definiereii wir 
aber eine Ricbtung n normal zu d, S' und vom Raume I uaeh deni 
Raume 2 weisend (wie in Fig. 105) als positive Kiehlnng, so wird 

■®«i = _ A n ) A., = n , 

Un f ^ ln bedeutet die GrroBe der Feldintensiliii in der Riehtuii"- naeii n 
auf der einen, in der Figur durch 1 bezeichneten Seife von d, S' /-' das 
gleicbe auf der andern Seite. E L) E, sin d die result ierende,; Keld- 
mtensitaten auf diesen beiden Seiten, gleiehgiiltig, wele.he Ladumren 
auBer 6 nocb im Raume sind. Es wird dann: 

( 4 ) eE Sn - sE in = u. 

. ,® le Dl:ffe renz der Normalkomponenten der Bola- 
beiden Seiten einer geladenen Flae.be 1st 
°leicb de r Flacbendichte an der betraehteten Stelle. 
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cp ist eine eindeutige Funktion des Ortes; d. h. (p besitzt an jedem 
Punkte des Raumes einen und nur einen bestimmten Wert und 
wechselt mit dem Orte diesen Wert. Um darauf besonders hinzu- 
weisen, wollen wir cp(P) anstatt cp setzen. 






5. Die Grleichung (1) laBt sicb leicht auf eine raumliche oder 
Flachenladung anwenden. Sind Punktladungen e vorhanden, raum- 
liche Ladungen von der Dichte q und Flachenladungen von der 
Dicbte cr, so wird 

T O 

Hierin ist die zweite Summe iiber den Raum oder die Raume r, die 
dritte iiber die Fliiche oder die Flachen o zu erstrecken, die eine 
stetig verteilte Ladung besitzen. 

Aus Grlei chung (2) sehen wir, daB sieli die Potentiate der ein- 
zelnen Ladungen oder Gruppen von Ladungen addieren. 

(>. Wir haben also bewiesen: Die Arbeit, die beim Verschieben 
der unendlich kleinen Elektrizitiitseinheit von einem Punkte 1\ nacli 
einem Punkte von den elektrischen Kraftcn geleistet wird, ist 

(3) A = <p(l\)-<p{ P s ). 

( p heiBt das Potential der elektrischen Yerteilung. Das Potential 
ist eine eindeutige skalare Funktion des Ortes, und die genannte 
Arbeit gleich der Potentialdifferenz des Anfangs- und Endpuoktes 
der Verschiebung. 

Bei der Definition (1), (2) des Potentials durften wir auch eine 
willkurliche, ein fur allemal feste Konstante cp 0 additiv hinzufugen. 
Da wir im folgenden immer nur mit Potentialdifferenzen zu tun haben 
werden, fallt diese immer heraus. Die beiden Gleichungen (1), (2) 
nehmen dann Formen an, aus denen folgt, daB wir diese Konstante 

Weber u. Well stein, Encyklopiulie. Ill 13 
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Je kleiner wir ds machen, um so kleiner wire! y und um so 
mehr wird sich der Faktor 1 + cos y dem Werte 2 niihern, gleich- 
gultig, was aus |V 2 — r t ) wird. Barm wird 

Die bei der Verscliiebung geleistete Arbeit ist nur von den Ab- 
standen r t und r 2 der Anfaugs- und Endlage abhiingig, niclit von 
den Abstanden, die der verschobene Punkt wahrend der Verscliiebung 
von e besitzt. 

3, Fiibren wir eine zweite Verscliiebung bis zu einem Abstand 
aus, so wird 

aA _ 1_ + — " ,, '* . - ' 

4:7t er t 4 zt t r 8 4 zt ? r g 4 zt b r n 4 zt b r x 4 zt b r n ’ 

und das gilt aucb fur unendlich viele unendlich kleine Yerschiebungen. 
Bei einer beliebigen endlichen Verscliiebung tuner Klektri'/itiitseinheit 
auf beliebiger Balm von einem Punkte J\ narh einom in endliehem 
Abstande befindlicben P 2 (Fig. 108) wird die geleistete Arbeit 


jl = •; - -- / 

4 Zt b r t 4 zt b r t 

sein. Das bleibt auch bestehen, wenn t\ > r 2 ist. Ks wird dann A 
negativ, wir leisten Arbeit gegen die elektrisehen Kriifte. 


4. Befindet sicb in einem weiteren Punkte (/ eine Klektri/.itiilfl- 
menge e' ; so werden wir bei der Verschiolmng der Klektri/.it.iilseinheit 
von P x nacb P 2 eine analogs Arbeit Ieisten, die sirh fiber die vorige 
superponiert. Es wird 

^ (i ztb r { 4 zt b r x ) (l zt 1 /*.. * i zt ; rj ) ? 

wenn t 2 die Abstande der Punkte Pj und P„ \<>n (J btMlriiien. 
So konnen wir noch beliebige weitere Ladungen im Rawne armehmen 
und bekommen bei beliebigen n Elektrizitiitsmengen: 


i=y r V-V 

jLJ 4 zt i 1 \ 1 :t 1 r„ 


( 1 ) 


Definieren wir eine Funktion des Ortes, das ,,IN *t*MitiaP\ dumb 


1 fr« 4. - 

4 n s s / r 4 rt :■ v r, /■„ 1 /•„ 


(Fig. 109, in der r 1? > 4 , . . . an Stelle der friiher mi t; /• , r* ... R 

,-„l J T"» . T • . • ■ . \ .... 1 1 


zeiebneten Radien tritt), so wird die erste der obigen Suininen den 
Wert von <p im Punkte P n die zweite den im Punkte J 1 ., ergelmn. 
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wie E durch Multiplication mit einer Elektrizitatsmenge zur Kraft 
wird. Den Dimensionen nacli ist (vgl. § 28, 4.) 

\A\ = \E\-\l\ = nfifif\ 

Die Einheit von A im absoluten GauBschen MaBsystem ist 

4 y - 1 

1 gr* - cm sec . 

Die gleichen Dimensionen und Einheit besitzt auch das Potential 
(wegen (5)). In der Technik verwendet man als Einheit den drei- 
hundertsten Teil der vorigen Einheit und nennt diese „ein Volt“ Es 
sind also 

300 Volt = 1 gr 2 cm 2 sec \ 

9. Aus (5) folgt: 

Die elektromotorische Arbeit EE s s ist von dem 
Wege unabhangig, und nur vom Anfangs- und End- 
punkte des Weges abhangig. 

Wir konnen die Gleichung (5) als Definition des Potentials ein- 
fuhren. Sie gibt uns allerdings zuniichst nur Potentialdifferenzen 
zwischen irgend zwei Punkten. Setzen wir aber in einem beliebigen 
Punkte einen willkiirlichen Wert <p Q feat, so erhalten wir eine ein- 
deutige Definition des Potentials im ganzen Itaurne. Der Wert cp 0 
verfugt fiber die in Nr. 6, SchluB, angefiihrte Konstante (p 0 , mit der 
er aber im allgemeinen nicht identisch sein wird. 

10. Die Gleichung (5) lehrt weiter, daB 


p o 

von einem Punkte P iiber irgend einen Weg bis zu diesem zuriick- 
summiert ; was durcli das Zeichen O angedeutet sein soil, ver- 
schwinden muB. 

( 6 ) 2E.s = 0 - 

o 

Die elektromotorische Arbeit iiber eine beliebige geschlossene Kurve 
ist gleich Null. 

In Worten sagt die Gleichung (6) aus: 

Es gibt keine in sich zuriicklaufenden Kraft! inien. 

Denn denken wir uns, wir zeichneten in der in § 29 angegebenen 
Weise eine Kraftlinie, und kamen von einem Punkte P ausgehend 
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als den Wert des Potentials im Unendlichen (fur r = oc) auffassen 
konnen. Die Gleichungen ( 1 ), ( 2 ) selber geben im Unendlichen den 
Wert <p = 0. 

7. Die von den elektrischen Kraf'ten geleistete Arbeit ist positiv, 
wenn <p(Ps) <1 y(-Pi) ist- Dann ist cp(l Pj) (p^E^) die Abnalnne 
des elektrischen Potentials bei einer Verschiebung. Es seien 1\ und 
P 2 zwei unendlich benachbarte Punkte, s ihre Verbindungslinie. Die 
Abnahme des Potentials wird dann ebenfalls unendlich klein; wir 
bezeichnen sie mit A <p. Ist E s die Feldintensitiit in der Kichtung s , 
so wird die Arbeit bei der ausgefuhrten Verschiebung: 


( 4 ) 


A<p = E,s, 


E. 


J(p 
S ; 


d. h. die s-Komponente der Feldintensitiit ist gleioh der Abnalnne 
des Potentials langs einer unendlich kleinen Lang(*neinht*it von , S \ 
Wir sehen aus (4), wie wir die resultierende Feldintensitiii aus d(*r 
Potentialfunktion ableiten konnen. 

Die Abnahme irgend einer skalaren Funktion lungs finer Liingen- 
einheit nennen wir das ;; Gefalle“ dieser Funktion. Dann ist also die 
Feldintensitat gleich dem Potentialgefiii 1<\ 


8 . Weiter konnen wir aus (4) folgern, dab die Potuiiiialditlenm 
zweier in endlichem Abstande gelegener Punkte 
gegeben ist durch (Fig. 110 : 



P) 


(pU.\) - <p{r„) - . /</. • ,i(,„ ■ 

< 71 . _VA>: 


bier haben wir die einzelnen Streckcn -s-,, .v... . . . su kl<*iu zu wahlcn 
daB wir jede als geradlinig und auBenlem 1 lings i-im-r jed.-u /■; als 
konstant anseben diirfen. 

Den Ausdruck 

A - A7v> 


nennen wir die „elektromotorische Arbeit fiber die Kurv s, : ■ 

da er die ^ei der Verschiebung der unendlieli kleim-u Klektri/.itlifs’ 
einheit geleistete Arbeit bedeutet Wir iniissen dal.ei beaehhn, daB A 
nicbt wirkhch die Dimensionen einer Arbeit hat, simd.-rn erst dundi 
Multiphkation mit einer Elektrizitiitsmenge zur Arbeit wird. ebenso 
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Werte, so wird der Wert der dritten Yariablen z aus der Gleichung 
cp = cp t gefunden werden -and er wird sich mit x 7 y stetig verandern. 
Wir erhalten dann die Punkte einer krummen Oberflache, die durch 
die Gleichung cp = <p x in demselben Sinne dargestellt ist, wie wir im 
§71 des zweiten Bandes durch die allgemeine Gleichung 2 t0u Grades 
zwischen zwei Koordinaten x 7 y die Kegelsehnitte in der Ebene dar- 
gestellt haben. 

Diese Flache heifit „ Aquipotential- oder Nlveauflache“. 

3. DaB dies in gewissen Fallen zutrifft, erkennen wir z. B. ? 
wenn wir uns auf eine einzige Elektrizitatsmenge in einem Punkte 
beschranken. Dann geht die Gleichung (2) in die einer Kugel iiber, 
die den Ort der Ladung als Mittelpunkt hat (Bd. II ; § 102), was 
wir auch schon aus (1) erkennen konnen. Andern wir den Wert <p l7 
so erhalten wir immer andere konzentrische Kugelflachen. 

Die Niveauflachen einer punktformigen Ladung 

sind konzentrische Kugelflachen. 

4. Sind zwei gleiche punktformige Ladungen vorhanden, so 
werden die Punkte gleichen Potentials in Abstanden r l7 r 2 von 
diesen Ladungen liegen, die der Gleichung 

4 tz s cp i l l 

e i\ r„ 

geniigen ; oder je nachdem die beiden Ladungen gleich.es oder 
entgegengesetztes Vorzeichen besitzen. Diese beiden Falle der Glei- 
chung unterscheiden sich ahnlich, wie es Hyperbeln und Ellipsen in 
der Ebene tun. In der Tat zeigen die durch die Gleichung ge- 
gebenen Flachenscharen im Sclmitt Yerwandtschaft rait den Hyperbeln 



Fig. 112. Fig. 113. 


und Ellipsen, sind aber komplizierter gebaut, was hier nur erwalmt 
sein rnoge. Die Figur 112 stellt im Schnitt den ungefiihren Verlauf 
der Niveauflachen bei zwei gleichen, die Figur 113 das gleiche bei 
zwei entgegengesetzt gleichen Ladungen dar. 
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auf diesen Punkt P zurtiek, so wilrden wa- 
llings dieses Weges illiernll auf positive Be- 
trage von /' stoilen (tig. 111). Bilden wir 
uber diese Kraf'tliuie die Hum me UKs, so wurde 
diese sich aus lauter posit iven Summanden zu- 
sammensetzen, kiiimte also nicht den Betrag 0 
liefern. 


( 1 ) 


§ 32. Aquipotential- odor Niveauflaeheii. 

1. Aus der Definition fur das Potential it? 31, 1 ) 

_ I V *. =- 1 C' 4- r » ~ • • •) 

V lie i j£j r 4** ' r, r, I ' 


wozu noch nacb § 31, 0. eine Konstante r/„ hinzutret.-n kuna, folgt, 
dafi an jedem Orte des Itaumcs oin und nur ein hestimmter Wert 
des Potentials existieren muB, daB also das Potential eine ,,eindeut ige“ 
Funktion des Ortes ist. Das iibersieht man vielleieht noch leie, liter, 
wenn man den Ort durcli mrhtwinklige Koordmaten lirzeielmet. 

Die Elektrizitiltsmenge r, nidge sii-h an einem Punkte j\, y lt z u 
die Elektrizitatsmenge i\ an einem Punkte , y... u. s. f. eines 
Cartesiseben Koordinatensystems hefiuden. Das Potential an einem 
Punkte x, y, z ist dann naelt oldger flleiehuug: 


cp = 


( 2 ) 


4** l — .I-, ,- -* u y t " •; 
+ 

| .r ./■„ ‘ • il 


denn nach Bd. II, § 911 ist 

r, s ---• (x — ./■,)- y y , 


Die Wurzeln sind hier mit posit iven /.eichen einzuset/.eii, da die 
r 1} r it ... die ahsoluten Wcrte der Alistlinde der Punkte //, 
von den Orten der Ladungen /•,, m, . . . ie di-uten h.-nm-n wir idle 
elektrisclien Ladungen und die tlrte, an di-nen mc -ieli D-linden, d. h. 

die Koordinaten x x , ?/,, //„, so i t e> leu-ht, aus dieser 

Gleichung den Wert von if. f’iir jeden ge\\ un-eliten Punkt / u ennittelu, 

und ftir jeden Punkt wird sie.h ein und nur em \\ ert t'iir </ ergebon. 


2. Wir kounen alier umgekehrt die Frage stellen: In welehem 
Punkte wird cp einen vorgegebeuen Wert </ x eiino-liiin-u'.- Dann hahen 
wir in die Grleichung (2) fur i p den Wert 7 , ein/.uset/en und er- 
balten eine Grleichung fur drei Fnbekaimte , > 1 , (iehen wir 
den beiden Koordinaten at, y intierhitlh gewDser Dren/en beliebige 
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solches ist jedenfalls dann vorhanden, wenn nirgends in einem Punkte 
konzentrierte endliche Elektrizitatsmengen existieren, sondern die 
Ladungen au£ Raume oder Flachen stetig yerteilt sind (vgl. das 
Coulombsclie Gesetz). Wir ziehen 
von einem Punkte P x (Fig. 115) 
aus eine Niveauflache <p lJ die nach 
vorigem iiberall normal zu den 
Kraftlinien steben muB. Bei P t 
gehen wir normal zu dieser Flache 
um einen unendlich klein en Ab- 
stand dn (unendlicb klein ver- 
glichen mit alien meBbaren 
Strecken) zu einem Punkte P 2 
yor und legen durch diesen wieder 
eine Niveaufkiche cp 2 . Die Poten- 
tialdifferenz der bei den Flachen 
ist dann nach Gleichung (3): 

— <?2 “ Edn, 

wenn E die Feldintensitat bei 
P t bezeichnet. Da E nicht un- 
endlich groB werden soil, so muB 
cp y — cp 2 unendlich klein sein. 

Sind Q 19 Q 2 zwei andere auf einer und derselben. Kraftlinie 
liegende Punkte der beiden Niveau 11 lichen, so konnen wir beweisen, 
daB diese beiden Punkte ebenfalls unendlich nahe aneinander liegen 
milssen. Denn aus Gleichung (5), § 31 folgt 

<h 

<Pi - <P-> = 

Qi 

wenn wir (Is als ein unendlich kleines Toilstuck dee kings der Kraft- 
linie gemessenen Abstandes Q v Q 2 = /J n auffassen. E a ist der variable 
Wert, den E kings dieser V'erbindungslinie einnimmt. 1st nun 7? 0 
ein geeignet gcwahlter Mittelwcrt aller dieser J4 S , so konnen wir 
setzen. 

9 i - 9s = K Z' 1 * = 

woraus der Mittelwert zu berechnen ware. 

Da aber cp x — tp 2 unendlich klein ist, so muB J n itnmer unend- 
lich klein sein, so lange E 0 nicht Null wird. E 0 kann aber nur dann 
Null werden, wenn E s kings J n aus positiven und uegativen Teilen 
besteht. Dann aber miissen auch Nullwerte von E kings J n vor- 
kommen, und wir haben den Satz: 
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5. Aueh bei Vorhandensein beliebig vieler Ladungen <> wird 
unter der gemachten Voraussetzung einem anderen YVerte 9 — cp 2 
eine andere Niveauflache entsprechen (vgl. Fig. lir>). I)er ganze 
Raum wird von Niveauflachen erfiillt sein. 

Wir wollen sagen, wir beschranken uns in Zukunft auf die 
Dalle, wo die Punkte konstanten Potentials Fiiieheu, die Niveau- 
flachen, erfiillen, und haben dann jeweils bei Anwendung der daraus 
gezogenen Folgerungen zu priifen, ob diese Bedingung erfuilt ist. 

Da das Potential eine eindeutige Funktion des Dries ist, so 
gilt der Satz: 

Zwei Aqui p oten t i al f 1 a e h e n kbnnen si eh nie 

schneiden. 

Denn sonst wiirden in den Sehnittpunkien die beiden Potential- 
werte, die den beiden Flaehen zukommen, gleidhzeitig gelten. N’atur- 
lich ist das nur dann gttltig, wenn wir mit deni result ieremien Felde 
der ganzen Ladungsverteihmg reehnen. 

6 . Wahlen wir zwei unendlich beimehbarte Aquipoteutlultliiehen, 
deren Potentialdifferenz J(p ist. so folgt naeh § bl , Uleiehung ( 4 ): 

K s « . / (f .s\ dab h s dann eiu Maximum wird, 
wenn .s* ein Minimum wird. Dann wird E 
der absolute Wert A: .s ist dir Wrbindungs- 
linie je eines Punktes der leaden FliLr.Iicn 
(Fig. 1 14 1 . Da wir dir zwri unendiioh be- 
naohbarten Fliiehen jedrnfalis, wenn wir uns 
auf (‘in hinreieheml kleims ( D • D i c t heseliriinken 
als parallel nnsehen durfm, so win! s dann 
ein Minimum . wenn «*> d**r normale Ab- 
stain! }i dor beiden Fliirhm i t. Also 

mg. im. (•)) /.; /.; 

}i ii 

und daraus folgt, dab die Kraft linim filierall normal zu dm Acjui- 
potentialflachen stelien. Das erkennt man auch da ran. dab (dm* Be- 
wegung einer unendlich kleinen Klektrizitat^dnh,- it innerhalb einer 
Aquipotentialfbiche keine Arheitsleistmur rrl’ordrrt, obmsowenig wit* 
eine Bewegung derselhen normal zu den Kraftlinien. 

Umgekehi t kbnnen wir sehlieben: Wenn wir rim* I* Iiiclio au.v 
findig machen, die iiberall normal zu den Kraftlinien .-.teht, so ist sie 
eine Niveauflache. Das kann auch als Knterium fiir das \ orhandeii- 
sein von Niveauflachen dienen. 

7. Es sei ein elektrisches held gegehrn, das in einem von uns 
betrachteten Raume nirgends imendliche I-VIdintensiliit aufweist. Ein 
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und der reziproke Abstand ist 

l 


dn 


m 

ds 


E 

A <P ’ 




ds 


m/ds ist aber die Anzabl Aquipotentialflachen, die yon der unendlich 
kleinen Langeneinheit unserer Kraftlinie ds geschnitten werden. Wir 
konnen m/ds die „Niveauflacbendichte“ nennen. 

Die letzte Gleichung beiBt demnaeh in Worten: 

Zieben wir die Niveauflaeben so 7 da6 jeweils zwei 
aufeinander folgende die gleicbe unendlicb kleine Po- 
tentialdifferenz ergeben, so ist die Niveauflachendichte 
iiberall proportional der Feldintensitat. 

Es stebt nns frei ; den Proportionalitatsfaktor gleich 1 zu setzen, 
wenn wir uns dessen bewuBt sind 7 daB wir cladurch eine nene Ein- 
beit fur die Niveauflacbendicbte konstruieren. Ahnlicbes haben wir 
ausgefiibrt, als wir die Kraftliniendichte deiinierten, indem wir die 
von der Elektrizitatseinbeit ausgebende Kraftlinienzabl mit 1 be- 
zeicbneten. 


§ 33. Belspiele. 

A. 

1. Wie sicb die Kraftlinien bei einer punktformigen Ladung 
gestalten, baben wir bereits geseben. Die ivraftrichtung ist liberal! 
radial zu deni Quellpunkt geriebtet. Daraus folgt ohne weiteres, daB 
die Niveauflachen Kugelilacben uni den Quellpunkt sind, was man 
aucb schon aus der in diesem Falle geltenden Form des Potentials 
(Gleicbung (1) in § 31) 

1 a 
y 4 7T f r 

erkennt. Denn cp ist danacb auf alien den Flachen konstant, die 
ein konstantes r ergeben, und das sind Kugelbiichen. Die Niveau- 
fiacbendiehte nimmt mit dem Quadrat des Radius ab ; ebenso wie die 
Kraftliniendichte; denn ist zl die Entfernung zweicr aufeinander 
folgender Niveauflachen, so ist die Niveauflachendichte proportional 
mit 1 :z/ (§ 32, 9.). Es ist aber z/ so zu bestimmen, daB die Potential- 
differenz an ibren Enden konstant, daB also 

1 _ l 
r r -f- J 

von r unabhangig ist, d. b. es muB 
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Zwei Aqnipotentialflacben, die an einer Ktelle un- 
endlich benacbbart sind, bleibeu es iiberull, wenn niebt 
zwiseben ibnen irgendwo Nullwerte der elektriscben 
Feldintensitat einsetzen. (Vgl. § .'>4, 11., l. i 

SchlieBen m diese Orte aus, so folgt^aus dem unendlieh kleinen 
Abstand, daB iiberall zwiseben den zwei Xiveaulliiehen 

— 9^2 :== m 

ist, daB also E iiberall umgekehrt proportional dem Yertikalabstand 
der beiden Xiveaufliicben ist. 

8. tlber die Anzabl der Niveaulliiehen, reap, iiber ihre Dicbtig- 
keit konnen wir ahnlieb verfugen, wic wir es hei den Kraftlinien 
getan baben. Wir geben von dem Punkto J\, weiier bis zu einem 
Punkte P 3 (Fig. 115), der so weit entfernt ist, daB 


9s ~ 9s <h — -A,7. 

also daB 


3 

ist. (In | soli den zwiseben I\ und /' :J trum<wn«*ti Abstain! der zwei 
A 

Niveauflachen bedeuten. Fahren wir so fort und ziehrn wir also alle 
Aquipotentialflachen im ganzen Raunie in einrru Mdehmi Ahstande, dab 
immer zwei aufeinander folgende die koiiMante Pofentiaiditlerenz J () (p 
geben ; so gilt ganz allgemein im Haunn*: 

Der reziproke Abstand zu»*i*r a u IV i nan der fn Igender 
Niyeauflachen ist fi b e r a 1 1 j» m pu rt i o n a i drr Fe 1 d i n i n» 
sitat an dem betreffenden Orte. 


9. Der Proportionalitatsfaktor ist das / H q , iibrr das wir nun 
noch yerfugen kbnnen, insotern wir ns nur mimdlirh kb*in grgm 
tiber Potentialdiiferenzen an den Kndrn mrBhanw Kraftlinien iueke - 
halten. Wir wollen aus einer Kraftlinie **in unendlieh klrinrs Stuck tin 
herausschneiden ; d. h. ein Stfiek, das so klrin ist, dab wir die Felrk 
intensitat A langs desselben als konstant aiinrlnnrii diirtFn. \\ ir teilen 
dieses Stuck in m gleiche Teile, wo m rim* srhr Zuhl srin 

moge. Emeu dieser gleielien Teile {assrn wir als das <1 n drr vurigen 
Betrachtungen auf ? was deshalb erlaubt ist, wril umr-n drr Konstanz 
von j? langs ds die Potentialdifferenz ./,// an dm biddrn Kndrn aller 
Teilstiicke dn konstant Ed > ( ) ist. Ks ist danarii 

An ~ ,ls - **? . 
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»h = + E z a , 

wenn wir unter E t a das von der Flache a im Raume 1 erzeugte 
Feld verstehen, das die Richtung n besitzt. Es ist somit 

(1) = + 

3. Die Flache ft besitzt die negative Dichte — a und es werden 
die von ihr erzeugten Kraftlinien alle auf ft hinweisen. Es wird 

eE n ,= eE ni = - | 

sein, analog friiherem, und somit, wenn wir die in Gieichungen (1) 
angedeutete Ausdrucksweise wahlen, wird: 

(2) eEJ - sEJ = + -■■■ ; eEP-- • 


4. Addieren wir in den einzelnen Rauinen die Kraftlinienzahlen 
(Kraftliniendichten), so ergibt sich die ,,Kraftlinien~Darstellung C u 
{§ 30). Wir setzen als resultierendes Feld 

E a + E? = E, 

und es wird nach (1) und (2) 

im Raume 1: s E t = 0, 

im Raume 2: sE 2 <5, 

im Raume 3: = 0. 

Ein Feld existiert nur zwischeri den beiden Ebenen. 

Dieses Feld 

E- c E 

£ 

ist konstant, „homogen“ im ganzen Zwischenraum. Wir konnen dem- 
nach leicht die Potentialdifferenz der beiden Flatten berechnen. Da 
die Kraftlinien alle parallel und normal zu a und ft sind, existioren 
nach § 32, 6. SchluB, Niveaufl lichen und diese sind Ebenen, die parallel 
mit cc 7 ft verlaufen. 1st h der Plattenab stand, so geht die Glei- 
chung (5), § 31 wegen der Konstanz des Feldes E liber in 

OV <Pa -9>/f = Eh = l h ■ 

Die Betrachtungen der vorigen Abschnitte werden feliierhalt an 
den Handera der beiden Ebenen a, ft, wenn diese nicht wirldieh un- 
endlich groB sind. Sie geben richtige Werte des Potentials und der 
Feldintensitat nur in mittleren Partien. 
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J 


r\ r F J 


C'dlist. 


seija, oder, da A unendlieh klein, 

J roust, r. 


§ n. 


Prinzipiell konnten wir alle Problem** hirraul* /.ururki'iihrrn, w eim 
wir die „Darstellung A“ (§ 30 walilni. I he dnd Parstellunga- 
arten A ; B, C sind auch bei Niveaufiiirhendarstrllnng gbdrhberochtiot 
Die meisten Problem e warden a her in «i**r I>;u>trllu»g A koni- 
plizierter. 


B. Plattrukondrnsn t o r 

2. Es seien zwei parallel** Khenen c. y t i geg**bt*n, u hula* die 
konstante Flachendiehte fi die konstante Flihdiendieht** n. Der 
Abstand der beiden Flatten sei hi klein geg»*n die Ausdehnung der 
Platten ; daB wir letztere als uneudlirh groli an.sehen dbrfen 

Aus Symmetriegriinden konnen wir hereifs emiyv S**hliiss«* /.iehen 

I. Die Kraftlinien warden normal uuf «i« n I n f j sitdem 

da keine andere Richtung bevorztigf Ft, unendlieh *in*Be Flatten 
vorausgesetzfc. 

II. Wiihlen wir die Kraft iinFudursie] In? <j dry-art . d.dj wir die 
Kraftlinien beider Ebenen unabhiingkr vunemand* r K« rtu* r#*n und 
sich liberlagern lassen « I hirst el lung H, - ami d;e Fldehe < die 
Halfte ihrer Kraftlinien naeli reehts. die Haitm u.mh Uni, m * nd.*n 
Dasselbe gilt von der Flaelie f i. 

Die Gleicliung i,H|, § giht .!i.- An/al.I K-ait .n .ii- von 

der Fliiclienein'heit der Kliiehen « und ,t unwhn.. 

I'" s i; 'f Vurl.Klilelieli-.t ,eL ./ /. ! It)) 

A, A 


h: 



a 

\ 

l 

j" V 





Zl.x, 


r 

L-i j 

n, 

<r-£- 

"v <'M 

! n ; 

\ 

Tvt: 

— >■ — 

-< — x 

-8 — 

>. — — > 



— > ) 


7 

<2 

1 


oc. 

13 


. / ... 

die-#* \mji d* r Fiii.-i 
geljrhd* /.ail! K ?•,/>!*' 
« /■’, .u den JF-m 

liiinnn. dir Xabi / 
und Wegi'lt I! ?; T.; 


* o 

* * i n } M * J t ails 

*• n I hr Xahl 

;i 1 1 ‘ ig 1 { t> j 

n d»*i. 1 Ft i mi 2 
it 


* v , 


i’ig. in;. 


i / 
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zugrunde. 


/. 

■*» 

*r alb-mal elite Nor* 
f ■ g- IF* aF JM »Hi tiv 
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Die Zerlegung der Kugelflache in Oberflachenelemente fuiiren 
wir nacb. folgendem Prinzip durch. (Fig. 117): 

7. Zunachst zerlegen wir die Kugelflache in zwei Teile durch. 
den Schnittkreis, den die zum Durchmesser in P normal© Sehnen- 



ebene AB aus der Kugel ausschneidet. Den groBeren Qberflachenteil 
zerlegen wir in beliebige unendlich kleine Teilelemente do 1 mid 
zeichnen den Kegelmantel von der Randkurve von do t nach P als 
Spitze. Diesen Mantel yerlangern wir, bis er den zweiten Ober- 
flachenteil trifft und hier das Element do 2 heraussclmeidet. So 
ordnen wir jedem do t ein do 2 zu. d<5 x sei der Quersehnitt des Kegels 
bei do l7 d& 2 das Gleiche bei do 2 , so daB 

d<3 l = do i cos a i7 
d6 2 = do 2 cos Q 2 a 2 

ist. Es ist aber, wie sich aus dem gleichschenkligen Dreieck mit den 
Seiten a ly a 2 nnd + q 2 in Figur 117 ergibt: 

^ ^ p. -f- Q., 

COS QM = cos Q 2 a 2 = , 


nnd somit: 
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5. Ein Apparat, der aus zwei mit entgegengesetzt gleichen 
Elektrizitatsmengen geladenen Flacben bestebt, heiBt ein „Konden- 
sator". Die Elektrizitatsmenge, nm die die positive Flachenladung 
vermekrt werden mufi, damit die PotentialditFerenz urn die Einheit 
wachst, keiBt die „Kapazitat“ des Kondensators. Aus Gleichung (3) 
folgt fur den unendlich groBen „Plattenkondensator“ daB die Ladung 

a s 

9a ~ 9b ~ ~ h 

die Elektrizitatsmenge ist, die wir der Flsichen einheit zufuhren 
miissen, urn die Potentialdifferenz um die Einlieit zu vermeliren. Es 
ist also 



die Kapazitat der Flaeheneinheit des Kondensators. 

Ein beliebiges endliches Flachenstuck /'hat demnadi die Kapazitat 

o-cr-4 ■ 

Die Kapazitat des Plattenkondensators ist uni so grnBer, je kleiner 
der Abstand der Platten ist. 

Es ergibt sich aus letzter Gleichung, daB die Kapazitiit die 
Dimensionen einer Lange hat, was sich aueh direkt aus der Definition 
der Kapazitat folgern lafit. 

Als Einheit der Kapazitat dient in <it*r Wissensehaft deni- 
entsprecliend 1 cm. Die Praxis gebraueht cine • I0 U nial so groBe 
Einheit, das „Farad“, oder den millionten Toil hiervem, das JVIikro- 
farad“. 


C. Elektrisch geladene K ugei flii c h e. 

6. Eine Kugelfkiche voni Iwidius u sei nut emer gleiehfdnnig 
auf ihr verteilten FHichenladimg e versehen, (ieren Diehfe deninarh 
den konstanten Wert 

c 

o == . , 

•1 TC (V 

besitzt. Wir fragen zumiehst nacli der Potent ialverf eilung im innen- 
raum der Kugel. 

P sei ein beliebiger Punkt des Innenraumes. tin sei ein hin- 
reichend kleines Oberfiachenelement der Kugel, n der Abstain! I* do. 
Dann ist das Potential in P nacli Gleichung ( '1 1 ? ^ ‘51 
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Kraftliniendichte nimmt mit dem Quadrat des Abstandes Tom Mittel- 
punkte ab. An der Oberflache ist die Kraftliniendichte wegen § 30, 
Grleichung (3) 

sE 0 = <5 . 

Iii einem beliebigen Abstand r vom Mittelpunkt muB sie, wenn c eine 
Konstante ist, 

sE = 

r 2 


sein, und das mufi fur r = a in sE 0 iibergehen; das beiBt: 

sE 0 = c~ = 6. 

Daraus folgt c = 6 a? und 

T1 a 2 
eE = 6 

r- 

und, da nacb Nr. 6 e == a 2 <? ist, 


( 5 ) 


E- 


4 it £ r~ 


Yergleichen wir dies Resultat mit dem Feld einer punktformigen 
Ladung e (§ 28, (1)), wie wir es in Beispiel A angenommen haben, 
so kdnnen wir folgern: 

Das Feld im AuBenraume einer gleichfdrmig ge- 
ladenen Kugelfliiche ist identisch mit dem Felde, das 
die im Kugelmittelpunkt konzentrierte Ladung der 
Kugelflache geben wiirde. 

Fur den AuBenraum einer geladenen Kugelflache ist es also ganz 
gleichgultig, wie groB der Kugelradius ist, wenn nur die Ladung die 
gleicbe bleibt. 

10 . Es wird demnach auch die Verteilung des Potentials im 
AuBenraum dieselbe sein, wie die im Beispiel A. Es wird 


wenn r den Abstand eines beliebigen Punktes P im AuBenraume vom 
Kugelmittelpunkt bedeutet. Lassen wir den Punkt P sich dor Kugel- 
tlache nahern, so gelit cp stetig in den Wert 

l e 

4 7r t a 

liber, und das ist der in 7. gefundene konstante Wert des Potentials 
im Innenraume. Die Verteilung des Potentials im ganzen Raume 
wird sicb also so gestalten: Lassen wir einen Punkt sich aus grofier 
Entfernung dem Kimelmittelpunkt nahern. so wird er Potential werte 
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Ferner verhalt sicli 


oder es ist 


do i : do 2 — PK • ^2 ; 


do 1 = 
do 2 = top 2 2 , 

wenn o das Stuck ist, das der Kegelmantel aus einer urn P ge- 
zogenen Kugel vom Radius 1 herausschneidet. Dadurch wird 




rfflo = 2^ CD 


<?2 


<?1 + £>2 


Die beideu Elemente liefern zusammen zum Potential den Beitrag 

a (dOi do A 

4tc e\g l Qz/ } 

was dureh Einsetzen der Werte von do u do 2 ubergeht in 


Daraus folgt 


/ 2 a a. 

4 it a 


<P - 


2a cr 
4rr £ 


und diese Summe ist liber alle Elemente der Einheitslnilbkugel zu 
erstrecken, so daB Scd = 2 • 1 2 tt ; und 


( 4 ) 


4a % 

OP = v 0 = 
7 4tc *• 


e 

4:7t fi(( 


wird. Das Potential im Punkte P ist somit von der Page dieses 
Punktes unabbangig, nur vom Radius und der Ladling der Kugel- 
flache abhangig. 

Im Innern einer gleiclifbrm ig geladenen K uge lfliiehe 
ist das Potential konstant. 


8. Eine Konsequenz davon ist, daB im Innern einer soleiien 
Kugel kein elektrisches Feld existiert, was aus § ;> 1 , (ileiehung ( 4 ) folgt. 

Die Kraftlinientbeorie lehrt uns dasselbe. Gingen von der Ober- 
flacbe ins Innere binein Kraftlinien, so niiiBten sie an einer negativen 
Elektrizitatsmenge enden, die sieh wegen der normaien Riehtung der 
Kraftlinien auf einer um den Mittelpunkt gelegten Kugelfiiiohe oder 
im Mittelpunkt selber befinden wurde. Eine solche existiert aber, 
wie wir stillscbweigend angenommen haben, nicht. 

9. Alle Kraftlinien der Ladung unserer Kugel fl lie, lie gelien also 
in den AuBenraum, und zwar aus Symmetriegriinden radial. Die 
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riihrt, da fur diese Kugel der 
Raum 2 AuBenraum ist. Dieses 
Feld ist nach Gleichung (5) 


E, 


e 

4c 7 tsr % 5 


a < r <6. 


Im Raume 3 erzeugen beide 
Kugeln ein Feld, und zwar die 
Kugel a das Feld 


TP ct — 1 . 

-^3 4:7t£T 2 l 


r>b, 


die Kugel b 


TP b _ 6 . 

3 s r 2 5 


r > &. 


Die beiden Felder heben sick 
auf und es bleibt nur im Zwischen- 
raume ein Feld E 2 iibrig. 



12 . Das Potential im Innern der Kugel a, und damit auf der 
Kugelflache a setzt sich additiy aus den konstanten Potentialen der 
beiden Kugelflachen zusammen* also ist nach Gleichung (4): 


<Pa 


4 its a 4 7t 8 b 4 7t s \ a h / 


Im Raume 3 heben sicb nach Gleichung (6) die beiden 
Potentiale gerade auf, es wird cp h === 0, und die Potentialdifferenz der 
beiden Kugelflachen ist 


“ 




Die Kapazitat des Kugelkondensators ist somit: 


(?) 


e 4 ah 

U = = 4jzt s =- 

<Pa — <Pi> b — a 


13. Lassen wir die Kugel h unendlich groB werden, so wird 


und 


ah a 



C = 4 it s a. 


Dies ist die Kapazitat der Kugel a allein. Wir batten dieses Resulhit 
auch aus dem Beispiel C gewinnen konnen, wenn wir in gleielier Weise, 
wie die Kapazitat eines Kondensators, die der Kugelflache definiert 
batten als die Eiektrizitatsmenge, die wir der Kugelflache zufiihren 
miissen, um ikr Potential um die Einheit zu vermeil ran. 
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§ 33 . 


.lit- 


Ladung der 

al»t«r IiScB so lunge, bis 

er die jiugeiuauuc - , , « hier 

rorfindet, wird er bei scinem \\ eitenvumbn. konst suit heibehalten. 


durcblaufen die so besehuffen wnd. «1h <»b 
Kugelflache sich im Mittelpunkt behind.*: da- 
er die Kugelflache erreieht. Den " **rt d,- 1 ..tentmis. 


\-p 



Die Pigar 118 gibt ein Bild «l»*r Potentiaheri • dung. Hi** A ImzisHe 
bedeutet den Abstain! vom Mittelpunkt lungs ••in»T den Mittelpunkt 
durcblaufen.de n Genulen, die Ordinate den \\ •• rt »ie Potentials an 
der betreffenden Stelle. Die s*» i-ntst Kune setzt sich aus 
einem geradlinigen Stiirk und zwei stetig damn s<d:!n*Bt*nden Hyperbel- 
bogen zusammen (Bd. 11, § 77. la . 

Die Gleichung (4) lehrt: .Je 1 4 rk < r il* r Potmt iulubfull Jtp 

Rings eines Liingenelementes ** da* w i r dUr.dl i r i«‘i«*h gn»B wilhien, 
uni so groBer ist die elektrisehe 1 eldirt* n it.it 1, an der befrellenden 
Stelle. Auf die Figur II* iihertragen InuBt *Li a .1* omler die Kurve 
des Potentials ist, urn so gn»Ber ist I 


1 ). K ugel k«mdr i, -.a t Mi- 
ll. Das Problem des Kugelk«»mbn s :t t» ■* , «i. it /vwuer kon/.en- 
trischer Kugelflachen, die entgegenge • :/? ^l»*i**h*- Ludungeri tragen, 
ist nach vorigem leir.ht zu erledig»-n. 

Die beiden Kugelradien seien ,i und h *i. Ihe huge! n trage 
die elektrisehe Ladung e, die kugei /. do- Ladung *\ Den 
ganzen Raum teilen wir wii-iler, wir beiin Plattrnkoiidrnsatnr, in die 
drei Raume 1, 2, 3 « Fig. \\U .. 

Im Raume 1 erzeugt koine der beiden K ugritlachen ein I*-eld, 

folglich ist J?j = 0. 

Im Raume 2 haben wir ein Feld, da- \*ui der Kugel a her- 


. § 34. 
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§ 34. Leiter der Elektrizitat. 

1. Die Metalle und gewisse andere Korper, wie Salzlosungen, 
die allgemein als „elektrische Leiter“ bezeichnet werden, haben Eigen- 
schaften, die man dadurch erklaren kann, daB man die elektriscben 
Ladungen, die Quellpunkte der Kraftlinien, die man ihnen zufiihrt, 
in ihrem Innern beweglich annimmt, und zwar nach alien 
Richtungen bin gleichmaBig. Die elektriscben Krafte wirken dann 
direkt auf diese Ladungen und erst indirekt auf die die Ladungen 
tragenden Korper. 

Wir denken uns zwei gleicbe Metallkugeln durcb einen Drabt 
yerbunden, den wir so lang wahlen, daB eine Ladung der einen 
Kugel kein merklicbes Feld am Orte der zwei ten erzeugt; denn ein 
solcbes konnte die zweite Kugel in einer uns noch nicbt bekannten 
Weise (durcb Influenz) beeinflussen. Wir fiibren der einen der beiden 
Kugeln eine elektriscbe Ladung zu, indem wir sie etwa mit einem 
elektrisierten Harzstab berubren (§ 27, [2]). 

Es zeigt sich, daB sicb die beiden Kugeln in ibren elektrischen 
Eigenschaften ganz identisch verhalten, daB yon beiden die gleicbe 
Kraftlinienzahl ausgeht, was wir durcb die Kraft auf einen dritten 
elektrisierten Korper nachweisen konnen. Die elektriscbe Ladung 
bat sicb dem Anscbein nach gleichmaBig auf beide Kugeln verteilt 
(§ 27, [5]). Bei Niehtleitern, z. B. Glas, haftet die Ladung an der 
elektrisierten Stelle. 


2. Das geniigt nicht, um die Eigenschaften eines Leiters ein- 
deutig zu cbarakterisieren. 

Wenn wir einen nachweisbar unelektrisierten Leiter in ein elek- 
triscbes Feld binein bringen, so veriindert sich dadurch das Feld, 
gleicbsam als wenn wir elektrisierte Korper hinein gebracht batten. 
Um naheres ilber die Art dieser Yeran derung zu erfahren, fiibren wir 
den folgenden Yersuch aus: 

Den aus zwei Kugeln und einem Verbindnngsdraht bestehenden 
Korper bringen wir ungeladen in eine Kraftrbhre so hinein, daB sicb 
die eine Kugel, a in Figur 120, an 
Stellen boheren Potentials befindet, als 
die andere b. Wir schneiden den Drabt 
irgendwo auseinander, so daB eine me- 
tallische Yerbindung der beiden Kugeln 
nicbt mehr besteht, und entfernen beide 
Teile aus dem Felde. Sie erweisen sich 
jetzt, als elektrisiert und das Experiment lehrt, daB der Teil a dieselbe 
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Im Yakuum, und rnit groBer Anniil»*nmg aucli in L„f tj wird 
4sr£ = 1 (vgl. § 27, 5.). IVenn die Kugeltlaoho si.-h i,„ Yakuum be- 
findet oder Ton Luft umgeben ist, wird also 

r -- ,r. 


die Kapazitat einer Kugelflik-he ini Yakuum ist gloieh ihrem Ikdius 
14. Die praktiscbe Bedeutung dor Kapazitat ist die, llus ej | ner 
scbwachen Elektrizitiitsquelle grbBeiv Mengen Klektriziiat anznsammeln 
Alle unsere Mascbinen zur Erzetigung elektrisoher Ladungen arbeiten 
so, daB sie zwei getrennte Kdrpor so wait clektrisieren, bis sie eine 
gewisse, von der Leistungsfiihigkoit dor Maschino und dor Anfstellung 
der geladenen Korper abbiingigo Potent ialdiffcrcnz >!> erroiolit haben 
Es stebt uns daber frei, duroh geoignoto Wahl dor Kwmtanten it 
(§ 31, 6.) das Potential des oinon diosor beiden Kdrpor, dor oft etwa 
die Zimmerwand, die Erde, fine Gas odor Wassorloitung sein kann 
gleicb Null zu setzen. Dana wird </> das Potential dos anderen 
Korpers, etwa einer iwdiert aufgostollton Motallkugol, oinos , Kon- 
duktors" Sobald das Potential •!> uh.rsoliritten uml, tritt in d er 
Mascbine oder zwischen den beiden geladenen Kr.rp.ru oin tdektri.se, her 
Funke auf, der die elektrisehe Ladling vornuddot 

Wenn die beiden geladenen Kdrpor dm Klaohen oinos Kngel- 
kondensators sind, so erkeimf man an- (ileiohuug ,7 

r < ( („ 'I 

daB die Ladung, die die Masebino h. torn muB. ins i f/ , ( ,j en 

Wert 0 angenommew hat, unt so grdBer i-t, jo grdlior fist, daB w'ir 
also bei grbBerem V grdBoro Ladung-n no Kondensator an.-ammeln 
konnen. Die Gleiehung 

(' 1 . 7 / 

t. 


lebrt wieder, daB wir liurob hinrcichendc V ml. bm-ning <los Ab- 
standes b — a der beiden Kugoln die Kupa/itiit i„dio|,i.r vergrdBem 
konnen. Audi die VergrdBerimg <i. Won,.. , ,j,. r 1 lioloktrizitiits- 
konstanten des Zwisehenraumos. verged Bert die Kapazitat. Posh, alb 
weiden Kondensatoren anob nutst nut oinor Z.v, • ■ chensehieht von 
Glas, Hartgummi und iilmliobom Material g.-haut, da dm.,. Subsfanzen 
eine groflere Dielektrizitafskousianto i„ a j, lij( . AuB.-rdem 

baben alter solche Zwisohenmedien o r ;;p,, r ,. ,.I mndi-rhlagsfestio- 
keit", sie werden meht so Ici.-ht u,n oinom ol.-ktris.-hen Kunkeit 
durcbschlagen, w, (lurch dor Wort <1» untor t mstdnden vergrdBert 
werden kann. 

Bei Plattenkondensatoren li-g..,, dm Vorldiltnisso ilhnlioh, and 
das uleiche mlf, frn- * . t ? >•. » , . 
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intensitat E 0 gegeben (Fig. 121). Einen Leiter von beliebiger Form 
wollen wir in dieses Feld hineinbringen. Den Raum x, den der 
Leiter einnehmen wird ; grenzen wir 
im Felde ab und denken uns auf 
dessen Oberflache die Ladung ange- 
bracht, die das Feld E 0 im Innen- 
raume gerade zn Null macht, also die 
Kompensationsladung. 

Diese Ladung moge fur sich ein 
Feld E x erzeugen, das so beschaffen 
sein muB, daB E t im Innenraume liber all 



gleicb und entgegengesetzt dem i? 0 ist. 
(Punktierte Linien in Fig. 121.) Es ist also in x: 


Fig. 121. 


E n 


E v 


7. Wir wollen das Feld an der Stelle 0 2 der Figur 121 be- 
tracbten. Die E 0 - Linien werden das Oberflachenstuck 0 2 im allge- 
meinen in schrager Richtung durchsetzen. Es gibt also zur Ober- 
flache eine Tangentialkomponente E 0 * des Feldes E 0 . Diese wird 
dicht vor und hinter der Oberflache bis auf unendlich weniges gleicb 
groB sein. (Fig. 122 a.) 

Das Kompensationsfeld muB demnach aueh eine Tangential- 
komponente besitzen, die von einer ungleichfdrmigen Dichtigkeit der 
Ladung auf der Oberflache lierriiliren wird. Audi diese Tangential- 
komponente E t l wird dicht vor und hinter der Oberflache glcieho 
Werte haben (Fig. 122 b). Howeit sie von der Oberfliiclienladung am 
Orte herriihrt, muB 

a 

sP 2 * 


El 


E (l 


das aus Symmetrie- 
grunden der Fall sein; 
soweit sie von anderen 
Elem en ten h err ii h rt ; 
deswegen, weil ent- 
ferntere Laduneen an 

o 

zwei unendlich be- 
nachbarten Orten nur 

unendlich wenig ver- I a * \ bj \ cj 

schiedene Felder er- J - 2 - 

zeugen kdnnen. Die 

Komponente E x * ist also an der Oberflache ;; stetig verilnderlich“. 

Da sich nun die Tangentialkomponenten EJ und E { 1 im Innen- 
raume gerade aufheben niiissen, werden sie es auch im AnBen- 
raume tun miissen, allerdings nur in unendlich er Nachbarsdiaft der 




W ^ T-ts-cto* M— - *»■* •***• “ » 

nehmeu: nnelektrisierter Korper hesitzt an jedem 

Ein metallis nme Bbar groBe) Men K cu positiver 

Orte beliebig g , . A tat i, e ide aber in gleichem Betrage. 
und ^ e g ai :; Ve d r en B1 metal ii; ;C hen Korper in ein eh-ktriaoheB Feld so 
BrmgeQ ^die beiden Elektmitiiten trennen, dm positive wird m- 

mussen sich eke &aft Jen Kmftlinien m puwtiver Riebtung 

folge der elektu „ t U( .^. tt jver liiehiung. 

folgen ; die negative itrt arten ( dnes Yoluinenelementes wird 

v« 4 “ ,1„„ Kraft- 

also ein Teil posi iver , ‘ def Toil ncgativer gegen die 

linien folgend Xadibarclonient. IW Krii.lg wird der sein, 

Kraftlimen m ei ■ 1 . te xviibareleinent p«witiv g.daden er- 

daB nachher das • n <sv hclt>n Die Sunrnie aller im ganzen 

scKeint, to «*» d . j l.l.-it.t wfc ^ ML 

4 uukmtm W*» XteW-nW.'™ »V J ^ f"' «*• 

. j.^id , uas Men uem ur- 

standenen Ladungm un Kraftlinb-n inmier v<m j.ositi vt‘ii zu 

sprunglichen iiberlagert. ^ MrS|M -ii»«li.-U..« Feld ent- 

negativen Ladungen verb mi** d , 1 

- *■« •* 


Tr e n ^„rsii 'f 


:e ilauern, 


xrenuuug 

bis im ganzen Innern des M''.ui 


iu-tii 


5 . Wir fragen jetzf: V\ 
die Trennung er/.eugten Ladmin* 
das Feld dureh Fir/.eugunir -m.~ 
Null maclienV End term*r: " 

ladungen im Aulleuraume das l eld '• 
Die erste Frage iM leieht u.i'-n ;; ■ 
1 st das Feld im Innern de, M. t:dl 
KraftlinienJlub dureh eim- !l ; S; ' ! '; ? 
liegende gesdilossene Olierilae-.o 
die in dieser Oberlliielie entlialienme 
Im Innern von I.e’iern ■ 
Ladung existieren. I'm : 

Oberfliiche konzentrienm. 


II 

die „K. 

• : eh n 
win! •* 

\ r ' a!l*h' 
* till 


I. ■.•hi i * » U» 1 1 * * h di»* durdi 

U «•;. ;•? ;mM la* III (lit? 

• r;<«>m»-P*ud* n IVhles v,\i 
, •' lia* I KniiijH'MSatioiIB- 

■ i 1 / * i in*ant wortcil. 

\iiil, m *!i iiL’ unfit dor 

a. I : a ■ i n ‘it* M stalls 

! *■ :, . ; j * * ! < 1 1 v; i 1 1 * 1 1 an oil 

; , , ♦* 1 1* k t rise he 

• -.f v. . !*.[ -;<‘h aui* dor 


(>. Urn die zweit«* I' ra 
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§ 34. 


nur daB jetzt die Summe aller Ladungen im Metall nicht mehr gleich 
Null sein wird. Nach wie vor gilt: 

Im Innenraume muB das elektrische Feld yer- 
schwinden. Im AuBenraume munden und entspringen 
die Kraftlinien senkrecht zur Oberflache des Leiters. 

In Figur 123 bedeuten die punktierten Linien das urspriingliclie 
Feld, die ausgezogenen das Feld nach Einfiihrung des Leiters. 




11. Wir konnen nocli einige SchluBfolgerungen ziehen: 

I. Da im Innem des Leiters das Feld yerschwindet, muB hier 
das Potential konstant sein. Die Niveauflaclien werden das Bild der 
Figur 124 ergeben. Es tritt hier der in § 32 7 7. besprochene Aus- 
nahmefall ein, wo zwei an einer Stelle unendlicb benaehbarte Niveau- 
flachen nicht iiberall unendlich benachbart bleiben. Der Leiter 
selber ist eine ausgeartete Niveaufliiche, was schon aus dem senk- 
rechten Yerlauf der Kraftlinien folgt. 

II. Die Anderung, die das ursprungliche Feld in irgend einem 
Punkte durch Einfiihrung eines ungeladenen Leiters erfahrt, wird um 
so kleiner werden, je groBer der Abstand dieses Punktes von dem 
Leiter ist. Denn die Anderung, die die Potentialverteilung erfahrt, 

ist mit proportional wenn 6 die Oberflachendichte, do ein 


II. Elektrische und magnetische Kraftlinien. § 34 

Die Oberflachenladung kompensiert das gauze Feld 
im Innenraume eines Leiters und die 1 angentialkompo- 
nente des Feldes im AnBenraume naclist der Oberflache. 

8. Die zur Oberflache normal© Komponente von E 0 hat im 
Innen-'und AnBenraume gleiche Richtung (Fig. 122 c). Die Norinal- 
komponente von E 1 dagegen wird, da die Kraftlinien von der Ober- 
flachenladung ausgehen, im Innem und AuBenraurne emtgegengesetzte 
Richtung haben. Wahrend E t n im Innenraume dem E» entgegen- 
gesetzt gerichtet ist, wird es im AnBenraume ihm gleiehgerichtet sein. 
Im AuBenraurne addieren sich die Normalkomponenten. Mit dem 
vorigen Abschnitt zusammengenommen ergibt dies: 

Das resultierende Feld nach Einfuhrung der Kom- 
pensationsladung hat Kraftlinien, die auf der Ober- 
flache des Leiters senkrecht stehen. Das Feld wird im 
Innern des Leiters Null. 

9 . Wir haben zur Ausfuhrung unserer Betraehtungen unsere 
Kompensationsladung auf der Oberfliiche eines Raunies r von der 
Form des Leiters angebracht, aber in einem Medium, das von der 
Umgebung nicht abweicht. Das bedingt keinen ladder, Dean da 
jetzt im Innenraume von t kein Feld existiert, kdnnen wir das Medium 
darin beliebig veriindern, also aueh den Leifer hineinbringen. Das 
statische Resultat haben wir abgeleitef, nieht aber das Zustande- 
kommen des Resultats, das Bewegungen von Field rizitatsmengen 
verlangt. Unser Resultat gilt nur von deni Moment ab, wo die 
Elektrizitatstrennung im Innern beendet ist. \\ ie raseh das vor sich 
geht, wird, wie wir sp liter seben werden, von nourn Higensehaften 
der Leiter abhangen. Das Experiment lehrf , dab hei alien Metal len 
diese Trennung in unmeBbar kurzer Zeit vor sich geht. 

Weiter wird jedes der elektrischen Felder I ‘\ , A’,, im Innenraume, 
wie uns der folgende Paragraph lehri, und was aus dem Doulombsehen 
Gresetz zu erseben ist, von der I helekt ri/.itiitskonst ant e des lnnen- 
raumes abhangen. Nacbdem sich aber diese Leiden Felder einmal bei 
Annahme der Dielektrizitiitskonslanten (bn* l nigebung kompensiert 
haben, werden wir aueh ilber die DielektriziliUskonstante, des Innen- 
raumes willkiirlich verfiigen kdnnen. Das Feld Null kann dadurcli 
nicht geandert werden. Oder umgekehrt: Aus siatisehen Versuehen 
konnen wir keinen SchluB auf die Dielektrizifiitskonstante der Metalle 
ziehen, da kein Feld ins Innere der Metalle eindringf. 

10 . Fiihren wir dem Metallkbrper r nocb von auBeii irgend 
eina Ladirno* so ■wirrl qiVIi -mf /!**»• Olwu-Hilfho ver- 
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das e im Innenraume des Hohlkorpers oder auf der Oberflache des 
Hohlkorpers direkt anbringen. Der AuBenraum ist demnach nicht 
geschutzt. Der Grund fiir diesen Unterschied zwischen Innenraum 
und AuBenraum ist der, daB im AuBenraume die Kraftlinien ins Un- 
endliche oder nach anderen Korpern (Zimmerwanden) bin verlaufen 
konnen, im Innenraume nicbt. 

12. Mit Hilfe der Leiter konnen wir die Beispiele des § 33 in eine 
praktiscb verwertbare Form bringen; denn Flachenladungen in einem 
homogenen Medium, wie dort angenommen sind, konnen wir nicbt 
wirklicb berstellen. Wir nebmen z. B. den Fall des Kugelkondensators. 

Wir fuhren die Kugel a aus Metall aus und fiikren ibr die 
Elektrizitatsmenge + e zu. Diese wird sicb auf ibrer Oberflache so 
verteilen, daB in ihrem Innern kein Feld besteht, und das ist, wie 
wir geseben baben, der Fall, wenn sie mit konstanfcer Diebte iiber 
die ganze Oberflache verteilt ist. 

Die Kugelflache b stellen wir dar durch die Innenwand einer 
Hohlkugel yon irgend welcber Wandstarke. Auf dieser Innenwand 
wird sicb nach V. der yorigen Nummer die Elektrizitatsmenge — e 
ansammeln, die sich wieder so yerteilen wird, daB auBerhalb der 
Fliiche b kein Feld existiert, und das ist nach § 33, D wieder bei 
gleichformiger Verteilung der Fall. Auf der AuBenwand der Hohl- 
kugel wird sicb die Ladung + e ansammeln, und zwar gleichfdrmig, 
dam it aucb dies + c im Innern der Wandung der Hohlkugel kein 
Feld erzeugt. Wenn wir scblid.Uich noch der Hohlkugel die Ladung 
— ■ e yon auBen erteilen, so wird diese sicb ebenfalls auf der auBeren 
Oberflache ansammeln und das dort befmdliche + a kompensieren. 
Es bleiben dann nur die Ladungen + e auf der KugeUlache a und 
— e auf der Kugelflache b , wie wir es bei dem Kugelkondensator 
angenommen batten. 


§ 35. Inliomogeiie Mcdien. 

1. Bisher batten wir stillschweigend vorausgesetzt, daB der gauze 
Raum, der das elektriscbe Feld enthielt, von einem Medium konstantor 
Dielektrizitatskonstante erfullt war. Erst durch Einfiihrung der Leiter 
wurde eine Inhomogenitiit yerursacht, die aber unabbiingig von der 
Dielektrizitatskonstanten der Leiter ist. Gerade durch diese Ein- 
fiihrung der Leiter erbielten die abgeleiteten Gesetze eine reelle Be- 
deutung; denn es ist nicht moglich, in einem homogenen Medium 
eine elektriscbe Ladung zu erzeugen, oder festzuhalten, wolil aber an 
der Oberfliicbe von Metallen. Das Coulombsche Gesetz ist z. B. mit 
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bedeutet. Wird r sehr grofi, so wird es fur alle do anniihemd kon- 
■ tat - D “" wM 

und ^6 do ist gleicb Null. 

Ill Kennen wir das resultierende Feld E in der Naelibarscbaft 
des Leiters so kenneD wir die Verteilung der Kompensationsladung. 
Da E senkrecht auf der Oberflaclxe steht, und im Innern Null 
ist, so folgt aus § 30, Gleicbung (3) 

£ E = 0. 

IV. Fuhren wir statt des massiven Leiters r einen Hohlkorper 
/p io . ^5) ein, so wird gleichwohl im Innern kein Feld existieren, 
^ ^ y ? wemi sick keine Ladu ngen im llohlraume 

befinden. Derm denken wir vms in die 
Wandung hinein nine Fliiehe F gelegt, so 
ist, da diesc* ganz im Meiall verliluft, liings 
ill r ii be rail K < >. Der KraffiinieniluB 

durch V wird also Null, und da im innern 
Kamil keine Kraft iinien entspringon, so 
miissen, wenn solelie vorbamlen sind, alle 
auf der Obertiiiehe sowobl entspringen, als 
Fig. 125. munden. Ks sei / einr snlehe Kraftlinie. 

Dunn ware ^ /.' dl iiaeli £.">1, ( * bdebung (5) 
die Potentialdifferenz an den bridni Eud|mnkirn. !»a dir Kndpunkte 
aber nach I. auf einer Nivraulliirhr Iirgm. mull dir IkdrnfialdillVnm/, 
verschwinden. Also ist im Inm-ni .-in Odd nirht m-Adirb. 

Eine leitrnde 1 1 il ! 1 • • sdiiitzl ihrrn Innrnmum grgrn 
ein auBeres elektriselics i" <• l «1. 



Y. Briugen wir j«*tzt aber 


Iltihlraum oim* Ladling r. 


¥ . XJX 

liinein, so werdeu von v Kraftlinien au-modim I itr L- 1 * ■ Der Knift- 

linientluLi dureb F wird modi wir vor Null 
H'in , also iimb dit* mmimtr Ladung im 
Innern \ « »n F vor rhwindri:. Ks wird sirh 
auf der Inneiiw smdm.g eim- Ladling ■ r. 
ausbiblen musM-n, in irgrnd wrlrhrr Ver- 
triluiiLT. Dir>-t*s * knnn nur dureb Klek~ 
tri/.itiit>t rrimung ** : 1 1 st ;m< leu smn, und wir 
III liss**n das rut, prrrhtl'tlr r all! (Id* 
iiuBerrii Wandung w miirrhiiwrii. Wir sidh. 
dies auf der au Boren Wandung verteilt, Ininirt «li*n*n form ab. 



Fig. 12ti. 
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nisse angibt, auch nicht einer Verallgemeinerung zuganglich ist, was 
man bei einem Versucb sofort erkennen wird, da langs des Ab- 
standes r ein konstantes s vorausgesetzt ist, und dieses r alle mog- 
lichen Richtungen und Langen annehmen kann. 

Dagegen baben wir nach Einfiibrung des Begriffes ,,Kraftlinien“ 
aus dem Coulombschen Gesetz andere Gesetze abgeleitet, in deren 
Form nicbts entbalten ist, was eine Konstanz yon a iiber einen 
groBeren Raum yoranssetzte. 

So enthalt Gleicbnng (1), § 30 (und die daraus abgeleitete Glei- 
cbung (3)) Glieder von der Form 

*E v do, 

nnd es steht uns frei, die Oberflachenelemente do beliebig Idem zu 
wahlen. Dann muB dieses do mit dem Wert sE v multipliziert werden, 
wie er am Orte do existiert. Diesen Wert konnen wir aber jeweils 
ermitteln, auch wenn a nicbt konstant ist, ebensogut wie wir ibn 
— was im bomogenen Medium aucb der Fall war — bei variablem 
E v ermitteln konnen. 

Hier ist also eine Verallgemeinerung nahe gelegt, nachdem wir 
bereits in 4. die Verallgemeinerung des Kraftlinienbegriffes aus- 
gefuhrt baben. 

6. Wir wollen nun versucb s weise diese Verallgemeinerung 
vornehmen, also versuchs weise das Gesetz aufstellen: 

Der KraftlinienfluB durch eine geschlossene Flache 
gibt die in dieser Fliicbe eingescblossene Ladung an, 
aucb wenn ungeladene Korper veriinderter Dielektri- 
zitat^konstante in das aus alien vorhandenen Ladungen 
bervorgebracbte Feld eingefubrt werden. 

Und dieses Gesetz soil gelten, aucb wenn die geschlossene Flache 
die Korper einschlieBt oder durcbsetzt. In einer Gleicbung aus- 
gedrilckt gilt also das Gesetz 


(!) 

und bier bedeutet 


do =2o t , 
K, = eE„ 


die normal e Kraftliniendichte, wie sie am Orte do existiert. Daraus 
folgt dann, wie in § 30, Gfleichung (4), fur eine beliebige Grenzflaohe 


(la) 


e*-®*, — h E iv = 
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haben gesehen, daB eine Metallkugel eine punkttormige Elektrizitats- 
menge ersetzt, die wir zur Ableitung unserer Gesetze zuniicbst hyp 0 - 
thetiscb eingefuhrt batten , indem wii sie <ils Abstraction aus einer 
in hinreichend kleinem Volumen verteilten Ladung ansahen. 

Unser § 34 batte gelehrt, daB ein Leiter, geladen oder nicbt, 
einfacb durcb eine geeignete Oberiiiicbenladung ersetzbar war. Diese 
Ladung muBte so bescbaffen sein, daB sit* nacb auBen die Kraftlinien 
in solcbe verwandelte, die auf der LeiteroberHiiche senkrecht standen, 
und nacb innen die Kraftlinien gerade kompensierten. Numeriscb ist 
allerdings diese Ladung ini allgemeinsten Kalle nicbt anzugeben, wobl 
aber in einigen speziellen Fiillen, win z. B. in deni des Kugel- 
kondensators. 

2. Bei einem Nichtleiter von verfinderlicher Diolektrizitatskon- 
stante liegen die Verhiiltnisse weniger einfaeh. Ks entsteht die 
Frage: Wie wird durch Einfuhrung vines Kbrpers, tier eine vom 
ursprunglichen Medium abweichende Dielcktriyutatskonstante besitzt, 
das Feld verandert? 

Gewisse Gesetze fiber cliost* Frage kbnnen wir nnter Zuhilfe- 
nahme neuer Tatsacben ableiten. Aber aurh bier liiBt sirh aus dem 
yorher bestehenden Fekle und der Kenninis des eingefiihrten Korpers 
allgemein die Veranderung, die vor sirh geht, nicbt rrelineriseh durch- 
fiihren, auBer in einigen speziellen Fiillen. 1 * 

3. Es sei also in einem homogenni Medium von der Dielektrizitiits- 
konstante e Q ein Feld Ji {)1 von irgeud wrlrhen Ladungen (auf Leitem) 
herriihrend, gegeben, und in dieses Fold Hi hnm wir Kbrper von 
anderer Dielektrizitatskonstante / ein. Ihidureh wird sirh ini all- 
gemeinen das Feld E 0 veriindern. Wir wolhm das none Feld mit E 
bezeicbnen. 

Bekannt ist also * n , A’„ und die Form und lame der Kbrper s 
nacb ibrer Einfuhrung, sown* «■ selber. Oefragt inuB werden: wie 
siebt das Feld E ausV 

4. Wir definieren die ^Kraftlinien * 4 aurh jrt/.t noeh als die 
Linien, die nacb Riehtung und I >i<*hf ** die di«*lekf ri.-rlie Polarisation bE 
an jedem Orte, also aueli innerbalb drr rmrvfuhrten Kbrper, dar- 
stellen. Im homogenen Raume war * I i < * - * * hetinition identisrh mit 
der anderen: „Jede Elektri/btatsuirnge r semlet in den umgebenden 
Raum n = c Kraitlinien aus.“ Ob wir dies»- Iudinition aurh jetzt 
nocb aufrecht erhalten diirfen, winl sirh aus splitermi rrgebrn. 

5. Evident ist jedenfalis, daB das < ’oulomb-cbe Gesrtz (7'] und 
damit Gleichung (1) des § lbs uns nielits liber dime mmen Verhiilt- 
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Oder: Wie andert sicli der Kraftlinienverlauf des Feldes E an 
dieser Grenzflache? Nack der Beziekung des Feldes E zu dem 
Felde E 0 fragen wir also vorerst nicht. 

9. Wir denken uns eine die Grenzflache durchsetzende Kraftrolire 
von so kleinem Querschnitt, da6 wir ein zu den Kraftlinien senk- 
recktes Flack enstiick in ikr, wenigstens 
so weit dies im komogenen Medium liegt, 
als eben anseken diirfen (Fig 127). 

N t = s 1 E 1 sei die Kraftliniendickte auf 
der einen, JV 2 = e,E, die auf der anderen 
Seite der Grenzflache. Wie in § 30 die 
Gleickung (3) aus (1) folgte, wird aus 
unserer Gleickung (1) fur die Grenzflache 
die Gleichung (la) folgen, also 

(3) N ir -N lv = <, f . 

oder wenn wir annehmen, die Grenzflache 
kabe keine Ladung, 

(4) N lv =*N %v -, s t E t v = s 2 E 2 v . 

Die Normalkomponente der dielektriscken Polari- 
sation andert sick stetig, die der Feldintensitat also 
unstetig. 

Das heiBt: Jede Kraftlinie im Medium 1 hat eine Fortsetzung 
im Medium 2. Denn nennen wir a, ft die Winlcel, die die Ivraft- 
linien mit der Normalen zu der Grenzflache einscklieBen, die „Ein- 
fallswinkel“ und o das Fliichenelement, das die Kraftrolire aus der 
Grenzflache ausschneidet, so wird (Fig. 127) 

(5) N % cos a • o = N 2 cos ft • o 
und 

N i o 1 = N 2 o», 

wenn o 19 o 2 die Quersclmitte der Kraftrolire vor und h inter der Grenz- 
flache bedeuten. Die Kraftlinienzalil der Kraftrolire andert sick also 
beim Ubergang aus ein cm in das andere Medium nicht. 

10. Einen AufschluB liber clas Verhalten der Tangentialkompo- 
nente E t des elektrischen Feldes gibt uns die Gleichung (2), 
wenn wir sie auf die Umgrenzung ABGD ernes Rechtecks 
(Fig. 128) anwenden, das wir durch die Grenzflache so 
legen, daB zwei seiner Seiten l dieser parallel, die anderen, 

A ; zn ihr normal sind. Alle Seiten seien unendlich klein, 
die zur Grenze normalen A aber wieder unendlich klein 
gegen l. Es wird dann die elektromotorische Arbeit liber Fig< m . 


n 

i i 

d[Ac 
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daraus hervorgehenden Folgerungen experimented. bestatigen, und 
dann konnen wir es als erwiesen ansehen. *) 

7. Ein weiteres Gesetz, das der Verallgememerung zuganglicb 
ist, ist das in Gleichung (6) des § 31 ausgesprochene Gesetz, daB die 
elektromotoriscbe Arbeit liber einen in sich zuriicklaufenclen Weg 
verschwindet. Dieses Gesetz enthiilt die Dielektrizitatskonstante uber- 
baupt nicbt und das elektrische Feld in Gliedern, in denen es mit 
einem unendlich kleinen Wegstiick multipliziert erscheint, also auch 
nur langs dieser unendlich kleinen Strecke konstant zu sein braucht. 
Wenn das Feld durch Einfiihrung der Korper seinen Wert iindert, 
stebt es uns frei, in dieser Gleichung (6) von Ort zu Ort veriinderte 
Werte einzusetzen. 

Es sei also nach wie vor 

( 2 ) 

o 

summiert iiber eine geschlossene Kurve. Mit anderen Worten: es 
soli auch jetzt keine in sich zurucklaufeiulen Kraftlinien go ben. 

Diese Gleichung konnten wir auch in die Form der Gleichung (5) 
c'les § 31 bringen 

(2 a) cp(P L ) — =■ A” A, • /••>•, 

die bedeutet, daB die rechte Summe nur von Ani'angs- und Endpunkt, 
nicht vom Wege abhiingig ist. 

Man kann daraus ein Potential deliniorcn, wenn man otwa einem 
beliebigen Punkte 1\ einen beliebigen Wert (/ i l\ t zusohreibt, und 
den Wert, den nach obiger Gleichung c/'/A in alien Punk ton l\ 
des Raumes erlialt, als Potential annimmf. I >ios« k s iNdrntial lielert 
dann aus den Werten von zwei henaehharten Punkten, dividiert (lurch 
deren Abstand, also (lurch ill r Gef’alle, die Feldinf.ensitiii in Richtun^ 
dieses Abstandes, analog § 31, Gleichung (d . 

8. Wir wollen jetzt an der Hand dieser verallgemeinerfen Gosetze 
zunachst die Frage beantworten: In welcher Rezhdmng steht das 
in 3. definierte Feld K direkt vor zu deni direkt. hmter der Grenz- 
flache zweier dielektrisch verschiedener KnrpmW 

1; Natiirlich konnen wir ein s<dr.hes tua-rf/. nieht an alien denklmren 
Folgerungen priifen. Wir konnen nur seine 1! i <*1 1 1 igk»*it duivh rine hinreiehend 
grofie Zahl von Fxperimenten wahrscheiidirii niaohen, wit* seinm hei dem 
Energieprinzip geschelien ist, in <ier Tat gil.f .*s So-in Ksprmnent, das die him* 
gemachte Verallgemeinerung als die ein/.ig nn"»Ldirhr f..r«lert, Fas ist, ein 
prinzipieller Unterschied von dem (-iesetz S !»<), ( ileichung < 1 , das als einzigo 

TVfoodlP.tllrPi t. J»nc flnni Coni ...i.. V 


4. Elektrizitat und Magnetismus. 


223 


§ 35. 


Die Tangenten der Einfallswinkel verhalten sick 

wie die Dielektrizitatskonstanten. 

Das Yerhaltnis dieser Tangenten ist also unabhangig von der 
Richtung der Kraftlinien. Dieses Gesetz zusammengenommen mit 
dem Resultat der Nummer 11 heiBt das ,,Brechungsgesetz“ der 
elektriscben Kraftlinien. 

13 . Wir wollen jetzt einmal zusehen, was wir iiber die Ver- 
anderung, die das ursprungliche Feld dnrcb Einfiikrung des dielektrisch 
abweicbenden Korpers erlitten hat, aussagen konnen. Der Einfachheit 
halber bezeichnen wir dieses Feld statt wie friiher mit E 0 jetzt mit A. 
Die Kraftlinien dieses Feldes verlaufen ganz in einem homogenen 
Medium von der Dielektrizitatskonstante und haben ihre Quell- 
punkte da, wo sieh elektrische Ladungen, die wir als unveranderlich 
annehmen wollen, befinden. Fur dieses Feld gilt die Gleichung (1) 

^6 Q A v do 

0 

Fiihren wir einen Korper von der Dielektrizitatskonstanten f in 
das Feld ein, so wird es sich in ein Feld E veriindern, dessen Kraft- 
linien nach den friiheren Siltzen ebenfalls nur dort Quellpunkte haben, 
wo elektrische Ladungen sind. Also auch fiir dieses Feld gilt: 

2eE,do 

0 

Den Korper wollen wir an einem Orte einfuhren, an dem sich 
keine Ladungen befinden; er selber sei aucli ungeladen. 

14 . Das Feld E konnen wir durch vektorielle Addition aus dem 
Felde A und einem „Zusatzfelde“ Z ableiten, derart, da6 dieses Feld Z 
uberall die durch den Korper verursachte Yeriimderung ersetzt. Mit 
anderen Worten: Wir konnen, statt den Korper einzufiihren, iiber 
das Feld A ein anderes Feld ^ iiberlagern, das so beschaffen ist, 
da6 es an jedem Orte das Feld A zu E ergiinzt. Dieses Feld Z wird 
dann ganz in einem homogenen Medium von der Dielektrizitiits- 
konstanten e Q verlaufen. Es wird die vektorielle Gleichung 

Z = E ~ A 

gelten oder fur eine Richtung l die Komponentengloichung 

Zt-JS'-A,. 

15. Yon dem Felde Z konnen wir sofort aussagen: 

I. Z besitzt keine in sich geschlossenen Kraftlinien. 

Das folgt direkt aus der Definition von i?, da es fur E und 
A crilt fg 10 ^ 
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die Strecken X gegen 
und es folgt: 


die iiber die Strecken l zu vernachlassigen sein, 


E lt l E 2t l — 0 ; 


( 6 ) 

Das gilt fur jede Tangentialkomponente von E. 

Die Tangentialkomponenten des elektrischen Feldes 
andern sick stetig, die der dielektriselien Polarisation 
also unstetig. 

11 . Unter Einfallsebene versteheu wir die Ebene, die durch 
das letzte Kraftlinienelement des einen Mediums an der Grenzflache 
und normal zu der Grenzflache gelegt werden kann. Die Gleichung (6) 
lehrt dann: Die Kraftlinien bleiben beim Durchtreten der Grenzflache 
in der Einfallsebene. Denn die Projektion von E t in der Einfalls- 
ebene auf die Grenzfiacbe gibt den maximal en Betrag, den E it unter 
alien Tangentialkomponenten einnimmt. Dasselbe gilt fur E 2r Ware 
fur E 2 die Einfallsebene anders gelegen, also gegen die von E i ge- 
dreht ; so wiirden diese beiden maxi male n Betriige nicht in der Rich- 
tung ubereinstimmen, woraus leicbt zu selien ist, daB dann Gleichung (0) 
nicht mebr allgemein befriedigt sein konnte. Die Tangentialkompo- 
nente von E muB sich nacb GroBe und JRichtung an der Grenzfiache 
stetig andern, und das ist nur moglich, wenn die Kraftlinie in der 
Einfallsebene bleibt. 


12 . Wir legen durch unsere Kraftrohre einen Hchnitt parallel 
zur Einfallsebene ; der aus der Greuze die Strecke i III) heraus- 



schneiden range ( .Fig. 12R). I projizioren 
wir auf die Sehnittlinien dieses Sclmittes 
mit deni Mantel der Kraft. roll re, also auf 
BA und I)(j\ und wen den die Glei- 
chung (2) auf das Yierec.k A 11 CD an. 
Die elektromotorische Arbeit fiber die 
Strecke AI) und DC wird verschwinden, 
da diese Strecken normal zu den Kraft 
linien gerichtet Kind, und es bleibt: 

A II !%(' I) (), 

E l l sin a — E 2 I sin /I 


Tig. 129. 


Neb men wir dazu Gleichung (i>) 


e 1 E 1 o cos a = f 2 E 2 o cos /if, 


so folgt durch Division 
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Wenden wir die Gleidnmgen von 1A auf eine ganz im AuBen- 
raume des Keepers verlaufende beliebige, den Kiirper uber nieht um- 
schlieBende Oberflache o an, und suhtrahiemi wir sie voneinander, 
so folgt, da auf o liberal! e — s 0 ist. 


(K At<h> <>, 


:*o x > ti(i 


und da diese Gleichung fur jede heliebige Oberiiiiohe o, die ganz 
im AuBenraume verlauft, gel ten muB. so heiBt das: 


II. Das Zusatzfeld hat im An Bon ran me koine Quellpunkte. 
Fur eine ganz im Innern des Korpers vorluufende Fliiehe ist 


O: 


und da e lungs der gauze n Oberiludie n koiMant ist, ist aueh 


K tin » >. 


Dureh Subtraktion folgt also aueh him*: 

III. Das Zusatzfeld hat im Inn* nr;tuni»> do Korpers aueli 
keine Quell punk to. 

Die letzte Gleiehung gilt nieht m**lir, worm die Ohorfliirhe a die 
Grenzflache durchsetzt. In der Tat ergibt sidi damns. daB das Zu- 
satzfeld in der (Jrenzfiiidie Quellpwnkto i*osit/t. Fur das Feld A 
nimrnt an der Grenzfiihdte di** (Ileiehtimj la s ;MG die Gestalt an: 

■V«n gA-,- 
da 6 = 0 ist; und fur E gilt Gldehunu 1 

Der Index 1 deutet hier den AuBenraum, * :»* r Ind**\ '.l den Innenraurn 
des Korpers an. Dureh Subtraktion di*-er Gh-iehum.r folgt 

r ‘ ti i ' * • ,i ! . . . 

Die Kraftliniendiclite des ZusatziWdes andi-rt mb aU*» an d**r Grenz- 
flache unstetig. Nadi Gleiehung da limBt .iam 

IV". Das Zusatziold hat an dor G it n /. t' ’I lie he des ein- 
gefiihrten Korpers Quellpunkte 
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Aus I. bis IV. folgt somit: 

V. Alle Kraftlinien des Zusatzfeldes entspringen auf 
der Oberflache des eingefiihrten Korpers und laufen 
zu ibr zuruck. 

16. Die Quellpunkte des Zusatzfeldes entsprecben einer elektrischen 
Flachenladung auf der GrenzfLache von der Diclite 

(9) <3 ~ ^lv *** ( £ f o)-®2r> 

oder, unter Beriicksichtigung vou Gleiehung (4), 

(10) <3 = — f o(-®iv “^2 10* 

Wenn wir, statt den Korper in das Feld einzufuhren, nur seine 
Oberflache, mit dieser Dichte geladen, einfiihren. warden, wiirden wir 
dadurch ein Zusatzfeld Z' erzeugen, das den fiinf im vorigen Ab- 
schnitte aufgestellten Satzen geniigen wiirde. 

Die beiden Felder Z und Z' baben also ibre Quellpunkte an 
denselben Stellen und in gleicber Dichte; sie verlaufen auBerdem 
beide im selben Medium von der Dielektrizitatskonstante s 0 . Danach 
ist zu erwarten, daB sie uberhaupt identisch sind, daB also die Ver 
anderung, die das Feld A durcb den eingefiibrten Korper erfahrt, 
durcb eine Flachenladung von der Dichte o' ersetzbar ist. Bewiesen 
aber ist die Identitat von Z und 7/ damit nocb nicht vollstiindig, 
und wir wollen den Beweis dafiir auch nicht ausiuhren. 

17. Man bezoichnet o' als ,,influenzelektrische Ladung a , wiilirend 
die das Feld erzeugen den Lad ungen 6 die „wahren elektrischen 
Ladungen“ beiBen. 

Die „wah.ren“ .Ladungen liefern ein Feld in einem Itaume, der 
bisher kein Feld besitzt, die Influ enzladungen nur in einem solchen, 
in dem here its ein Feld vorbanden ist. 

Wir baben friiher, § BO, 7., gesehen, daB Quellpunkte und 
Ladungen identiscbe Begrifle sind. Diese Influenzladungen werden 
demnach im Felde A ebensowohl elektri sell on Kraften ausgesetzt sein, 
wie anderc Ladungen. 

IS. Den Betrag der Ladung o' an jedem Orte der OborHiiohe 
komion wir im allgemeinen nicht vorausbestiramen, da or von dem 
Felde E abhangig ist. Wir konnen ihn, die Kenntnis von A. voraus- 
gesetzt, erst dann angeben, wenn wir das Zusatzfeld selber kennen. 

Die Summe der influenzierten Ladungen auf der ganzen Korper- 
oberflacbe F aber laBt sicb bereehnen. Legen wir die in Nr. 15, I. 
besprochene Fliic-be so, daB sie den eingefiihrten Korper beliebig diebt 
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verlauft, so gilt nach wie vor die Gleichung (8), die aussagt, daB die 
cresamte Ladung im Lmern der Fliiehe verschwindet. Diese gesamte 
Ladung besteht aber wegen III. und IY. nur aus der gesamten Influenz- 
oberflachenladung des Korpers, und es folgt also: 

Die Gesamtladung auf der Oberfliiehe ist gleichNull. 

Die Influenzladung verhalt sich somit ahnlieli, wie die Kompen- 
sationsladung eines in ein Feld eingeftihrten .Loiters; aber sie kom- 
pensiert nicbt das Feld im Innern der Oberfliiehe. 

19 . Beispiel. In gewissen Fallen konnen wir aus dem Anfengs- 
zustand das Feld nach Einfuhrung des Korperx, also auch die in- 
fluenzierte Ladung berechnen. 

In den Plattenkondensator § 33, B, vom Plattenabstand h und 
der Dielektrizitatskonstante e Q fuhren wir eine pbmparallele Platte 
eines Korpers von dor Dielektrizitatskonstante t. und der 
Dicke cl < h ein (Fig. 130). Von der Fliicheneinheit der 

Grenzplatte a gehen 0 Kraftlinien aus, und das wird nach 
Einfuhrung der Zwisehensehieht nielli geiindert, da sich die 
Dichte (S nicht iindern soli. Audi die Kiehtung din* Kraft- 
linien kami sich aus Syinmct riegriimlen nieht iindern. Die 
Kraftlinien werden nach wie vor geradlinig und normal von 
einer Platte zur andern verlaufen. Auf die UrenzHiiehe a 
(Fig. 130) treffen also 


h - 

■d> 


6 / n A 0 


Kraftlinien normal auf, und in das 
Schicht treten nach (ileieliung (4) 


lunen* der eingefuhrteu 


b E 




Kraftlinien ein und bei (i wietler 


Fig. 130. 


L, ^'*k\ 


/•: 


aus. 


also dureh die ein- 
in der eingefflhrten 


Das Feld A T 0 in den Zwixrhoiiriiuineii win I 
gefuhrte Schicht nielli geiindert, und das Feld 
Schicht ist berechenbar, iiiimlieli 

E <u E ° ■ 

i- '«» 

Die Dichte der Influenzladung auf der Fliiehe a wird nach (b) 


Analog ergibt sich auf der Fliiehe /V die Ladung 
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Die Potentialdifferenz der Platten a und (3 wird 

Va ~~ Vp = « + E t d + JE Q d 2 , 

wenn wir den Abstand von a und mit d l7 den von (3 und /3 ' mit 
cl 2 bezeichnen. Es ist d ± + d 2 = h — d. Also wird 

<P a -~ Vp =* E 0 [(h-d) + yij 

fh — d . d\ 

—hr + t )- 

Wenn wir statt die Scbicbt e einzufiibren nur auf deren Grenz- 
flachen a, ft die Ladungen 


6 = 


■<?; + <?' 


+ 


anbringen wurdem, so wxirden diese wie ein zweiter Plattenkondensator 
wirken. Es ware nach § 33 ; B 


<P« -9? — - fd = 


s s ° ed = 
8 £ t) 


d , d 

(j f- (j 

1 s 


Diese Potentialdifferenz wiirde sicb zu der von den Ladungen ± a 
auf a, (3 allein herriihrenden 

°h 

*0 

addieren, so daB eine Potentialdifferenz 

fh d d\ 

resultieren wiirde, was mit unserem Resultat ubereinstimmt. U.ier 
haben wir also die Identitat des Feldes und Z r (Nr. 10) bewiosen. 

20. Diese Gleichung lehrt, daB bei konstant bleibender Ober- 
flachenladung a durch Einschieben einer Scbicbt von groBerer 
Dielektrizitatskonstanten, € > s ()7 die Potentialdifferenz an den Grenz- 
flachen herabgesetzt wird. 

Die Kapazitiit der Flachcneinheit, die nacli der Deffnition § 33, 5. 
den Wert 

O' = 


h d ^ d 


besitzt, wird infolgedessen durch Einfiihrung der Zwischenscliicht 
vermehrt. Fur den Fall d = h konnen wir dieses Resultat aucb 
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§ 36. Die Energie des elektroslalisdieu KHdrs. 
1. Wenn in einem abgesehL^st'Ui-u I 1 r 


Feld existiert. (lessen Kraftlini#*n die Oh, rfiilr) «* r» * ^ kti isehes 

• v..U -tun.i.^.s i*l,»ktrisclies 


durchsetzen, so heiBt dieser Damn r ,• u 
Feld". 

Streng genommen mtreek. sirii }VM, ,|. t> . • ,, 

leitenden Hiille uinschiossen i-t • vgl. ^ :! |, ] ] UI|i j Y.’, n e ‘ ner 
Unendliche. Ein solehe.-j Feld wiirde ai-.i ,. r ,| ,j. um i|Yv. “'Y * ns 
wenn wir die Oberfliicli.* ins t ’u.-is.il .-h.- u ., lyVf"'.!* 8 ®* n > 

wird es in vielen Fallen g«> mig.m, wir si.- 3i i nt. i,-| H 'nV X - ^ 

alien Ladungen annehmen, da da,,,, nur n«.-li Kntfllinien v*” V °“ 
ringer Gesamtzalil dun-h «r liimlnr.-lif ' VOn K* 

Wir wollen die Knergie ein.-s -..I. -iu j, vdl-tandi.r..,, tv,,, 
mitteln, d. h. wir wall.... eine Funk!:.,,, ,j, Tl , Y > ^ 

irgend welcher Veranderung de. ..l.-kr, ' ’* " ,m ,,ei 

buridene Arbeitsleistun^ der 1 1 i h«-n k,;;^ 


*'1'*'' di»* dumif 




ver- 


2. Es sei nine An/.uhl t*l» kin » !-♦'. |, :)i 

Raume verteili Kine von ilm, n, , . 

Strecke verscliiehen. Si** , I!(J ^, si 

setzt aus den Arbeib*ti di«* K t it d 

Ladungen herriihren. IhW K r ;;tf ( . { Vl > 
Gresetze die Werfe 


‘ t , 

uin » i ii 


’ ■ • > ini 
in- Ideim, 
'•d* ziisiimiiii.n- 
,i< ii 

1 > >u i> , in ItsfJiej, 


I.Ti 


! 

! t 


1st die wit der Versehiel, ..... 
^ r ik> dr ik , . . ., so ergild .sit-J, ,, 


/ . 


: d* r Radi,.,, 


A, 


! . 


und zwar ist dies ei„e Arbeit. , i; , 

wenn wir eine Zunalii,,,. . /, 

Die in der Klammer st- h. mi. 
wie es in § 31, (!,, ,g, ;u ,a„ fil / : / ‘ , 
Anderung des Potentials dar. ,L> 

Punkto k hervorruft, uml di,. \r,.. • . ; 


K la!',, ir i -ten. 


’ Ulhi'nni-rll, 
* 1 ilnd ♦ i i t * 

■h«*m;«'h im 


if* 


A,. 


V-'</, . ./,/ 

ward negativ, wenn wir miter .1 , i,-R, „ 

sondern eine Zunahme vm-strl,,,,. 

Da e k Constant ist, k<'mne„ «;,• 

A t — — zJfr, tr . . jl /. „ 


•un** A hiiulmir. 
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Es ist hierin 

; t/j 

~4:7C6r ik 

Wie in § $1, 3. konnen wir zeigen, daB die Gleichung fur A k auch 
fur endliche Verschiehungen richtig bleibt. Es feblt in dieser 
Gleichung das Glied e k <p kfk . 

3. Verschiebt sick auBerdem eine zweite Elektrizitatsmenge e i} 
so verstehen wir under Ar ik die Langenanderung you r ik , die durch 
die Verschiebung von c i und e k zusammen kervorgebrackt wird. Der 
Arbeitsanteil, der durck die Versckiebung von e i gegen die von e k 
kerriikrende Kraft geleistet wird, ist dann in A k sckon entkalten. 
Die Arbeit A i} die nun binzukommt, setzt sich also nur aus den 
Arbeiten zusammen, die gegen die von alien Ladungen auBer e. und e k 
herrilhrenden Krafte geleistet wird. A i enthalt also analoge Glieder 
wie A k , nur feklt auBer dem Gliede aucli das Glied e { q) ik . 

Verschiebt sich eine dritte, vierte u. s. f. Elektrizitatsmenge, so 
wird in jedem weiteren Arbeitsbeitrag ein weiteres Glied fehlen, das 
im vorhergebenden bereits Beriicksicktigung gefunden kat. 

4. Bei einor Versckiebung tiller clektrisclieu Ladungen gegeu- 
einander erhalten wir also eine Arbeit: 

j[ =, .c'/| 0 -|- tfjtpg A + (‘i (pm ~h Wax ”b ( h ( Pi>i “b 

(+ e s <p 13 ) “b 0 -I- <! 2 <Pn + a><p 42 + (' 2 <Pz 2 “I 

(“b 'V/hO + («»%») + 0 + e. t q> 43 + Vfw ~l 

(+ <k <Pu) ‘b (v/'jm) + (fk9u) + 0 + <h<Pu H 

+ J • 

In Klanimern, wie (+ cr, <p 12 ) sind hior die Gliedor dazugeschrieben, 
die wir nickt mit addieren diirfcn. Es ist aber 

f , 2 ( Pu ^ d -^ r 12 “ 

und so hat ein jedes der eingoklammerten Glieder den gleicken Wert 
wie nines der nickt eiiigeklammerten, und wir erhalten ein richtiges 
Liesultat, wc.nn wir fiber die eingeklamnierten Glieder mit summieren 
und dann (lurch 2 dividieren. Darin wird: 

'1 0 + + <Pn + ( Pu 4 ) 

”b <h (<Pi2 + ^ + <iP32 "b + * * *) 

+ '-'sOPia + ^2 3 + () + ^43 + * * • ) 



( 2 ) 


A = — A 4 
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worin 

<Pk <Pi k + <Pn "I r + <Pt + i,* H 

das Potential aller Ladungen aufier der Ladung e* im Punkte A be- 
deutet. In den Klammerausdrucken der Gleichung (l) sind die 
^Potentiate der Ladungen auf sick selbst" auszulassen. 

5. Diese Arbeit entspricht einer Abnahme der elektrischen Energie, 
da sie yon den elektrischen Kraften geleistet wird. Setzen wir 

(3) W-i rJ2*k<Pkf 

so ist If eine Funktion, deren Abnahme die von den elektrischen 
Kraften bei beliebigen Yerschiebungen der Ladungen goleistete Arbeit 
darstellt. 

Die Gleichung (2) triigt alien durch V e r s r h i e b u n g von 
Ladungen verursachten Yeranderungen Iteehnung, also aucli clem Ver- 
schwinden von Ladungen, das durch Versehiebung ins Unondliche 
Oder durch das Zusammentreten zweicr entgegengesetzt gleicher 
Ladungen erfolgt. Sie tnigt dor Versehiebung cities nichtgeladenen 
Dielektrikums aucli Eechnung, wenn wir die induzierten Ladungen 
einfiihren. Ob sie es aber aucli tut, wenn wir diese induzierten 
Ladungen, die ja nur fingiert sind, nicht einfiihren, dafur aber die 
veranderte Dielektrizitiitskonstante beriicksichtigcn, werden wir spilter 
erkennen. 

6. Die Gleichung (3) lebrt, daB die Knergie nines vollstiindigen 
Feldes eine eindeutige Kunktion der Ladiuigsverteilung, also nicht 
von der Art cler Erzeugung dieser Verteilung abhiingig ist; und das 
gilt, wie wir auch iiber (lie in § 31, <>. angefuhrfe willkiirliclie Kon- 
stante <p 0 des Potentials verfiigen. 

Haben wir einen beliebigen Wert </ 0 fiir diese Konst ante fest- 
gelegt, so koimen wir das Potential in der Form 


C P r ' ; <hs "i <f ' 

schreiben und (p 0 ist im ganzen Raume konstant, wiihrend (}' das im 
Raume variable Potential etwa in der Definition § 31, *1., ( 1 ) bedeutet. 
Dann wird aus Gleichung (3) 

w = \-2 e k<Pk -- < 70 v * + •• 2:'vi •/, 
und in einem vollstiindigen Kelde ist, da keine Kraftlinien die um- 
schlieBende Oberllache durchsetzon, nach § 3f>, t I j 


also 




das heiBt von <p 0 un abhiingig. 
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7. Die Energie, die wir einem endlichen Stuck eines unendlich 
groBen ebenen Plattenkondensators zuzusckreiben baben, konnen wir 
direkt aus der Feldintensitat, die die eine der Platten am Orte der 
anderen erzeugt, berecbnen. 

1st nur eine der beiden Platten, etwa a, mit ihrer Ladung 6 vor- 
handen, so sendet sie naeh § 33, 2. in den umgebenden Raum gerad- 
linige Kraftlinien von der konstanten Dichte 


aus, erzeugt also ein „homogenes“ Feld von der Intensitat 

2 s’ 

wenn e die Dielektrizitatskonstante in dem umgebenden Medium be- 
deutet (Fig. 131). 

Die Feldintensitat ist nach § 28, 1. die Kraft auf die unendlicb 
kleine Ladungseinbeit. Auf die Ladung, die ein Element 4q der 
Platte ft tragt und die gleicb 

— 6 ist, wiirde die Platte a i \ ! j 

also in positiver Richtung der B i 

Kraftlinien die Kraft 

- E t ezlq = -P*- 1 *S, * ' -—eT A \J ~ 1, f 

1 -j — — * i ( u k ; 

- -< —=& > B \ [ JL 1 \ 7) 

ausiiben. Der positive Betrag dieser « ^ > E 

Kraft sucht also das Element Aq 
der Platte a zu nahern. 

Dieselbe Kraft wird aber auf I ! i j 

jedes Flachenelement /! q der « U p 

Flache ft ausgeiibt. Grenzen wir i%. isi. Fig. 132 . 

nun auf der Flache a ein beliebiges 

endliches FlSichenstuck q a ab (Fig. 132) und erriohten auf dessen 
Umrandung eine Zylinderfiache E normal zur Ebene cc 7 so wird 
diese auf der Flache ft ein kongruentes Flachenstiick q^ = q n = q 
herausschneiden. Die Kraft, die auf das endliche Stuck q^ ausgeiibt 
wird, setzt sich additiv aus den Kraften auf die einzelnen Elemente 
/Jq von q H zusammen und ist demnach ihrern absolute n Werte nach 


8. Bezei chnen wir die Feldintensitat, die wirklich im Konden- 
sator herrscht, die also von den Ladungen auf a und auf ft herriihrt 
und die nur zwiscben den Platten existiert, mit E , so ist nach § 33, 4. 

bE = 
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es wird 


K=%eE*q, 


und diese Kraft K sueht den Abstand der beiden Platten zu ver- 
kleinern. 

VergroBern wir die Zylinderflache F fiber die Flachen a, ft 
hinaus, und begrenzen diese VergroBerungen durch beliebige Basis- 
flachen AB und CD (in der Figur 132 sind die YergroBerungen 
punktiert gezeichnet), so bildet der innerhalb dieser vergroBerten 
Zylinderflache gelegene Raum ein vollstandiges Feld; denn da die 
Kraftlinien des Kondensators der Zylinderwandung F parallel laufen, 
treten durcb die Oberflache dieses Rauines nirgends Kraftlinien 
hindurch. 

Fuliren wir nun eine Verkleinerung des Abstandes zwischen 
den ganzen Platten a und ft uni ein endliehes Stuck d unter Kon- 
stanthaltung der Ladungen aus, so bleibt nach § 33 ; 4. das Feld kon- 
stant, da E = 6 / e unabhangig vom Plattenabstande ist, und die 
Kraft K leistet uns eine Arbeit 

A^\-sE 2 qd^ AW q , 

wenn wir unter 4W die Abnabme der elektrischen Energie bei dieser 
Verscliiebung verstehen. Es ist hierbei Verschiebung der ganzen 
Platte ft vorausgesetzt, so claB AW q nur den Anted der gesamten 
Energieabnalune bedeutet, der dem aus q (x und q (j gebildeten Kon- 
densatorstiick zukommt. Jedes analog konstruierte Kondensators tuck 
wird die analoge Energie abnabme erleiden. 

Statt der Verschiebung der Platte ft batten wir aueh eine Ver- 
scbiebung von a, oder aucb eine Verschiebung beider Platten aus- 
ftihren konnen. Das Resultat bleibt das gleiche, wenn wir nur 
unter d die Abnabme des Plattenabstandes verstehen. 


9. Die Arbeit, die im Maximum von den elektrischen Kraften 
in dem Kondensatorsttick geleistet werden kann, ist 

W t/ = l- sE 2 qh, 

wenn wir unter h den Plattenab stand in der Ausgangsstellimg ver- 
stehen; denn sobald eine solche Verschiebung d = It ausgefiihrt ist, 
ist uberhaupt kein elektrisches Feld mehr vorhanden und jedo weitere 
Verschiebung wiirde einen Arbeitsaufwand von auBen verlangen. Es 
bertihren sich jetzt die Platten a und ft, also auch ihre Ladungen 
+ 6 und — 6. 

Umgekehrt mlissen wir, um den Plattenab stand it wieder her- 
zustellen, die Arbeit 
(4) 


W a = \sE»qh 
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fur jedes Kondensatorstiick von der FlachengroBe q aufwenden und 
W ist demnach die dem Kondensatorstiick zukommende Energie. 
qh = t ist das zwiscken q a und q s gelegene Raumstiick, so dafi 

(5) W^\sEx 
wird. 

10. Die Gleichungen (4), (5) entsprechen in der Tat der Glei- 
chung (3); denn es ist nach § 33, Gleichung (3) 

Eh = q> a (fp, 

nach § 33, 4. 

sJEq = aq = e a = — e ? , 

wenn wir unter e a und e ^ die auf q a und q i befindlichen Ladungen 
verstehen. Demnach f'olgt als Energie des Kondensatorstiickes zwischen 

la UIld ( h 

W q = 2 e «( <Pa ~ 9,i) = 4 e «9a + 4 

oder 

( 6 ) W tJ = l-^ecp. 


Es ist hier aber cp das Potential, wie es wirklich am Orte der 
Ladung e herrscht, also okne Auslassung des Potentials von e auf 
sich selbst (Nr. 4). Das erldart sich dadurcb, dafi bei einer Flachen- 
ladung der einem Punkte zukommende Anteil der Ladung unendlich 
klein wird, und damit aueh, trotz des zu Null werdenden Abstandes r 
im Nenner der Potentialfunktion, das Potential auf sich selbst. 

Der Ausdruck ((5) unterscheidet sich also von (3) nur um un- 
endlich klein e Gliedcr, wofttr wir einen strengen Beweis hier nicht 
bringen konnen. 


11. Die Gleichung (3) gibt uns den Energieinhalt des 
standigen Peldes. Es liegt aber nahe, anzunehnien, dafi jedem Ra 
teile, in dem ein Feld existiert, ob es 
Ladungen enthalt oder nicht, aueli 
eine elektrische Energie zugesprochen 
werden darf. Urn hieriiber zu ent- 
scheiden, denken wir uns eine Kraft- 
rohre II von so kleinem Querschnitt q 
(Fig. 133), dab wir kings des Quer- 
schnittes die Kraftlinien als parallel 
ansehen diirfen. Wir zeichnen sie 
vollkommen von der Stelle a an, wo 
sie an positiven Ladungen entspringt, 
bis zu der Stelle b, wo sie an 


/ 




Jrf' 



Fig. m. 


negativen 


endet. 


(Jnterwegs 


mae: sie 


beliebig durch ungel a dene 
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An zwei benachbarten Stellen legen wir Querschnitte a 7 ft durch 
die Kraftrdhre. Der Abstand h der beiden sei als unendlich klein 
gegen die Querschnittdimensionen anzusehen. 

N sei die Kraftliniendichte. Dann ist 

Nq = sEq 

die Kraftlinienzabl in der Kraftrdhre. 

12. Besitzt der kleine Raum x der Kraftrobre zwischen a und ft 
eine eigene Energie, so miiBte die Energie W des ganzen Feldes um 
einen kleinen Teil W t abnehmen, wenn wir die Kraftlinien in diesem 
Raurae ausloschen konnten. Dann wiirden bei a die Kraftlinien enden 
und bei ft wieder einsetzen. 

Das alte Feld konnten wir wieder herstellen, wenn wir die 
Flacben a, ft wie einen Plattenkondensator mit Ladungen <>, — 6 
versehen wiirden, die so beschaffen sind, daB' sie das urspriingliche 
Feld E in x erzeugen, d. b. wir miiBten dem Raunie x die Energie 
(Gleichung (5)) ~\-eE 2 x liefern. 

Daraus folgern wir: Das Kraftlinienstiick zwischen a und ft be- 
sitzt die Energie 

W r = eE 2 x. 

13. Das gilt zunachst fiir einen durcb zwei Kraftrohrenquer- 
schnitte a 7 ft begrenzten Raum x. Es gilt aber allgemein fiir jedes 
Raumelement z/r, das so klein ist ; daB wir E und s als konstant 
in ibm ausehen konnen, denn jeden solcben Raum konnen wir durch 
Schichten in Raume von den Eigenschaften von x zerlegen. 

Fiir einen beliebigen endlicben Raum wird demnach der Energie- 
inbalt 

(7) W=^2 £ E*4 r, 

und wenden wir diese Gleichung auf die ganze Kraftrdhre an, so folgt: 

w R = $ 2 be a • Eh. 

sEq = N ist in der ganzen Rohre konstant, auch an Grenzdachen y 7 
also ist 

W R = \N2Eh, 

und JijEli ist, iiber die ganze Lange der Kraftrdhre erstreckt, die 
Potentialdifferenz an den Enden derselben (§ 35, Gl. (2a)). 

+ N ist der Teil der elektriscben Ladung bei a, der die Kraft- 
linien der Rohre erzeugt, — N das Gleiche bei b. Wir setzen 

+ N = e a7 N = e bJ 

und es wird 

W R = l- (e a <p a + e b (p b ). 
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14:. Fiihren wir dies fur alle Kraftrohren des ganzen Raumes 
aus, so ergibt sich 

also wieder die Gleichung (3), mit dem einzigen Unterschiede, daB 
die die Potentiate auf sich selbst enthaltenden Glieder nicht fehlen. 

Wir haben bier gleicbzeitig erkannt, daB uns die Gleichung (3) 
dieses Paragrapben die gesamte Energie liefert, aucb wenn wir die 
Influenzladungen an den Grenzen verscbiedener Medien nicbt mit ein- 
fiihren, wenn die e nur die „wahren“ Ladungen bedeuten. Denn in 
der Ableitung Nr. 11 u. f. haben wir die Influenzladungen nicht ein- 
gefiihrt, wobl aber durch die Dielektrizitatskonstante s auf Inhomo- 
genitaten Riicksicht genommen. 


§ 37. Elektrisclie Strome. 

1. Wenn wir einen Leiter in ein elektrisches Feld einfiihren, 
wi.rd eine Trennung der Elektrizitaten so lange eintreten, bis das 
Feld im Innern kompensiert ist. Bis das erreicht ist, findet eine 
„Stromung“ statt, indem positive elektrische Ladungen in der Rich- 
tung der Kraftlinien, negative entgegengesetzt dieser Richtung zu 
flieBen beginnen. Das folgt, wenn wir die Annabme machen, wie in 
§ 34, daB die Elektrizitat nach alien Richtungen bin gleichmilBig 
beweglich ist. 

2. M'an kennt nun zwei Falle der Beweglichkeit. Entweder 
die Ladungen sind „frei“ beweglich, wie ein Korper im luft- 
leeren Raume, d. h. obne Reibung. Dann wird die Bewegung be- 
scbleunigt sein und die Beschleunigung der Kraft proportional. Oder 
es treten Reibungskrafte auf, Krafte, die erst mit der Bewegung ein 
setzen und ihr naeh einer gewissen Zeit x eine konstante Gcschwin- 
digkeit verleiben (vgl. § 18 der Dynamik). 

Die letztere Bewegungsart entspricbt bei den elektrischen 
Stromungen der Erfahrung. Im folgenden betrachten wir Zeitpunkte 
nacb Uberschreitung der Zeit x (§ 18), indem wir einmal voraus- 
setzen, daB diese Uberschreitung uberhaupt vorkommt. 

Die Elektrizitatsmengen folgen also, so weit der Leiter reieJit, 
den elektrischen Kraftlinien mit einer Geschwindigkeit, die der Kraft 
proportional ist. 

3. Wir denken uns ein kurzes Stuck einer Kraftrohre. Die 
Dimensionen dieses Stiickes sollen so klein sein, daB die in einem 
Moment im Innern des Stiickes wahrend der Strom ung vorbandene 
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Ladung e als gleichformig liber das ganze Stuck verteilt angesehen 
werden darf. I sei die Lange des Kraf tr ohren s t ii ekes, q der Quer- 
schnitt, der ebenfalls als konstant uber das ganze Stiick angeseben 
werden rnoge. 1st Q t die Dichte der positiven Elektrizitat, so ist 

e i = Pi ql 

die in dem Rohrenstiick enthaltene positive Ladung. 

Infolge der Yerschiebung der Ladung langs der Kraftlinien wird 
durcb einen Querschnitt der Kraftrohre die Ladung e t in einer ge- 
wissen Zeit zlt liindurclitreten. Wenn v x die Bewegungsgeschwindig- 
keit von e t und zl 1 die Zeit ist ; die e x zum Durchwandern der Strecke l 
braucht, so ist 

l 

und 

e i = 

Durch die unendlieb kleine Querscbnittseinheit von q stromt also 
in der unendlieb kleinen Zeiteinheit eine positive Elektrizitatsmenge 
in der Richtung der Kraftlinien vom Betrage 

h * Qi*!- 

Findet gleichzeitig eine Stromung einer negativen Ladung — q 2 
statt, so tritt durch dieselbe Querscbnittseinheit eine negative Ladung 
mit einer Geschwindigkeit v 2 gegen die Kraftlinien wandernd, d. b. 
also mit einer Geschwindigkeit — v 2 in Ricbtung der Kraftlinien 
wandernd hindurch. In gleichem Sinne wie i t flieBt also auch eine 
Stromung 

/*2 ~ ( P2) ( '^2) 

Der gegen die Kraftlinienrichtung flieficncle Strom 
negative!* Elektrizitat ist aqui valent mit einem in der 
Kraftlinienrichtung flieBenden Strom positive!* Elek- 
trizitat von gleichem Betrage. 

4. Die Gesamtbeit der in der Richtung von E durch eine zu E 
senkrechte Querscbnittseinheit in der Zeiteinheit hindurchtretenden 
Ladungen ist also 

i = i r + i 2) 

und da i\ und v 2 mit E proportional sind (§ 18, (2)) ; 

(1) i - IE. 

Wahrend der Stromung wird sicb das elektrische Feld iindern. 
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Man betrachtet also den Vorgang nnr wahrend einer unendlicb ldeinen 
Zeit dt. 

5. i heiBt die „ Strom dicbte“ der elektriscben Stromung, X die 
„Leitfabigkeit“ des betreffenden Leiters. Dieses X entbalt einen der 
reziproken „Reibungskonstante“ (§ 18, 3.) analogen Faktor und 
auBerdem die fur die Stromung zur Yerfiigung stebenden elektrischen 
Ladungen ; die absoluten Werte von q. tjber cliese beiden Faktoren, 
oder vielmebr gleicb liber den Wert X, bat das Experiment zu ent- 
scbeiden, und dieses ergibt: 

X ist eine Konstante des Materials. 

Mit gewissen physikaliseben Eigenschaften des Leiters, z. B. mit 
der Temperatur, andert sicb die Leitfiihigkeit. 

6. Da die Bewegung der Ladung nach § 34, 4. derart erfolgt, daB 
das Feld berabgesetzt wird, so ist damit eine Energievermin derung 
am Orte der Stromung yerbnnden. Wir denken ims, wie in § 36, 11., 
in die Kraftrobre hinein zwei unendlicb benacbbarte Scbnitte im Ab- 
stand h gelegt. Das Feld zwischen diesen ist das eines Plattenkonden- 
sators. Die Energie in dem Zwischenraume ist 

l-slfiqh. 

Wir fassen einen so kurzen Zei tab sell nitt zJ t der Stromung ins Auge, 
daB E sicb innerhalb zJ t nur urn den unincrklichen Bet rag zJ E 
andert. Die Energie nacli der Zeit zJl wird stun 

zJEfqh. 

Die Energie bat somit urn 

zJ W = sE zlEgh 

oder 

zJ W^ Ehz1(sEq) 

abgenommen, vvenn wir quadratisebe Glieder von d E vernaelililssigen. 
zlE war die Abnalmie von A; t.q zJ E = zl(t.Eg) ist danaeli die Ab- 
nabme der Kraftlinienzabl im Plattenkoiulensator. Qeht von der 
Platte a (Fig. 133, Seite 233) eine positive Ladung a nach ft fiber 
(oder eine negative -- a von ft nacli o: 7 was aufs gleicbe hinaus- 
kommt), so wird 

e = zf(sE(/) = iq zlt 

die gesamte in den Kondensator in der Zeit di von a nacli ft Qbor- 
gestromte Ladung sein und 

dW^iEghdt 

wird der Energieverbrauch im Plattenkondensator. Daraus folgt: 
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Wean an einem Orte eines Leiters eine Stromdichte i 
herrscht, so verliert an diesem Orte ein Volumenelement Ax 
in der unendlich kleinen Zeiteinheit die elektrische Energie 

(2) Q^iEAx, 

und diese Gleichung gilt fur ein beliebiges Raumelement Ax, das so 
blein ist, daB wir % und E in ihm als konstant annehmen dtirfen, da 
wir ein solches durch parallele Sehnitte normal zu den Kraftlinien 
in Schichten zerlegt denken konnen. 

Fur ein nnendlich kurzes Kraftrohrenstiick, das yon zwei zn den 
Kraftlinien normalen Querschnitten q begrenzt ist, wird 

Ax = qd, 

wenn d den Abstand der beiden Normalflachen bedentet. Dadnrch wird 

Q = iqEd 

oder (§ 31, 7.) 

(2') Q = iqAop. 

Hierin ist Acp die Potentialdifferenz der beiden Grrenzflachen. 

7, Diese Energie muB sich nach dem Energieprinzip als ander- 
weitige Energie wiederfinden, im allgemeinen als Warrne. Setzen 
wir nach Grlei chung (1) E = i/k, so wird 

(3) 

die auftretende Warme, die den Kamen ^Joulesche 1 ) Warme“ fiihrt. 
Sie ist dem Quadrat der Stromdichte proportional. 

8. Es sei ein Kraftrohrenstiick von endlichen Dimensionen ge- 
geben (Fig. 134). Die Endflachen 1 ; 2 mogen so gelegt sein, daB 

sie die Kraftlinien iiberall normal durch- 
schneiden; dann sincl sie Niveaufiachen. 
An einer beliebigen Stelle legen wir einen 
ebensolchen Querschnitt q normal zu den 
Kraftlinien und diesen zerlegen wir in 
Elemente Aq, die wir als Querschnitte 
von Elementarkraftrohren auffassen wollen. 
I = 2J A l sei die Liinge einer solcheu 
Elementarkraftrohre. 

Durch den ganzen Querschnitt q fiieBt in der Zeiteinheit die 
Elektrizitatsmenge 

J = y )iAq = ^?XE Aq. 

u ' i 

1) tjber Joule vergleielie Amu. 2. Seifce 147. 
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§ 37. 


J heifit die „Stromstarke“ oder der elektrische „Strom“ Im Ab- 
stand All von q ziehen wir durch die Kraftrobre einen zweiten Quer- 
schnitt normal zu den Kraftlinien. Es wird 



XEAlAq 
Al ’ 


nnd EaU ist fiber den ganzen Qnerscbnitt q konstant, namlicb gleich 
der Potentialdifferenz an den beiden Querschnitten q, q\ 


also wird 


Der Ausdruck: 


EM = <p(q) — cp(q') = 



w 1 


1 


A q 

( i 


beifit der „elektriscbe Widerstand“ des zwischen q nnd q gelegenen 
Raumes. Er ist von der Richtung der Kraftlinien abhangig, da die 
Lage nnd Kriimmung von q und q und damit All von dieser Ricli- 
tung abbangt. 

Es wird ietzt 

Der Ricbtnng nacb fallt J mit E, also mit dem Potential gef ill le 
zusammen. 


9. Zerlegen wir das ganze Kraftrobrenstiick in lauter Scbichten 
dnrcb Querschnitte von der Art q, q, so folgt, wenn die Indizes sicli 
anf die einzelnen Schichten bezieben, 

p/j -|- J 2 w 2 -j- r/jj -j- • • • = ^ E All = ^ Al cp. 

Wenn cp\ 1 p" 7 . . cp^ v) die Potential e an den einzelnen aufeina, ruler 
folgenden Quers>fJmitten, <p l9 <p 2 die Potentiale an den Enddacben 1, 2 
bedeuten, wird 

= (<p (v) —^) J r(9 < - v ~ l) —(P M ) H- 1- (<P'— <p") + (<Pi—<p') = <Pi — <Pz, 

nnd es wird 

J 1 w 1 + J 2 w 2 + -j- • • • = ^E All = Cp L — (p 2 . 

1st J = J x = J 2 = • • im ganzen Kraftrohrenstiick konstant (Re- 
dingung A der stationaren Stromung), was, wie wir sehen werden, 
ein besonders wiebtiger Fall der Stromung ist, dann folgt 
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( 4 ) 

wo 

(o) 


J= 


SJEzIl 



, 9t — ffs 
w ’ 


iv 




> y 7 1 dq 

41 


der elektrische Widerstand" der o-an/en Eroft -u , • „ 
wieder im allgemeinen von der Krafoohre heiBt. w j st 

we i 1 es die einzelnen w n sind. UD ° Cer ^ ra fGinien abhangig, 

rdbre^d ^ 

Poring 8 *" iCtal * W ta <p«wi«l Mot .infccke 

.) 1st di. KraftrShre .in. Elementark^ftriitoe, d. h yen m 

i mem Q ” rScI ” il1 ’ » -M einfed d„ ch i£ S ?0 

ersetzen sein, mid es folgt * ^ 

(5a) 


w 


'S 1 A 1 

*mmJ Zjd% 


durebsetztes Stock ' Snel’ homoo-enerKo^ 80 P *”? el ™ n KraftIinictt 
g, q alle einander parallel daher /II S T e f den die Querscbnitte 

vt” Quem]mi “® gebildete Sehieht sT*' 

^ Wus g «se te t ,e r d,n ddrfe, Ebe „ so « /wtot *d :Z 


w 


= v i _ ^^41 


wenn q der Querscbnitt des Zylinders ist 7 ) , 

von l unabbangig sind, folgt weiter ' nU ” W1 ® der 1 und ( J 

(5 b) | 

W ^ Xq ‘ 

* &\z n “»> 

aus ( 5 ) als Gesarntwiderstand « beze.elmen, so folgt 

(5c ) iv - 2 'Kr 

rohrenstaTke^ddieren ^ tereinandei ' gescbalteter" Kraft- 
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und in denen iiber die ganzen Langen konstante Strom e J' f J", * . 
flieBen, so wird die Summe der Strome 

e7= J' + eT'+.-.+JW- 

= (?>i - %) + A + — f- J«,j 

= gi ~~ 

wean w den gesamten Widerstand, w ^ die Widerstande der einzelnen 
Kraftrobrenstiicke bedeuten. Also 

(M) 

Der reziproke Widerstand ?; parallel geschalteter“ Kraft- 
linienstiicke berechnet sicb a.ls die Summe der reziproken 
Widerstande der einzelnen Kraftlinienstucke. 

Das gilt aueb, wenn wir Kraftrobrenstiicke wablen, die niebt 
aneinander anliegen, wenn nur die Enden derselben identische Niveau- 
flachen sind. 

11. Die Energieabgabe des zwischen q und q gelegenen dureb- 
stromten Raumes (Fig. 134) ist nach Gleicbung (2) 

y^i^q * j EzJlj 

7 

oder, da E/ll = z/r/; iiber den Querselmitt Icons i ant ist, 

z/qp y- idq = JzJcf), 

7 

und demnach die Energieabgabe (Jouleselie Warme) des ganzen Kraft- 
rohrenstiickes, wenn J konstant ist, 

Q = J{9 1 — 9> 2 ) 

und nacb Gleichung (4) 

(6) Q = J~w. 

12. Es sei ein leitender Ivor per, ungeiahr von der Gestalt der 
Figur 135, gegeben. Wir fiibren einem Flacbenstiiek a eine positive 
Ladung + e und einem Flacbenstiiek b die gleiche negative Ladung — c 
zu. Es wird ein elektrisebes Feld entsteben, das zum Toil iin Innern 
des Leiters verlauft, dessen Kraftlinien aber zunachst aucli. die Ober- 
flaclie desselben, z. B. bei c, durebsetzen. 

Kl« fvrf.f. im TrmArn pin a TrAnnmKr /Ipv f ,o <ln >-» 




,1 : . . 


.1 


24 : 


il. Kloktiwhe mid nia^iiotisehe Kraft, Union. 


§ 37 . 



Hrfolg haben wird, daB die Ladimgen bei a und b schlieBlich kom- 
pimsiert sind und das kommt aufs gleielte liinaus, als ob die Ladung -f e 

von a nach b himiber geflossen ist ; 
<>der die Ladimg — e von b nach a, 
oder beides teilweise. 

Dieser f luli niuB, wie wir ge- 
sehen haben, den Kraftlinien folgen*, 
es wird also cine Verschiebung der 
Elektrizitat von a kings der Kraft- 
linie acdb erfolgen. Diese Verschie- 


bung kann nur bis c gehen, da hier 


die Leitfahigkeit aufhort. Hier sam- 
melt sich also positive Ladung an 
und diese erzeugt eine Normalkomponente eiues Feldes ins Innere 
hinein, die im Inneru entgegengesetzt der Normalkomponente der 
ursprunglirheii Kraftlinie acdb gerichtet ist. Die Ladung bei c 
wird so lange waehsen, bis diese Normalkomponente geracle kom- 
peusiert ist , bis also die urspriingliche Kraftlinie in eine zur 
Oberliiiehe parallele verwandelf ist. Dasselbe findet mit uegativer 
Ladung bei d stall, und iihnliches an alien Punkten ; wo urspriing- 
liehe Kraftlinien die Oberfliiche durchsetzen. 

Der ersto An toil der Strdmung wird also den Erfolg 
haben, den ganzen Kdrper oberflaclilieh so zu laden, dafi 
all** von a aiiH ins Innere eintretenden Kraftlinien aucli 
ganz im innern verlaufen. r ) 

KrfahrungsgemaB wird schon nach unmeBbar kurzer Zeit % die 
Oberlliiehenladung nur noch immerklieh wenig von ihrem definitive]] 
Wcrte abweirhen, wetm die Leiter die in Laboratorien gebraucliliclieii 
Dimensionen nieht. iiberselirriten. Wir konnen nach Ablauf dieser Zeit % 
die K rafUinien und K raft rbhren im Innern des Leiters als Stromlinien 
und Sfromrbhivn bezrirhnen, indem wir quantitativ detinieren: 

Die Anzahl der den Q uorsc. h n i tt 1 durchse tzenden 

Stromlinien ist. gleie h der 8 tro nidi elite. 


i:L 


linien 


Ini A u Ben ran me 
acdb bei c von tier 


wird die Normalkomponente der Kraft- 
Obertlachenladung nieht kompensiert, da 


1 { J it*s»*r vi \>tt* A nt.f i 1 tier St running ist <*s, der die Telegraphic auf groBe 

1’ditt’f nturnr durrh Kahfl. /. H. fiber Meere, ho sehr orsc.hwerfc, die Telephonic 
unun'hrlich mar lit . ha fin Kahfl mit Itfic.ksirht auf seine iaoliercnde Um- 
huiluiiir mid das mngflftidf Ifitendf Krdreieh oder Mcerwasser als ein Zylindcr- 
koiidf in ator aufgffaBt wfrdfn kann, so fidonlerfc (lessen Kapazitiit (§ 3d, 14.) eine 
viid -rolitTf ( ibf riliichcnladung, als ein frei durch die Left gefiihrter Draht. 
Bfi fiiifiu transut hint isf hen Kahfl zilhlt die Zeit zwischen StromschluB und 
A nkunt'l fiimr mfbbarmi Stn'miung am Hestimniungaorte nach Sekunden. 
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cc. 


i 

\ 
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J ill 


Fig. 1 30. 


beide gleichgerichtet sind. Es wird vielmehr ein nicbt naher zu 
bestimmendes Feld gebildet, das sich aus dem ursprlinglichen und 
dem der Oberflachenladungen 
zusammensetzt (Fig. 136). 

Die Stromung kann jetzt 
ungestort yon a durch das Innere / 
langs der neuen Kraftlinien bis b t 
erfolgen. * 

W enn wir nnn die Ladungen 
bei a nnd h dauernd erneuern 
und dadurch a und b auf kon- 
stanter Potentialdifferenz er- 
halten, so wird jetzt ein zeit- 
lich konstanter Strom eine ;; stationare Stromung" (Bedingung B 
der stationaren Stromung) den Korper durchflieBen. Das Feld im 
ganzen Raume, also auch im Innem ? bleibt konstant. Daraus 
folgt, daB die Bedingung A (Nr. 9), daB J llings einer Kraftrolire 
konstant ist, fiir die Kraftrohre, die unscren ganzen Korper durcb- 
setzt ; erfullt sein miiB. Denn wenn z. B. bei a (Fig. 136) J groBer 
ware als bei /}, so wilrde das aussagen, daB durch einen Querschnitt 
bei a mehr Elektrizitat hindurchtritt als bei /l; und das wiirde ein 
dauerndes Anwachsen der Ladung zwischen a und fi bedeuten. Dam it 
ware aber eine Feldiinderung verb unden. Die Bedingung B der 
stationaren Stromung sclilieBt also die Bedingung A in sich, nielrt 
aber unigekehrt. 

Dies laBt sich leicht auf jede beliebige Kraftrolire vend] gem ein ern, 
da aus einer Kraftrolire heraus keine Ladung treten kann. 

14c. Stationare Strome. Ein Apparat, der die an a und b 
zu liefernden Ladungen dauernd erzeugen kann, ist die Elektrisier- 
maschine oder die Influenzmaschine. Sie konnen selir holie Felder 
im Dielektrikum erzeugen, aber sie erzeugen die dazu erforderlichen 
Ladungen nicbt so rasch, daB sie bei der Gesehwindigkeit, mit der 
sie durch den leitenden Korper yon a nacb b abilieBen, zu groBen 
Werten anwachsen konnen. Sie arbeiten zu langsam, urn eine nennens- 
werte Stromstarke — verglichen in it anderen modernen Apparaten — 
zu erzeugen. 

Weit kriiftiger wirken chemische Elektrizitatsquellen. 

Erforderlich ist zum Zustandekommen eines Stromes, daB zwci 
Fliichen in ein und demselben Leiter gegen einander eine Potential- 
differenz besitzen. 

15. Wenn zwei yerschiedene Leiter miteinander in Beriihrung 
gebracht werden, so laden sie sich erfahrungsgemaB gegenseitig auf 
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Auf das Feld auBerhalb der Schicht iiben die Kontaktkrafte 
keinerlei EinfluB aus. Es gelten fiir dieses Feld naeb wie vor die 
Gesetze der Elektrostatik. Speziell wird dieses Feld als das Gefalle 
einer eindeutigen Potentialverteilung nach § 31, 9.; § 35, 7. zu be- 
rechnen sein. Die Potentialdifferenz der beiden Leiter selber werden 
wir aus einer im AuBenraume von einem zum anderen verlaufenden 
Linie zu 

(§ 35, 7., (2 a)) berecbnen konnen. (Fig. 137.) 

17. Fiigen wir mebrere Leiter zu einem Ring zusammen (Fig. 138), 
so tritt an jeder Beruhrungsstelle eine solcbe Potentialdifferenz auf, 
so daB also jede solcbe Stelle zwei un- 
endlicb benacbbarten Flacben a, l der 
Figur 135 entsprecben wiirde. Jede 
Beriibrungsstelle wurde die Bedingungen 
zum Zustandekommen eines elektriscben 
Stromes erfiillen. Gleichwohl ist ein 
Strom unmoglich, weil sonst dasEnergie- 
prinzip durchbrocben ware. Fur die ^ 

Stromungsenergie ware ein Aquivalent 
nicbt vorbanden. Wir konnen das 
Ausbleiben eines Stromes dadurch er- M g . m. 

klaren, daB die Strome der einzelnen 

eingepragten Potentialdifferenzen so verlaufen, daB sie sicb gegen- 
seitig aufbeben. 

18. Das ist nicht mehr der Fall, wenn wir einem Teile der Be- 
ruhrungsstellen von auBen Energie zufiihren, etwa durch Erwarmung 
(,,Thennoelektrizitat“). Audi chemiscbe Energie konnen wir einigen 
der Beriibmngsstellen zufiihren. Wenn wir z. B. einen der Leiter 
als „Elektrolyt“ wablen, d. li. als Losung eines Salzes oder einer 
Saure, in die die benacbbarten Leiter eintauchen, so wird diese 
Losung chemisch auf die Kontaktstellen wirken. Es tritt eine 
cbemische Umwandlung ein, die aquivalent mit einer Energiezufubr 
an die betreffende mit der Losung in Berubrung stehende Leiter- 
flacbe ist. 

Es wird jetzt ein Strom resultieren, der sich als die algebraisohe 
Summe der von den einzelnen K erzeugten Strome darstellt. Nacb 
Gleicbung (4) wird also 

J=^ | | | 

W 1 ' w * ~ W 'S 

und w l} w 2j . . . sind die Widerstande, die die einzelnen Strome 
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verschiedenes Potential. Wir geniigen alien Erfahrungen durch die 
folgende Annakme: 

Wir stellen uns die Beruhrungsflache zweier Leiter als eine un- 
endlich diinne Schicht vor (. AB in Fig. 137), in der normal zu der 

Schicht Krafte irgend welch er Art, 
die ,,Kontaktkrafte“, wirken, die die 
positiven elektrischen Ladungen der 
Schicht yon den negativen trennen. 
Die positiven Ladungen werden in 
den einen Leiter hineinflieBen und 
diesen nach den Gesetzen der Statik 
(§ 34) laden, bis er ein konstantes 
Potential <p ± besitzt, die negativen 
werden den anderen laden, bis er ein 
konstantes Potential <p 2 besitzt. 

Das hierdurch entstandene elektrische Feld gehorcht unseren 
elektrostatischen Gesetzen. Die Ladung erfolgt so lange, bis durch 
die elektrostatischen Krafte in der Beruhrungsschicht die Kontakt- 
krafte gerade kompensiert sind, und das ist erfahrungsgemaB dann 
der Fall, wenn die Potentialdifferenz cp t — <p 2 einen nur von der 
Natur der beiden Korper abhangigen Grenzwert K erreicht hat. 

K ist im allgmieinen mit der Temperatur der Leiter variabel. 
Ftir ein gegebenes Leiterpaar, bei gegebener Temperatur aber ist K 
eine Konstant^, von ihrer geometrischen Bes chaff enheit, also auch 
yon der form und GroBe der Beruhrungsflache unabhangig. Wir 
nennen K die „elektromotorische Differenz“ oder die „eingepragte Poten- 
tialdifferenz^ der beiden Leiter. 

10. Wenn Gleichgewicht eingetreten ist, was erfahrungsgemaB 
nach unmeBbar kurzer Zeit der Fall ist, haben wir in der Umgebung 
der beiden Leiter ein statisches elektrisches Feld. In der Beruhrungs- 
schicht aber ist dieses elektrische Feld durch die Kontaktkrafte 
kompensiert. 

Es wlirde nach § 31, 7. die GroBe 



besitzen, wenn wir unter d die Dicke der Schicht verstehen. Da d 
unendlich klein ist, folgt, daB E' unendlich groB wird und es miissen 
auch die Kontaktkrafte unendlich groB sein. Gleichwohl werden sie 
bei der Trennung der Ladungen nur eine endliche Arbeit leisten, da 
sie nur iiber einen unendlich kleinen Weg wirken. Diese Arbeit ist, 
auf die Ladungseinheit berechnet, eben durch die elektromotorisehe 
Differenz <p t — cp 2 gegeben. 
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Auf das Feld auBerhalb der Schicht tiben die Kontaktkrafte 
keinerlei EinfluB aus. Es gelten fur dieses Feld nach wie vor die 
Gesetze der Elektrostatik. Speziell wird dieses Feld als das Gefalle 
einer eindeutigen Potentialverteilung nach § 31, 9.; § 35, 7. zu be- 
rechnen sein. Die Potentialdifferenz der beiden Leiter selber werden 
wir aus einer im AuBenraume von einem zum anderen verlaufenden 
Linie zu 

K = <p t — 99 2 * ]£E s ds 

(§ 35, 7., (2a)) berechnen konnen. (Fig. 137.) 

17. Fiigen wir mehrere Leiter zu einem Ring zusammen (Fig. 138), 

so tritt an jeder Bertihrungsstelle eine solche Potentialdifferenz auf, 
so daB also jede solche Stelle zwei un- 
endlich benachbarten Flachen a , b der 
Figur 135 entsprechen wtirde. Jede 
Bertihrungsstelle wtirde dieBedingungen 
zum Zustandekommen eines elektrischen 
Stromes erftillen. Gleichwohl ist ein 

Strom unmoglich, weil sonst dasEnergie- 
prinzip durchbrochen ware. Fur die 
Stromungsenergie ware ein Aquivalent 
nicht vorhanden. Wir konnen das 

Ausbleiben eines Stromes dadurch er- 
klaren, daB die Strome der einzelnen 
eingepragten Potentialdifferenzen so verlaufen, daB sie sich gegen- 
seitig aufheben. 

18. Das ist nicht mehr der Fall, wenn wir einem Teile der Be- 
ruhrungsstellen von auBen Energie zufiihren, etwa durch Erwarmung 
(,, Therm oelektrizitat“). Auch chemische Energie konnen wir einigen 
der Beruhrungsstellen zufiihren. Wenn wir z. B. einen der Leiter 
als „Elektrolyt“ wahlen, d. h. als Losung eines Salzes oder einer 
Saure, in die die benachbarten Leiter eintauchen, so wird diese 
Losung chemisch auf die Kontaktstellen wirken. Es tritt eine 
chemische Umwandlung ein, die aquivalent mit einer Energiezufuhr 
an die betreffende mit der Losung in Beruhrung stehende Leiter- 
flache ist. 

Es wird jetzt ein Strom resultieren, der sich als die algebraische 
Summe der von den einzelnen K erzeugten Strome darstellt. Nach 
Glei chung (4) wird also 

w 1 w 3 

und w lf w 2 , ... sind die Widerstande, die die einzelnen Strome 
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auf <lem ganzen Wege von clem Sitze ihres K bis zu dieser Stelle 
zuriirk linden. 

Jeder der Einzelst-rome muB clen resultierenden Kraftlinien 
folgen. Xarli der Definition cles Widerstandes (Nr. 9) ist also 

<(\ — tr» ■= tc. ~ IK und 

j 7 j r A i + A 2 -j 

1 ' /_ ir 

Hies Gesetz heiBt das ,,Ohmsche Gesetz**. 1 ) 

In gleieher Weise folgt fur eine einzelne beliebig aus dem Ring 
herausgegri Hbiie Kraftrdhre 

j jr _ + k 9 + k m + - .- 

/r' ? 

'veun /r' <len Widerstand dieser Kraftrohre, J r den in ihr flieBenden 
Anteil der Stromung bedeutct. 

Fuhren wir ke.iner Beruhrungsstelle Energie zu, so folgt J == 0 ; 

also 

K x + Ju + K z + • • • - 0 . 

Diese Gleiehung entlialt das sogenannte „V o ltasche 2 ) Gesetz**, 
das aussagt: 

Wen ii wir zwei gegebene Metalle miteinander in 
Beni lining bringen, erhalten wir die gleiehe Potential- 
dil’ferenz auf ihnen, wie wenn wir noch beliebige Me- 
tal le zwisehen sie einschalten. 

Dieses Gesetz ist also eine unmittelbare Folge des Energie- 
prinzips. 

Aus dem Yoltasrhen Gesetz lei tot sicdi der Begrilf der „Spannungs- 
zalileiK ab, die wir dadureh erlialten, daB wir einem ein fur alle rnal 
gewiihlten Meta 11 A eine beliebige Zalil a 7 etwa die Einheit, zu- 



I) < J i » i > j* «jf Simon ohm, der Entdoeker dieses Gesetzos, ist am 1(5. Miirz 
17*7 in Erlangen ge.lmren und am 7. Juli IS 5 4 als Ordinaries in Munchen 
r;v I nrhen. 

2> \ l(‘ss;milro Volta ist am ID. Eehrtiar 1745 in Como gebore.n und 
ehendaselhst ;tm 5. Miirz 1*27 goxtorhen. Er wnrdo 1774 Professor der Physik 
;tm < I ymnasium in I’ouio, 1770 ;m dor thiiversitiit. Pavia. IS 1 5 wurdo cr Direktor 
dor philnsojdiisrhon Pa kid (at. in Pa, dim. CVgl. Kosenberger , Gesclii elite der 
Ho ik, Hd. 2, S. 550./ Volin hat. dor heriihniten Entdoc-kung des Galvanismus 
d inch Luigi (hilvani die riehlige. Oeutmig gegeben. soweit das oh ne dns Energic- 
prin/ip dnnmls nmglirli war. 

Luigi (hilvani ist am D. September 1757 in Bologna geboren und am 
\ Pe/ember l 70S dort gestorhen. Er war Professor der Mcdizin in seiner Vatcr- 
; t a* it Seine Knt deekung Hi lit nacli eim*.r in Bologna befindliehen Gedcnktafel 
in das Jalir 1 7 SO ; die erst-e Puhlikation dariiher ist 1701 orfolgt. 
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schreiben, und alien anderen Metallen B y C, . . . solche Zahlen b, c, . . ,, 
daB b — a , c — a die Potentialdifferenz zwischen dem Metall B und A, 
C und A wird. Dann ist allgemein m — n die Potentialdifferenz 
zwischen M und N. Die Worte „Spannung“, „Spannungsdifferenz“ 
haben die Bedeutung yon „Potential“, „ Potentialdifferenz^. Die 
Zahlen a y b 7 ... sind also nicht dimensionslose Zahlen ; sondern 
haben die Dimensionen eines Potentials. 

19. Wir haben hier zum ersten Male einen Fall kennen gelernt, 

in dem nicht gleich Null ist, wo also die elektromotorische 

o 

Arbeit liber eine geschlossene Kurve nicht verschwindet. Denn bilden 
wir (Fig. 138) diesen Ausdruck von a aus bis a zuriick liber irgend 
eine Kraftlinie im Innern des Ringes (in der Figur punktiert ge- 
zeichnet), so wird 

2ezh^2e^i+^eji + j Yem+jzem 

O a «a Ci i 

( 9 ) = (<Pa - 9 a) + (9 a, - 9b) + (9b, ~ 9c) + ( 9c , - 9a) 

= (9a -9a) + ( 9b, , - 9b) + (9c, - 9c) 

== Ka + Kb + 

und das ist nicht mehr gleich Null, wenn einem Teil der Flachen a, b , c 
Energie yon auBen zugefiihrt wird. 

Wir haben die Ursache dieser Abweichung von friiheren Gesetzen 
darin zu suchen, daB wir in Figur 135 die Stellen a 7 b zur gegen- 
seitigen Beriihrung gebracht haben, otme ihre Potentialdifferenz zu 
andern. Das ist bei statischen Ladungen nicht moglich, wohl aber 
unter Zuhilfenahme der „eingepragten“ Potentialdifferenzen K, die 
das Feld in der Zwischensehicht kompensieren. Wenn wir dieses 
Feld in die Summe 2-jEAI mit aufnehmen, rnuB sich wieder der 
Wert Null ergeben. 

Die Kraftlinien, und cl am it die Stromlinien, bilden in sich go- 
schlossene Kurven. 

20. Ebenso wie die Gleichung (9) erhalten wir fur ein Stuck 
einer solchen Kraftlinie, etwa von a fiber a, b bis ft (Fig. 138) 

y.E/11 = y ; ie n + 2 ^eai + j? k, n 

(00 " “ % 

“ 9 a~ 9(1 + 2 K , 

a 

wenn wir unter die Summe der Betrage aller Potentialspriinge 



an Grenzen verscbiedener Metalle versteben, die auf dem Kraftlinien- 
stiick zwiscben cc und (3 gelegen sind. 

Infolge dieser Gleiebung gebt die Gleiclmng (4), wenn die dort 
besprochene Kraftrohre Grenzfiacben yerschiedener Metalle durchsetzt, 
in die allgemeinere Gleichung 


(40 


J ^ <pl -~<pt + 


fiber, and bierin ist UK die Summe der Betrage aller zwisehen den 
Grenzfiacben 1 und 2 der Kraftrobre gelegenen Potentialspriinge. 


21. Durcb eine grapbiscbe Darstellung konnen wir uns die Ver- 
baltnisse im Innern des Leiterringes am leicbtesten veranscbaulichen, 
indem wir eine Kraftlinie, etwa die in Figur 138 punktiert ge- 

zeicbnete, verfolgen. 
Wir geben yom Punkte 
a aus und tragen uns 
als Ordinate die Poten- 
tiate an jedem Orte 
in einem Koordinaten- 
system auf, dessen 
Abszisse der von a 
langs der Kraftlinie 
zuruckgelegte Weg l 
ist (Fig. 139). Wir 
erhalten ein stetig 
gekruramtes Kurven- 
stiick AJB bis zu der 
Stelle a , die in 
Figur 139 durcb die 
am FuBpunkte m.it a bezeichnete Vevtikale angezeigt ist. Hier er- 
folgt ein Potentialsprung um den Betrag <p ai — q> , den wir als eine 
Verminderung des Potentials angenommen haben. Die Gerade CB 
stellt die GroBe der bier eingepragten PotentialdifFerenz dar. Jenseits 
der Grenze a setzt sicb die Kurve wieder stetig gekriimmt fort (CD), 
um wieder bei b eine sprung weise Anderung zu erfabren, deren 
Betrag cp bx -- cp bn _ wieder durcb die Strecke ED dargestellt wird. So 
setzt sich das fort, bis wir bei a — in Figur 139 mit cc t bezeichnet — 
auf das urspriingliche Potential cp a zuruckkommen. 

Wie in Figur 118 ist durcb die Steilheit der Kurvenstiieke an 
den einzelnen Orten das elektriscbe Feld wiedergegeben. 

Denken wir uns die einzelnen Kurvenstiicke senkrecbt zur 
Abszisse so verschoben, daB sie sicb aneinander anscblieBen, wie es 
durcb die punktierte Linie in Figur 139 angedeutet ist, so erkennt 



Fig. 13U. 
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man leicht, daB die Strecke HJ die algebraische Summe der einzelnen 
Potentialspriinge bedeutet. Es ist also 

11 J = J>’K. 

Ist Wl = 0, so flieBt in den Leitern kein Strom. Es existiert 
in ihnen kein elektrisches Feld ; das Potential in jedem homogenen 
Teile des Ringes wird konstant und die Kurvenstiicke Linien, die mit 
der Abszisse parallel laufen. 

22. Der Ausdruck 

2K-K a + K b + K c 

heiBt die ;; gesamte elektromotorische Kraft" 1 2 ) des Ringes. Jedes 
der K konnen wir als die elektromotorisclie Kraft der betreffenden 
Grenzflache ansehen. Wir wollen eins der einzelnen K damn als 
positiv bezeichnen, wenn es fur sicli einen Strom in einem ein fur 
alle mal festgelegten Umlaufsinn hervorbringen wurde. K ist dann 
positiv, wenn man beim Fortschreiten in diesem Umlaufsinn e an der 
betreffenden Grenzflache von kleinerem zu groBerem Potential gelangt. 

23. Wir konnen uns auch den Fall denken, daB die K in un- 
endlich kleinen Betragen auf eine unendlich groBe Zahl unendlich 
benachbarter Flachen verteilt sind ; daB eine elektromotorisclie Kraft 
einen endlicben Raumteil des Ringes stetig erfullt. Das tritt z. B. ein, 
wenn sogenannte „Konzentrationsketten“ vorliegen, oder auch bei 
einer anderen Deutung") der thermoelektrischeu Ersche inungen, nacb 
der das Potential in einem einzelnen Leiter eine Funktion der Tem- 
pera tur ist. 

24. Das erstere dieser Beispiele wollen wir uns eingehender 
veransckaulichen Bringen wir zwei verschieden stark konzentrierte 
Losungen desselben Salzes an einer Grenzflache miteinander in Re- 
riihrung, so verbal ten sie sich wie zwei verschiedcne Metalle, laden 
sich also gegenseitig auf eine Potentialdiiferenz K. 

Eine Anzahl Schichten von abnehniender Konzentration liefert 
demnach in den auBersten Schichten eine Potentialdiiferenz 

9 a ~~ + K 2 + * • • + J£ tt . 

Die K werden im allgemeinen gleiche Richtung (gleiches Vor- 


1) Der Name „Kraft u ist kier traclitionell. Besser ware der Ausdruck 
„Arbeit“, wie in § 31, 8., obwokl K erst die Dimensionen einer Arbeit. orJiii.lt, wenn 
es mit einer Elektrizitiitsmenge multipliziert wird. 

2) Nach L. Hermann nnd F. Kohlransch. Ygl. F. Kohlrausch, Nacbr. 
d. K, Ges. d. Wiss. Gottingen 1874, 
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zeichen) haben, wenn die Konzentration von a naeh b dauernd ab- 
nimmt oder dauernd wachst. 

Dureh Vermin derung dieser Konzentrations- 
unterscliiede und Vermehrung der Sehichten- 
zahl ins Unendlicbe konnen wir zu stetiger 
Konzentrationsanderung iibergehen, die uns im 
Flg-140 ' allgemeinen, wenn die Konzentrationsdifferenz 

an den Enden a, h endlick ist, eine endliche Potentialdifferenz (p a — <p b 



<Pa~ <Pu 


- lim 


liefern wird. 


25. Legen wir dureh die unendlich benachbarten Schichten eine 
beliebig gerichtete unendlich kleine Lange z 11 hindurch (Fig. 140), 
und berechnen wir die UK von einem Ende von A l bis zum 
anderen, so wird infolge der stetigen Verteilung von K diese pro- 
portional mit A l gesetzt werden konnen: 

2K^A,Al, 

Jl 

Der Faktor A l ergibt sich als die Komponente naeh Al eines 
Vektors von der Richtung normal zu den Schichten. Er geht aus 
der Summe UK ebenso hervor, wie die elektrische Feldintensitat aus 
der elektrischen Potentialdifferenz. Wir nennen A die „elektromoto- 
rische Intensitat" 

Reihen wir eine beliebige Zahl von Elementen Al zu einem 
endlichen Kurvenstiick l aneinander, so wird sich die elektro- 
motorische Kraft tiber das ganze Kurvenstiick K analog der Potential- 
differenz an deren Enden ergeben: 

(10) K = ^A t Al. 


26. Eine elektromotorische Differenz ist nur da moglich, wo 
verschiedene Medien aneinander grenzen, eine elektromotorische In- 
tensitat nur, wo ein Medium kontinuierlich seine physikalischen oder 
chemischen Eigenschaften variiert. Die Niveauflachen der elektro- 
motorischen Intensitat sind parallel mit den Niveauflachen der 
chemischen oder physikalischen Eigenschaften. 

Die Summen aller von einem Linienzug durchsetzten elektro- 
motorischen Differenzen und alter naeh Grleiehung (10) summierten 
elektromotorischen Intensitaten fassen wir unter dem Namen „die 
elektromotorische Kraft“ langs dieses Linienzuges zusammen. Sie 
verursacht eine Trennung der elektrischen Ladungen gegen 
das dureh diese getrennten Ladungen erzeugte Feld. Es 
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wird also wieder durck cliese Yektoren ein Toil des elektrischen 
Feldes kompensiert. Deshalb ist auch, wo sie yorhanden sind, die 
Summe 

o 

tiber eine gescblossene Kurve nicht melir gleich Null. 

Es sei hier erwahnt, daB elektromotorische Krafte oder elektro- 
motorische Intensitaten auch durch einen Strom selber erzeugt werden 
konrien, wenn der Strom etwa die chemischen Ei gens ch aft en eines 
Elektrolyten verandert. Die Richtung dieser sogenannten „Polarisations- 
elektromotorischen Krafte" ist immer der Stromrichtung entgegen- 
gesetzt. 

27. Die Energie des Stromes (GHeichung (2), (3)) hatten wir aus 
der Abnahme des elektrischen Feldes abgeleitet. Bei einer stationaren 
Stromung findet aber eine solche Abnahme nicht statt. Da nun die 
Gleichungen (2), (3) diese Abnahme gar nicht mehr enthalten ; liegt 
es nahe, sie auch auf stationare Strome zu verallgemeinern. Der 
energetische Vorgang kann dann so erklart werden ? daB zwar dauernd 
ein elektrisches Feld zerfallt und seine Energie in Warrnc iiber- 
gefuhrt wird, aber auch gleichzeitig dieses Feld immer wieder neu 
entsteht, seine Energie aus der chemischen oder sonstigen Energie 
der Elektrizitiitsquelle in gleich em MaBe wieder nachgeliefert wird. 

Jedenfalls aber gelten die Ableitungen der Gleichungen (2), (3) 
nur in einem. homogenen Medium, d. h. an Orten, avo elektromotorische 
Differenzen K nicht existieren. 

In einer Grenzschicht zweier Median, die wir wieder als un- 
endlich diinn ansehen wollen, ist im Falle des elektrostatischen Gleich- 
gewichts ein Feld nicht yorhanden; wohl aber, wenn eine Stromung 
yorhanden ist infolge der Oberflachenlad ungen (Nr. 12), die die Kraft- 
linien ins Innere der Leiter hineindrangen. Dieses Feld wird die 
Potentialdifferenz cp (l — cp h = K an den beiden Grenzllachen der Schicht 
nicht merklich beeinflussen, da es nur den Beitrag Ed liefert, und 
die Schichtdicke d unendlich klein ist. 

Nehmen wir an, daB jctzt die Energie der Stromung durch die 
Gleichung (2') in Nr. (> gegeben ist, so wird 

Q =“ 2 i{<P„ — %,)</ = 0„. - <1, 

zu summieren iiber die gauze Oberflache der Schicht, oder, da 
2ig — J die gesamte Strom starke ist, 

Q = J (<3 Pa - <Po) = JK - 

Nach Nr. 22 kann K positive und negative Werte annelunen. 
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gibt keine Energie ab, sondern nimmt solche auf. Das ist z. B. da 
der Fall, wo der Strom erzeugt wird, also wo etwa chemische Energie 
in elektrische iibergefuhrt wird. Es kann aber an eh an Stellen, wo 
zwei Metalle aneinander grenzen, K negativ werden. Dann steht 
dem Strome nnr Warmeenergie zur Verfiigung, es tritt eine Ab- 
kiihlung der betreffenden Kontaktstelle ein. Das findet bei dem so- 
genannten Peltiereffekt x ) (oder wenn sich K entsprechend Grlei- 
chung (10) aus elektromotorischen Intensitaten ableitet, beim ^Thomson- 
effekt“) statt. 


28. Stromverzweignng. Das Gesetz J = const. (Nr. 13) muB 
aueh gelten, wenn das Leitersystem nicht einen einzigen Ring, sondern 

einen mehrfachen Ring (Fig. 141) bildet, 
also wenn sich das System verzweigt. Nur 
muB man die Summe der Strome mehrerer 
Zweige als einen Strom auffassen. Legen 
wir an einer Verzweigungsstelie eine ge- 
schlossene Flache a so in das System hinein, 
wie in Figur 141 angedeutet, daB sie also 
eine Verzweigungstelle einschlieBt, so mnB 
ans dieser Flache ebensoyiel Elektrizitat in 
einem beliebigen festgelegten Zeitabschnitte 
ans- wie einflieBen. Rechnen wir alle aus- 
flieBenden Strome positiy, die einflieBenden negatiy, so muB 



Fig. 141. 


(ll) 


2 *,- o 


sein, wenn J) die einzelnen Zweigstrome bedeutet. Ware das nicht 
der Fall, so wiirde damit ein Ansammeln yon Elektrizitat im Innern 
yon 6 yerbunden sein, und es ware keine zeitliche Konstanz des 
Feldes moglich. 


29. Line are Strome. Unter einem linearen Strome verstehen 
wir einen solchen, der in einem Leiter flieBt, dessen Querdimensionen 
als unendlich klein gegen seine Langsdimensionen angesehen werden 
konnen. Eine Verzweigungsstelie kann dann als ein Punkt angesehen 


1) Bringt man z. B. ein Stiick Wismutdraht und ein Stiick Antimondraht 
an zwei Enden miteinander in Beriihrung nnd verbindet die zwei anderen Enden 
durch beliebige Drahte, so erzeugt eine Erwarmung der Beriihrungsstcllo des 
Wismuts und Antimons eine „thermoelektromotorisclie Krai*t u , die einen clek- 
trischen Strom in der Richtung vom Wismut zum Antimon an der erwiirmten 
Stelle bervorruft. 

Leitet man durch den Drahtring umgekehrt einen elektrischen Strom, der 
an der genannten Beriikrungsstelle vom Wismut zum Antimon IlieBt, so ktih.lt 
sicb diese Bemhrungsstelle ab. Das ist die nnter dem Namen „Peltiereffekt u 
bekannte Erscheinung. 
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werden, und ist somit genauer definiert, als in unseren bisherigen 
Betracbtungen. 

Wir nehmen an, es bestehe eine Yerzweigungsstelle nur aus 
homogenem Material, so daB ein Wechsel des Materials nur auf den 
Zweigen, wenn aucb in beliebiger Nach- 
barschaft des Verzweigungspunktes, vor- 
kommt. Dann ist das Potential auf einem 
Yerzweigungspunkte eindeutig definierbar. 

Fur einen ganzen Leiterzweig, der zwiscben 
zwei aufeinander folgenden Yerzweigungs- 
punkten liegt, z. B. fur den Zweig 1 der 
Figur 142 ; wird dann nacb Gleichung (4') 

J __ Vc — Wb + ^^1 # 

1 w x 

Ebenso wird fur einen sich an den Leiter 1 anschlieBenden 
Leiter 2 

r __ <Pb—<Pa + 2 K 2 

— ~w 2 " > 

und weiter 

j = <p a — <p c + 2K H . 

3 " w 8 ~ 7 

und das konnen wir so lange fortsetzen, bis wir in zusammenhangendem 
Umlauf zu dem Anfange des ersten Leiters zuruckgekommen sind, was 
nacb Figur 142 bier bereits nacli dem Leiter 3 erreicbt ist. Diese 
sich scblieBenden Leiter bilden eine ,,Masche“ des verzweigten Systems. 
In den drei Gleichungen bedeutet J n die Stromstarke im Leiter n, 
positiv gerechnet in einem bestimmten Umlaufsinne der Masche, in 
der Figur durcb Pfeile angedeutet; EK n ist die algebraiscbe Sum me 
der auf diesem LeiterstUck befindlichen elektromotorischen Kraft e ; 
positiv gerechnet entsprcckend Nr. 22 im gleichen Umlaufsinne; und 
w n ist der Widerstand dieses Leiterstiickes. 

Wenn wir die Gleichungen mit w n multiplizieren und addieren, 

folgt 

J 1 w 1 + J 2 W 2 + 'h ' b( h = 



und hierin ist 2JK = EK X + EK 2 + EIC i die Summe aller in der 
Masche vorhandenen elektromotorischen Krafte. Besteht die Masche 
aus mehr als drei Leiterstucken, so wird allgemein 

( 12 ) 


eine Gleichung, die in das Ohmsche Gesetz iibergeht, wenn das ver- 
zweigte System aus einer einzigen Masche besteht. 
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BO. Die Gleichnng (11) gilt nach wie vor, aucli fiir lineare 
Leiter. Wir konnen die beiden Gleichungen (11) und (12) , die die 
;; Kirchhoffschen Gesetze^ 1 ) enthalten, in Worten folgendermaBen 
aussprechen : 

I An einem Yerzweigungspunkte ist die Sumrae aller abflieBenden 
Strome gleich Null. 

II. Die Summe aller Produkte von Stromstarke und Widerstand 
fur eine ganze Masche ist gleich der algebraischen Summe der in 
dieser Masche enthaltenen elektromotoriscben Krafte. 



(Ygl. Bd. I, § 42 der l te * ; § 46 der 2 tea Auflage.) 

31 . Es sei ein verzweigtes System der Art gegeben, wie es in 
Pigur 143 augedeutet ist. Ein Zweig 0 enthalte eine elektromotoriscbe 
Kraft. Deren Strom J 0 moge in der Pfeilricbtung fiieBen. Bei a 
muB er sieh yerzweigen in die zwei Zweige 1 und 3, die sich in 

den Zweigen 2 ; 4 fortsetzen und 
bei b wieder vereinigen. Durch 
einen Zweig 5 sollen bei c und d 
diese beiden Zweige noch uberbrtickt 
sein. Der Endpunkt d des Zweiges 5 
ist auf dem Zweige 3 ; 4 yersehiebbar. 

Yerscbieben wir den Punkt d 
nabe an a liman ? so wird offenbar 
ein Strom von d nach c in Zweig 5 
fiieBen. Verschieben wir ihn nahe an b hinan, wird ein umgekehrter 
Strom, d. b. yon c nach d fiieBen. Dazwiscben wird es aller Vor- 
aussicht nach eine Stellung von d zwischen a und b geben, die so 
liegt, daB in 5 uberhaupt kein Strom fiieBt. Diese Stellung setzen 
wir als erreicht voraus. 

Wir bezeichnen die Stromstarken und Widerstaude der einzelnen 
Zweige mifc den Indizes derselben. Dann ist also 


eTfi-O. 

32. Das erste Kircbhoffsehe Gesetz (Glei chung (11)) ergibt 
Jl d" c ^ 2 'i" t ^ 5 === 0 ; also J 1 -f~ J 2 — 0, 


1) Grustav Robert Kirchhoff ist am 12. Marz 1824 in Konigsberg ge- 
boren und am 17. Oktober 1887 in Berlin gestorben. Er habilitierte sicb 1847 
in Berlin, wurde 1850 auflerordentlicher Professor der Physik in Breslau, 1854 
ordentlicker Professor in Heidelberg und 1874 in Berlin. Die genarmten Gesetze 
fand Kirchhoff als Student im Jahre 1845. 
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weim wir yon c ausflieBende Strome positiv rechnen. Rechnen wir 
sie in der Pfeilrichtung positiy ; so folgt 

(13) 
ebenso 

(14) J s — «7 4 . 

Das zweite Kirchhoffsche Gresetz (Gleichung (12)) gibt, auf die 
Masche 1, 5, 3 angewandt nnd wieder die Strome in den Pfeil- 
richtungen positiv gerechnet, da sich in dieser Masche keine elektro- 
motorische Kraft befindet, und J () = 0 ist: 

J x w 1 — J 3 w z = 0 
J l w 1 = J s w 3 . 

Ebenso ergibt die Anwendung des zweiten Kirchhoffschen Gesetzes 
anf die Masche 2, 4, 5: 

J 2 w 2 = 

Division der zwei letzten Gleichungen ; unter Berilcksichtigung tier 
Gleich ungen (13) ; (14), gibt 

w 1 : tv 2 = w z : w A , 

33 . Bestehen die zwei Zweige 3 und 4 aus Stiicken desseLben 
Drahtes von konstantem Querselinitt, so konnen wir auf sie die 
Gleichung (5b) in Nr. 9 anwcnden. und w A werdon dann den 
Langen und l { der Drahte proportional und es wire! 

u\ : tv 2 = l z : l A - 

Dies Ergebnis gestattet, die Verglei chung zweier Widerstiin.de auf 
die zweier Langen zurtickzufiihren. 

34 . Die Einheiten (und damit die Dimensionen) der im letzten 
Abschnitte neu definierten Grofien ergeben sich fol gender maBen: 

a) Die Stromstarke ist die in der Zeiteinheit einen Querselinitt 
durchflieBende elektrisclie Ladung. Ihre Einheit ist dernnach eine 
Elektrizitatseinlieit in einer Sekunde oder 

J : 1 gri cm i sec - 2 . 

Die Technik braucht aus ZweckmaBigkeitsgrunden eine 3 • 10 9 mal 
so groBe Einheit und nennt diese ein „Ampere“ 

J : 1 Amp = 3 • 10 9 gr* cm^ sec -2 . 

Die Stromdichte ergibt sich hieraus einfack durch Division niit der 
Flache. Ihre Einheit ist demnach 

i: 1 gr* cm“i sec -2 
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b) Die Einheit der Leitfahigkeit konnen wir am zweckmaBigsten 
ans Gleichung (1) ermitteln. Sie ergibt: 



Die Einheit der Leitfahigkeit ist die Einlieit der Stromdickte dividiert 
dureh die Einlieit der Feldintensitat. Das gibt 

X: 1 sec"" 1 . 

c) Hieraus folgt als Einlieit des elektrischen Widerstandes nacli 
Gleichung (5 b) 

w: 1 cm™ 1 sec +1 . 

Der Widerstand hat die Einlieit und Dimensionen einer reziproken 
Geschwindigkeit. 

Die Technik braucht wieder eine andere Einlieit, das „Ohm“. 
Es ist 

1 Ohm (1 i$J) = -J- • 10 -11 cm™ 1 sec +1 . 

d) Die Einlieit der elektromotorischen Kraft ist die des Potentials 
(der Potentialdifferenz) 

K: 1 gr^ cm^ sec™ 1 

und die in der Technik gebrauchliche Einheit 
1 Volt = gr^ cm^ sec -1 . 

e) Die Energie, die ein Strom in einer Zeit t sec abgibt, und 
die keineswegs immer als Joulesche Warme auftritt, mufi die Ein- 
heit der mechanischen Energie besitzen. In der Tat folgt, da nach 
Gleichung (6) diese Energie durch J 2 wt gegeben ist, unter Beriick- 
sichtiguug der Einheiten fur J und w 7 als Einheit der Stromenergie: 

Qt : 1 gr cm 3 sec -4 • cm -1 sec • sec = 1 gr cm 2 sec -2 = 1 Erg. 

Die in der Zeiteinheit abgegebene Energie, die ,,Leistung“ des 
Stromes hat die Einheit 

Q : 1 = 1 gr cm 2 sec -3 . 

sec n 

Die Technik braucht fur die Stromenergie die 10 7 -faohe Einheit, 
und nennt sie ein „Joule“. 

1 Joule = 10 7 Erg. 

Ebenso gebraucht sie fur die Leistung die 10 7 -fache Einheit, ein 
„Watt“. 

1 Watt == 10 7 gr cm 2 sec -3 . 
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Aus dieser technischen Einheit der Leistung leiten sich dann 
wieder andere praktische Einheiten der Stromenergie, die „Watt- 
stunde“ und die „Kilowattstunde“ ab, deren Erklarung schon im 
Namen liegt. 

Die samtlichen bisher durek gr, cm und sec ausgedruckten Ein- 
keiten bilden das „GauBsche absolute MaBsystem“. 


§ 38. Das statische Magnetfeld. 

1. Mit dem elektriscken Felde ist das magnetiscke Feld ver- 
wandt, so daB wir die yorigen Betracktungen mit gewissen Ein- 
schrankungen direkt fur die Tkeorie des Magnetismus ubernehmen 
konnen. Es gilt das Coulombscke Gesetz, aus dem wir die Begriffe 

Magnetiscke Feldintensitat H, 

Magnetiscke Mengen m, 

Diamagnetisierungskonstante, gewoknlich „Permeabilitat“ ge- 
nannt ; 

Magnetiscke Energie W ^ 

ableiten konnen. Weiter konnen wir ein magnetisckes Potential ^ 
and eine magnetomotoriscke Arbeit (§ 31, 8.) 

- 2- s,s 

und den KraftlinienfluB durck eine gescklossene Oberiiache (§ 30, 3.) 

iH r do = Sm 

0 

definieren. 

Die Einheiten wahlen wir ebenso wie die elektrischen Einkeiten. 
Die Einkeit der magnetischen Feldintensitat heiBt kurz „ein GauB“ 

In diesen Einkeiten ausgedrtickt keiBen. die genannten GrdBen, 
wie die elektriscken, im ,,GauBschen absoluten MaBsystem“ gemessen. 

2. Folgende Abweichungen vom elektriscken Felde zeigt das 
magnetiscke Feld. 

a) Wakre magnetiscke Mengen (vgl. § 35, 17.), also magnetiscke 
Ladungen, die in einem Raume, der ohne sie kein Magnetfeld besitzt, 
ein solckes erzeugen, existieren nur und konnen nur in merk Lichem 
Betrage in einer ganz besckrankten Zahl von Korpern erzeugt 
werden, in Stahl und in Magneteisenstein, in geringem Betrage auch 
in Eisen. 

Dagegen treten induzierte Ladungen in alien Korpern unter 
den dem § 35 entsprechenden Verkaltnissen und auck nack denselben 
Gesetzen auf. 
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b) Die Summe aller (wahren und induzierten) magnetischen Mengen 
ernes abgeschlossenen Korpers ist immer gleich Null. 

Die wahren magnetischen Mengen stimmen darin mit den influen- 
zierten elektrischen Ladungen (§ 35, 18.) uberein. Das magnetische 
Feld wird sich danach immer so yerhalten, wie das Zusatzfeld des 
§ 35, ohne aber ein solehes zu sein. 

Auch die Summe der dort besprochenen influenzierten Ladungen 
in einem ganzen Korper war immer gleich Null. Und wenn wir 
einen solchen anseinander brechen, wird jeder seiner Teile wieder die 
Ladungssumme Null besitzen. 

c) Es gibt Korper, deren Permeabilitat [i kleiner ist, als die des 
Vakuums g 0 (ygl. § 27, 5.). Man nennt solche Korper diamagnetisch. 
Dies Verhalten zeigen sogar weitaus die meisten Korper. Fur Wasser 
ist z. B. 

-£• - 0.9999902. 

Korper, bei denen [i > yu 0 ist, heiBen „paramagnetisch“ 

Es gibt andere Korper, bei denen yu extrem hohe Werte an- 
nimmt, z. B. bei Eisen (yu ungefahr 1000), Stahl (ji = 30 bis 200), 
ferner nach F. Heusler Legierungen yon Mangan, Aluminium und 
Kupfer (ji bis ca. 200). Diese Korper heiBen ferromagnetisch. Die 
Permeabilitat selber ist aber bei ihnen eine Funktion der Feld- 
intensitat. 

d) Es gibt keine Leiter ftir den Magnetismus, und damit auch 
keine magnetischen Strome und streng genommen kein yollstandiges 
Magnetfeld auBer dem unendlichen Raume. 

3. Ein mit magnetischen Mengen behafteter Stahlkorper heiBt 
ein Magnet (permanenter Magnet, im Gegensatz zu einem durch In- 
fluenz magnetisierten Korper, der temporarer Magnet heiBt). Man 
erhalt einen solchen, indem man ein Stahlstuck in ein Magnetfeld 
hinein bringt. Yon der influenzierten Ladung dieses Feldes (§ 35, 17.) 
bleibt ein Teil gleichsam als wahre Ladung zuriick, wenn wir das 
magnetisierende Feld entfernen. 

Diese wahre Ladung, p, erzeugt ein neues Feld, und dieses Feld 
in dem Stahlkorper selber eine induzierte Ladung p'. Wir konnen 
dem Stahlkorper die Permeabilitat seiner Umgebung zuschreiben, 
wenn wir p + 9 a l s die wahre Ladung ansehen, wie wir auch das 
Zusatzfeld Z in § 35, 14. in einem Raume yon konstanter Dielektri- 
zitatskonstante annehmen muBten. Das gilt aber nur fur die Be- 
rechnung eines yorliegenden statischen Feldes. Andert sich das Feld, 
z. B. durch Einfuhrung eines zweiten Magneten, so wird sich p' urn 
einen Betrag p" andern, und p" ist von der Permeabilitat des Stahl- 
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magneten abhangig. q, q', q " geniigen alle dem Gresetz Eq = 0, 
wenn man tiber den ganzen Stahlmagneten summiert. 

Die Ladungen q aber sind aucb im Innern des Stahlmagneten 
denkbar, wahrend q\ q" nur anf seiner Oberflache moglich sind 
(§ 35, 16.). 

4. Den positive Ladungen enthaltenden Raum zerlegen wir in 
unendlich kleine Raumelemente Ax (Fig. 144). Ein solches wird 
dann eine Ladnng 

qAx + 6 Ao = -f 'm 


besitzen, wenn q die raumliche, 6 
Ax aus einer geladenen Flache aus- 
geschnittenes Flachenelement be- 
deutet. Von den beiden Summanden 
kann auch einer fehlen. 

Jeder solcben Ladung 4- m 
konnen wir eine gleich groBe ne- 
gative m = — m des negativ ge- 
ladenen Raumteiles entsprechen 
lassen, und — m wird sich eben- 
falls in einem unendlich kleinen 
Raumteil befinden. Der Abstand 
zweier solcher sich entsprechen den 
Ladungen + m XJ m x = — m 1 heiBe 


die Flachendichte, A o ein durch 



l v Dann nennen wir 


M \ = m x l { 

das „magnetische Moment" des Polpaares + m X7 — m x (Fig. 144), 
m XJ m x heiBen „Pole“ dieses Paares. 


5. Wir fassen M x als einen Vektor auf, der die Richtung von l x 
und zwar im Sinne von — m x und m x hat. In einem beliebigen 
Koordinatensystem x, y, z hat dieser Vektor dann dio Komponenten 

M Xx = m x L x (cos xl) - m x (x x —x x ), 

M uj = »*iO/i - Vi), 

M i = «*i(* - */)> 

oder 

M x x = m x x x + m x x x == 

U. S. W. 

Die geometrische Summe 

(1) M = JjUml 

+ 

iiber alle vorhandenen positiven Massen summiert heiBt das magnetisclie 
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Moment des ganzen Magneten. M ist wieder eine VektorgroBe, die 
nacli drei gegebenen Kordinatenriclxtungen die Komponenten besitzt: 

M x =- 'Smx, 

( 2 ) M t 

M z = ^Emz , 

worin die Summierung tiber alle, auch die negativen Massen zu er- 
strecken ist, weii + m (x — x) = (+ m)x + (— m)x' ist. Yon der 
Lage des Nullpunktes des Koordinaten systems sind die Ausdriicke 
Unix unabhangig. Denn nehmen wir an, wir verschieben den Null- 
punkt um eine Streeke l 0 mit den Komponenten x 0 , ?/ 0; z Qj so wird 

M X =^7U(X + X q ), 

and da x 0 fur alle m denselben Wert besitzt, 

M x = x {) + 'Smx. 

Es ist aber Um = 0, also 

M x = ni (x + x 0 ) = Jz'm x 

von der ausgefuhrten Nullpunktversehiebung unabhangig. Dasselbe 
gilt von M„ und M. 

Die Ausdriicke (2) sind auBerdem auch von der Einteilung der 
ganzen Ladung in Elemente unabhangig, wenn die Elemente nur 
hinreichend klein sind. Denn eine weitere Unterteilung z. B. der 
negativen Elementarladungen verandert das Resultat nicht mehr. 
Audi die Zuordnung von einem — m zu einem -f m ist beliebig, da 
so wie so fiber alle mx summiert wird. Wir kdnnen (iberhaupt jetzt 
von einer solclien Zuordnung absehen. 

Die Riditung des Vektors M heiBt die A disc des Magneten. 

(>. Es sei ein Stahknagnet gegeben, (lessen magnetisches Potential 
und magnetisdie Feldinteiisitiit wir in einem gegen seine Dimensionen 
sehr {’eruen Punkte V beredmen wollen. Wir greifen ein Polpaar 
f m u — m l lieraus ( Fig. 14f>j. Dieses liefert uns in P das Potential 

m, m. 

w, 1 __ 1 

v 1 4 ZT a )\ 1 7T U 7\, 

'”i r, — r, 

4 rr it )\ r t 

Es ist 

— r, - cos ip , 

wenn r iy >\ , sehr groB gegen den Abstain! l x der zwei Pole sind; denn 
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fallen wir von 




und + m x die Lote auf die Yerbindungslinie r 


von P mit dem Mittelpunkte von l x (Fig. 145), die mit l ± den spitzen 


Winkel einscblieBen moge, so 
sieht man, daB 


h 


cos d' 1 = r — cos (rr 2 ), 


cos ^ = r x cos (r t r) 


wird. Mit wacbsendem r, also ferner 
ruckendem P wird cos (rr 2 ) = 
cos (r x r) = 1 ; und durcb Addition 
der beiden Gleichungen folgt die vorige. 
mit l und & bezeichnet.) Danach wird 



Fig. 145 . 


(In der Figur ist l x und ^ 


= • 


m 1 \ cos & x 


4:7t n jir 2 

M x cos ^ 


4 TCftr 2 


M x cos ^ ist die Projektion von M x auf den Strahl r. 

Samtliche Polpaare des Stahlmagneten zusammengenommen liefern 
daber in einem gegen die Ausmessungen des Stahlmagneten groBen 
Abstande ein Potential 

, X? , ifcfCOStf 

( 3 ) * =2a = - j^ r f > 

da M cos # = 2Jm x cos d' i ist. M ist das magnetische Moment des 
Stahlmagneten, r der von P nacb dem Magneten (seinem Mittelpunkte) 
bin gezogene Strahl, & der Winkel dieses Strabls gegen die Achse 
des Magneten. 

7. Wir bestimmen drei zueinander senkrecbte Komponenten der 
Feldintensitat aus xjj nacb § 31, Grleichung (4). Es sei jetzt l in 
Figur 145 die Richtung des resultierenden magnetiscben Momentes M. 

a) Yerschieben wir den Punkt P unendlich wenig normal zur 
Zeichenebene, so wird dadurch weder d‘ nocb r geandert. i)j bleibt 
konstant und die Feldintensitat bat keine Komponente normal zur 
Zeichenebene. Die Feldintensitat fallt der Richtung nach in die 
Ebene von r und l. 

b) Wir verschieben P langs r um 2h\ # bleibt ungeandert. 

t> nimmt ab um 

Ar , . s M cos M cos # 

+ 


4 jt /Lt (r -f~ A r) 2 

wenn wir das Quadrat von Jrlr vernachlassigen. 


4 tc [l r ‘ 
M cos 
4 tc 1 1 
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Es ist aber 
l 


v Jr 


. Jr 


+4 (>+ 4 ) 44 ) ‘-(47 


= 1 


2 Jr 


da wir wieder das quadratische Grlied im Nenner vernachlassigen 
diirfen. Demnach wird 

(N 2 Jf cos at 

= 4^-^ 

und die Komponente der Feldintensitat nacli r 

2 M cos at 


( 4 ) 


iT = - 


4^ fir 8 


c) Wir yerschieben unter Konstanthaltung yon r den Punkt P 
in der Zeichenebene nm z/s, so daB sich at um J/& = Jfs/r ver- 
groBert. 

Es verandert sich ip nm 

j9-( i\ — Moos# Mcos(* + J*) 

4 Ttfir 2 ' 4^fir 2 

Da cos a — cos /3 = — 2 sin (a + /?) / 2 • sin (a — (5)/ 2 ist, so ist 
cos # — cos (at + z/at) = 2 sin (fr + sin ™ , 
und wenn z/at hinreichend klein ist, 

= sin at • z/at. 


Danacb wird 


. 9 / ilf sin at z/s 


und die Komponente von i? in der Iticbtung yon ,ds 

jj M sin & 

5 4 n(ir a 

8. Die resultierende Feldintensitat wird demnach 

H = VH; + S* - J*, 1/1 4 3 cos 2 #. 

Die Grleich ungen (4), (5), (6) gestatten, den Kraftlinienverlauf in 
alien fernen Punkten zu zeichnen. Speziell ergibt sich 

1. Hauptlage: In der Verlangerung der magnetischen Acbse 
wird at = 0, also H s == 0, 

2 M 


( 5 ) 

(6) 


// = //=_ 


47r fi r* 
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2. Hauptlage: In einer auf der magnetischen Achse am Orte 
des Magneten senkrechten Ebene wird O' = */2, 3>0, 

■M 




4ctc ft r s 

Die Kraftlinien lanfen liier 
parallel der magnetischen Achse, 
im Sinne + m gegen — m. 

Ans alien diesen Gleichungen 
geht hervor, daJB wir einen Stahl- 
magneten beztiglich seines Feldes 
in fernen Punkten durch ein 
Polpaar von dem magnetischen 
Moment M ersetzen konnen. 

Ein Bild von dem Kraft- 
linien verlauf eines parallelepi- 
pedischen Magneten gibt die 
Figur 146, die mittels Eisenfeil- 
spanen hergestellt ist. 

9. Bringen wir in ein homo- 
genes Magnetfeld, d. h. ein Magnet- 
feld, das uberall nach Richtung 
und GroBe konstant ist (z. B. das 

Magnetfeld der Erde, Nr. 10), ein Polpaar , dessen Ladungen m so 
klein gedacht seien, daB sie das Feld nicht merklich andern, so er- 
fahrt der positive Pol eine Kraft in Richtung der Kraftlinien von 
der GroBe Hm, der negative Pol eine solche in entgegengesetzter 
Richtung von gleicher GroBe. Es wirkt 
auf das Polpaar ein Kriiftepaar, und das 
Polpaar steht unter der Wirkung eines 
Drehmomentes 



D = Hml cos ijj = Hml sin (p , 

da l cos ^ der Abstand der beiden parallelen 
Krafte ist (Fig. 147). cp bedeutet den 

Winkel zwischen der Achse l des Polpaares und der Kraft linien- 


- - 


°V 

+rm 

VT 


W~ s 


7 


t TTtr 

*/ 

> 

U> 

Fig 

. 147. 


richtung. Es ist 


I) = HM 


2 s 


l > 


und wenn cp innerhalb kleiner Grenzen +• a > cp > — a bleiben muB, 
so ist s identisch mit dem Bogen AI) anzusehen. 

Es sei H das Tragheitsmoment des Korpers, der das Polpaar 
tragt. Dann wird nach § 19, 5. die Winkelbeschleunigung 
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<P 


9 

* Bl S ’ 


die Beschleunigung jedes der beiden Pole also (§ 19, 3.) 


P = <P T“ 


HM 
JR S ‘ 


Die Beschleunigung ist proportional mit dem Abstand des Poles 
von einer festen Lage. Eine solche Beschleunigung kann, wie aus 
der Analogie des mathematischen Pendels § 17, D folgt, eine 
Schwingung des Magneten zur Folge haben, und deren Schwingungs- 
dauer mu6 sich nach § 17, 15. ergeben zu 

P) r-^Vmr 


10 . Die Erde ist von einem magnetischen Pelde nmgeben, das 
innerlialb eines die Dimensionen eines Laboratoriums weit iiber- 
treffenden Raumes als homogen angesehen werden darf. Die Kraft- 
linien dieses Feldes sind gegen den Horizont geneigt. Der Neigungs- 
winkel heiBt die ^magnetische Inklination“ Yon besonderer Wichtigkeit 
ist die Horizontalkomponente dieses Erdfeldes, die ^Horizontalinten- 
sitat“ ? da von ihr die Schwingungen eines nur um die Vertikalachse 
drehbaren Magneten (KompaB) abhangig sind. Diese Horizontalkompo- 
nente weicht nm einige Grade von der geographischen Nordsiulrichtung 
(in nnseren Gegenden nach Westen) ab um einen Winkel, der die 
;; magnetische Deklination“ heifit. Diese erdmagnetischen Grofien sind 
von der geographischen Lage eines Ortes abhangig. So nehmen sie 
z. B. die folgenden Werte an 1 ): 


In 

Horizontal- 

intensitat 

Inklination 

Deklination 

Konigsberg 

0,184 Gaufi 

67,4° 

1 5,5° 

Berlin 

0,189 „ 

66,4° 

i 0,3° 

Heidelberg 

0,199 „ 

(.4,5° 

' 11,5° 

StraBburg 

1 0,203 „ 

64,0° 

i 11,9° 


1) Die ersten und bedeutendsten Untersuchungen fiber den Erdmagnetismus 
stammen von Gaufi, in dem Werke von GauB und Weber: ,,Itesultate aus 
den Beobacbtungen des magnetischen Yereins 11 niedergelegt. Dieser Yerein war 
von den beiden Yerfassern gegriindet und von 1837 — 1843 tiitig. Im Jahre 1833 
batten sie das erste erdmagnetische Observatorium in Gottingen orrichtet. Jetzt 
existieren deren uber hundert. (Ygl. Winkelmann, Handbueh der Physik, 
Bd. Y. I, Seite 474, 1905.) 
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11. Ein um eine vertikale Achse drehbarer Magnet stellt sich 
in die Richtung der Horizontalintensitat ein. Danaeh hat man den 
(naliezu) nach Norden weisenden Pol der „Magnetnadel“ den „Nordpol“ 
derselben genannt. Dieser Nordpol tragt die von uns als „positive 
magnetische Menge“ definierte Ladung, die man kurz als „nord- 
magnetische“ Ladung bezeicbnet. Es liegt in dieser Bezeichnungs- 
weise eine Inkonsequenz, die, da sich ungleichnamige Ladungen an- 
ziehen, zu dem Resultat fiihren wiirde, daB im Norden der Erde sich 
ein magnetischer Siidpol befindet. Die Englander haben diese In- 
konsequenz vermieden, indem sie das nach Norden weisende Ende 
der Nadel als Siidpol oder (also entgegengesetzt unserer Definition) 
als negativen Pol bezeichnen. 

Die Gleichungen (6) (speziell die fur die beiden Hauptlagen 
geltenden Formen) und (7) enthalten die Hilfsmittel zur Berechnung 
der Horizontalintensitat nach einer yon Gaufi angegebenen Methode. 

12. Es ist zweckmaBig, fiir das Magnetfeld noch einige Begriffe 
einzufiihren, die wir Analogien mit den elektrischen Stromen ent- 
nehmen. Wir wollen im folgenden annehmen, daB die wahren 
magnetischen Ladungen, die Ladungen in Stahlmagneten, konstant 
bleiben. Wir greifen eine vollstandige Elementarkraftrohre heraus, 
die also bei wahren positiven Ladungen entspringt, bei negativen 
endet. q sei der unendlich kleine Querschnitt derselben. Dann ist 

= = J m die Kraftlinienzahl der Rohre und als solclie liber 

die gauze Rohre konstant. Es sei ip a — die Potentialdifferenz an 
zwei Querschnitten, so daB nach § 31, 8. 

a 

ist. Dann folgt also 

( 8 ) = 

a 

Diese Summe ist aber (§ 37, 10., Gleichung (5 a)) ebenso gebaut, wie 
der elektrische Wiclerstand des Kraftrohrenstiickes, nur daB statt der 
Leitfahigkeit l die Permeabilitat [i eintritt. Das J m ist dasselbe, 
was wir friiher bereits als KraftlinienfluB bezeichnet haben. Wir 
wollen jetzt 



a 


als „magnetischen Widerstand“ der Ilraftrohre bezeichnen, indem wir 
li als eine Art Leitfahigkeit fur die magnetischen Kraftlinien auf- 
fassen. 
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Fur ein unendlich kurzes Stuck der Kraftrohre wird der Widerstaud 

dl 

W ™ ~ qp ’ 

und es besteht somit allgemein zwischen der Potentialdifferenz zweier 
beliebiger Niveauflachen und dem KraftlinienfluB eines zwischen ihnen 
gelegenen Kraftrohrenstfickes endlicher Dimensionen dann die durch 
§ 37, Gleichungen (4), (5) ausgedrfickte Relation. 

Die gleichen Definitionen lassen sich anch fur elektrische Kraft- 
rohren durchfiihren. Das dem w m entsprechende w e heifit dann (nach 
Drude) der „dielektrische Widerstand“. Da die elektrischen Kraft- 
linien in der Technik keine solche Rolle spielen, sieht man gewohn- 
lich yon der Definition des Widerstandes elektrischer Kraftrohren ab. 

13 . Die magnetische Energie der Kraftrohre ist ^U^iH 2 Ax 
(§ 36, 13.), wo Ax = qAl gesetzt werden kann. Da {i JBq = J m kon- 
stant fiber die ganze Rohre und UHAl = ist, so folgt nach 

(8) und (9) 

( 10 ) = 

und J m ist die Anzahl der Kraftlinien in der Kraftrohre, also der 
Teil der magnetischen Ladung, von dem die Kraftrohre ausgeht. 
Diese Gleichung hat, abgesehen von dem Faktor ebenfalls dieselbe 
Form, wie die yon einem elektrischen Strome in der Zeiteinheit ab- 
gegebene Energie. 


Funfter Abschnitt. 


Elektromagnetismus. 

§ 39. Bezielmngen zwisclien elektrisclien und magnetisclien 

Kraftlinieii. 

1. Im Jahre 1819 entdeckte Oersted 1 ), dafi ein elektriscber 
Strom stets von einem Magnetfelde umgeben ist. Ampere 2 ) bat ein 
Gesetz fiir die Riclitung dieses Magnetfeldes aufgestellt und Biot 
und Sav art 3 ) haben das nach ibnen benannte quantitative Gesetz 
gegeben, das wir spater kennen lernen werden. Die Versucbe, um- 
gekebrt aus magnetiscben Vorgiingen elektrisehe Strbme zu erzielen, 
fiihrten Faraday 4 ) 1831 zu der Entdeckung der „Volta“- und 

1) Hans Christian Oersted, geboren 14. August 1777 in Rudkjobing 
(Langeland), gestorben 9. Miirz 1851 in Kopenhagen, war Professor der Physik 
in Kopenhagen. 

2) Andre Marie Ampere, geboren 22. Jannar 1775 in Lyon, gestorben 
10. Jnni 1836 in Marseille, war Professor der Mathematik an der polytechnischen 
Schule und Professor der Physik am College do France in Paris, auBerdem Mit- 
glied der Akadomie der Wissenschaften daselbst. 

3) Jean Baptiste Biot, geboren 21. April 1774 in Paris, gestorben 
3. Februar 1862 in Paris, war Professor der Physik am College de France und 
der Astronomic an der Fakultat der Wissenschaften zu Paris. 

Felix Savart, geboren 30. Juni 1791 zu Mezieres, gestorben 10. Miirz 1841 
in Paris, war Arzt in StraBburg, spater Professor dor Physik in Paris, zuletzt 
Conservator des physikalischen Kabinets im College do France. 

4) Michael Faraday ist am 22. September 1791 zu Newington boi London 
als Sohn eines Hnfschmieds geboren und am 25. August 1867 in Hampton Court 
bei Richmond gestorben. Faraday wurde mit 13 Jahren Lehrling boi einem 
Buchbinder und Buchhandler, wo er seine freie Zeit mit der Lektiire wissen- 
schaftlicher Biicber und dem Anhoren von Yortriigcn , besonders boi Humphry 
Davy ausfiillte. 1813 wurde er durch dessen Yermittlung Assistent am Labo- 
ratorium der Royal Institution. Nach einer anderthalbjahrigen Roise mit Davy 
hielt er 1816 seine ersten Yorlesungen. 1824 wurde er Mitglied der Royal Society, 
1827 Professor an der Royal Institution. Seine beriihmtc Entdeckung dor Tn- 
duktion, zn dcren Erklarung er den Begriff der Kraftlinien gesch alien hat, 
fallt in das Jahr 1831. (J. Tyndall, Faraday as a discoverer. London. 
5. Aufl. 1894.) 
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„Mit)i!ii‘toimlnktiou“, die darin bestehen, daB eine Veranderung eines 
MagntdiiddfH in cinem geschlossenen Leiterkreise einen elektrischen 
Stnnii v.Tiu-sacht. Uiihrt das veranderliche Magnetfeld von Stromen 

h. f. so ln‘iUt dip Hrschoinung Voltainduktion, rfihrt sie von Magneten 

her, Magnetoinduktion. 

i)as Vnn Faraday geschaffene Kraftlinienbild hat ihn zu einem 
quantitative Lesetze dieser Induktionserscheinungen gefuhrt. Der in 
« iiuuii lim anai Leiterkreise induzierte Strom wird sich nach dem Ohm- 
wlaai aus einer elektromotorischen Kraft ableiten. Die vom 

Leiterkrehe umspannte Flilche ist von magnetischen Kraftlinien durch- 
M f/t, und die Air/uhl dieser Kraftlinien iindert sich, wenn sich das 
Magnetfeld iiudiTt, in dem sich der Leiterkreis befindet. Faraday nahm 
an, dab die in der Xeitcinheit erfolgende Anderung dieser Kraftlinien- 
/aid prop* »rtional mif der den Strom verursadienden elektromotorischen 
Kraft Hei. Denken wir hub die Anderung des Foldes dadurch ver- 
hildla lit, daB di»* Kraftlinien sich versehieben, also nicht am Orte 
\erl*»ren L'ehen, sn wird sich die Anderung der Kraftlinienzahl, die 
den l»eiti*rkrciH durrhsetzi, als die Kraftlinienzahl ergeben, die den 
Leiterkreis hid ihrer Verschiebung durchschneidet. 

St. Auh die.Kem letzteren Bilde, das schon Faraday gehabt hat, 
v. idbrn wir tins cine Verallgeineinerung sehaffen, indem wir zunachst 
aunelimen, daB nicht nur in Leitern eine elektromotorische Kraft 
* »der i ntensitiit induzieri wird, sondern auch in Nichtleitern. Es soil 

i. utn/. allireiuein eiu „elektrisehes Feld" entstehen, wenn ein materieller 
Kerper \nn magnetischen Kraftlinien durchschnitten wird. 1 ) Dieses 
held i' t, wenn der Kurper ein Leiter ist, die Ursache eines elek- 
frevhen St mines. 

1 mgekehrt M»ll aher auch, wenn ein materieller Korper von 
* lektrirvfien Kraftlinien gesehnitten wird, ein magnetisches Feld 

•*ntst«-he!i. 

i. hi*- f« duemlen quautitativen Lesetze fiir diese heiden An* 

r I * **i fti 1 1* u all*- Krfa h rungst at saehen . 

M mu /•;, //, r Fig. Ms i ein rechtwinkliges lvoordinatensystem, 

-war m dies*T Keih*nh>lg<* ein Keehtssystem. 

I !v ^ • *ll**n .hell elektrische Kraftlinien (*E), die die Richtung 
‘.uii / haheii, in der IJiehtung r versehieben, so daB in der (nn- 
nelhru k Lin gedarhtcin Zeiteinheit (lurch eine zu H parallele 

I f . I )'.i< vh. <-hii**idi‘n‘ l soil hier und im folgenden ini Sinne von 
al-.. • •infarh als ein DureliHchneiden im geometrischen 

«»-: Ukiui* i; stun. 
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Langeneinheit die Anzahl n hindurchtritt. Dann ist zwangsweise 
damit ein magnetisch.es Feld parallel der Richtung H von der GroBe 


(i) 



VB 


yerbunden, worm c eine uniyerselle Konstante 
bedeutet. Das Feld H wird „induziert“. 

II. Yerscbieben sich magnetische Kraft- 
linien die die Richtung yon H haben, 

in der Richtung v , so daJB in der Zeit- 
einheit durch eine zu JE parallele Langen- 
einheit m Kraftlinien hindurchtreten, so wird 
parallel der Richtung E ein elektrisches Feld 



"Fig. 148. 




(ii) 



induziert. c ist dieselbe Konstante, wie in (I). 

5. Haben im Falle I die Kraftlinien sE, ini Falle II die Kraft- 
linien pH nicht die Richtung normal zu v , wie hier angenommen, 
so ist zunachst die zu v in der ^jE-Ebene resp. in der vH-Ehme 
normale Komponente der Kraftlinienzahl zu bilden und in die Glei- 
chungen (I), (II) einzusetzen. 

6. Ist die Dichte der Kraftlinienzahl n, in richtiger Kompo- 
nente, so ist, wenn v ihre Wanderungsgeschwindigkeit bedeutet, 

(1) n = ® n v. 

Das erkennt man aus Figur 149. Es sei AB die von den Kraftlinien 
durchsdhnittene Langeneinheit, normal zu v , und wir bilden ein 
Rechteck aus AB und v, ABC I). Auf der Fliiche dieses Rechtecks 
fuBen & n v Kraftlinien. Da v qcm der Flacheninhalt desselben ist, 
und da die Kraftlinien die Geschwindigkeit v haben, so werden 
gerade die Kraftlinien, die diese Flache ABC I) erfiillen, in der Zeit- 
einheit durch AB hindurchtreten. 



Fig. 149. Fig. 150. 


7. Aus Figur 150 erkennt man eine geometrische Deutung, die 

TYlfm HAm Pmrl nlr-f. (V <91 lnmn T"W fiY rlifi Irm vnn 0? <m4‘ 
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die zu v normale Gerade der ^JB-Ebene bedeutet, wenn wir © als 
Lange aufgetragen denken, so ist & n v der Flacheninhalt des Parallelo- 
gramms ans @ und v. Es ist 

@ OT = © sin a, 

(2) n = ©v sin a = [©u], 

we tin wir in it den eckigen Klammern die Bildung des Flacheninhaltes 
andeuten. 

Statt © auf die Normale zu v zu projizieren ; konnen wir auch v 
auf die Normale zu © projizieren (Pig. 150), und es wird 

(3) n = ®v 

&v n ist aber die Anzahl S-Linien, die die Flache ABCD (Fig. 149) 
durchsetzt und es folgt, daB wir aucb jetzt noch, wenn © gegen v 
geneigt ist, die Anzabl Kraftlinien in (I) einsetzen diirfen, die in der 
Zeiteinbeit die Linieneinbeit AB durchsehneidet, daB wir also nicbt 
die Komponente von © normal zu v zu bilden braucben. Das stebt 
in direktem Zusammenhange mit dem in § 29, 7. iiber die Kraftlinien- 
dicbte Gesagten. 

8. Die Langeneinheit, die von den Kraftlinien n durchscbnitten 
wird, ist normal zu der I?'i;-Ebene zu legen. Dann liefert (I) die 
resultierende Feldintensitat K Die Komponenten von H erhalten 
wir in bekannter Weise. 

Geben wir dieser Langeneinheit eine beliebige andere Ricbtung, 
z. B. A' B' der Figur 149, die mit AB den Winkel cp einscblieBt, so 
muB das Magnetfeld nacb dieser Ricbtung die Komponente baben 

(4) H s = Hooscp= ” cos cp. 

Die Anzabl n der Kraftlinien cp, die in der Zeiteinbeit die \Ams A' B' 
durchsetzt, ist aber gleich der, die die Strecke EE, die Projektio.il 
von A'B' auf AB, durchsetzt. Es ist EF = A' B' cos (p = A B cos cp 
und deshalb 

n = n cos cp. 

A us diesem und dem vorigen Abscbnitt folgt dann 

F. 1st s eine beliebige Ricbtung und bewegen sicli n elektrische 
Kraftlinien in einer beliebigen Ricbtung wandernd durch die Langen- 
einbeit von s in der Zeiteinbeit hindurch, so wird ein Magnetfeld in- 
duziert, das langs s die Komponente liefert: 

jy n [(£'<;] cos qp 

©, s, v bilden ein Rechtssystem und es ist © = aE die elektrische 
Kraftliniendicbte (Fig. 151). 
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II'. Analog ergibt II. die Yerallgemeinerung: Wenn magnetische 
Kraftlinien sich in beliebiger Richtung so verschieben, daB eine zu s 
parallele Langeneinheit in der Zeiteinheit yon m Kraftlinien ge- 
schnitten wird ? so wird ein elektrisches Feld induziert, das langs s 
die Komponente besitzt: 

m [g v] cos cp 

c c 

v ist ein Linkssystem (da H ) E, v in Figur 148 ein solch.es ist). 
Hierin ist § = {iH die magnetische Kraftliniendichte (Fig. 152). 




V 


Fig. 152. 



In den Figuren 151 ; 152 ist v die Normale zu der Ebene ? die 
die bewegten Kraftlinien und die Bewegungsrichtung enthalt. Langs 
dieser Linie liegt die resultierende Richtung des erzeugten Feldes. 

9, Wir haben noch z u erortern, was wir unter einer „Ver- 
schiebung“ yon Kraftlinien yerstehen. Wir setzen fest: 

a) Die Kraftlinien haften an ihren Quellpunkten. 

b) Die Qnellpnnkte haften — auch in Leitern — an der Materic. 

c) Nur im Falle elektrischer Stromung yerschieben sich die Quell- 
pnnkte in der Materie, dem Leiter. 

d) Bei der Verschiebung eines Quellpunktes bleiben die nach 
Darstellnng A, § 30, ■ gezeichneten Kraftlinien sich parallel. Dieser 
Satz enthalt eine Definition des Identitatsbegriffes von Kraftlinien 
und soil bedeuten: Hat sich ein Quellpunkt von einem Orte A nach 
einem Orte B verschoben, und ist l die Richtung einer Kraftlinie @ l 
wahrend seiner Lage in A, so ist eine zu l parallele Linie (lurch /> 
als identisch mit der Kraftlinie anzusehen. 

e) Gehoren die zwei Endpunkte einer Kraftlinie Korpern an, die 
relativ zueinander bewegt sind, so tritt eine Schwierigkeit dadurch 
ein, daB wir nicht aussagen konnen, welche Geschwindigkeit wir den 
dazwischen gelegenen Teilen der Kraftlinie zuschreiben sollen. Wir 
setzen daher fest: Die- Kraftliniendarstellung A (§ 30) , die von 
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jedem Ladungselement die Kraftlinien in den umgebenden Raum 
radial und gleichformig hinaustreten laBt, liefert das richtige Resultat. 

Hierzu laBt sich der folgende Zusatz beweisen: 

10. Wenn zwei oder mehr Quellpunkte sich. so be- 
wegen, als ob sie starr miteinander yerbunden waren, so daB 
sie also mit den Systemen ihrer Kraftlinien einen starren 
Korper zu bilden scheinen, dann diirfen wir die Resultie- 
renden ihrer Kraftlinien bilden und in die Gleichungen (I), 
(II) einsetzen. 

Das heiBt, wir konnen fur die Kraftlinien dieser Quellpunkte die 
Darstellungen B oder C (§ 30) wahlen. 

Wir beweisen dies fiir zwei elektrische Ladungen, d. h. wir be- 
weisen, daB sich das Resultat nach I. identisch berechnet, ob wir die 
Kraftlinien jeder der beiden Ladungen fiir sich in Gleichung (I) ein- 
setzen und die beiden Magnetfelder zu einer Resultierenden zusammen- 
setzen, oder ob wir die resultierenden elektrischen Kraftlinien in (I) 
einsetzen und daraus das Magnetfeld berechnen. Fiir mehr als zwei 
Ladungen folgt dieser Satz dann durch vollstandige 
Induktion. 

Bewegen sich zwei Ladungen e l7 e 2 mit ihren 
Kraftlinien so, als ob sie starr miteinander yer- 
bunden waren, so heiBt das: In einem beliebigen 
Punkte P besitzt die yon e t ausgehende Kraft- 
linie ( e 1 P in Fig. 153) nach GroBe und Richtung 
Fig. 153. dieselbe Geschwindigkeit, wie die yon e 2 aus- 

gehende (e 2 P). Auch die Resultierende dieser 
beiden Kraftlinien wird diese selbe Geschwindigkeit besitzen, wenn 
wir sie starr mit e x und e 2 yerbunden denken. 

11. Es sei PF = v (Fig. 154) diese ge- 
meinschaftliche Geschwindigkeit. JP^L = (S x 
und PB = (S 2 m ogen die Kraftlinien, die von 
und e 2 herriihren, nach Dichte und Rich- 
tung bedeuten. PB = (g sei die resul- 
tierende Kraftliniendichte. PA' = @ lw , 
PP' = (S 2w , PB' = ® n seien die im Sinne 
von Nr. 5 gebildeten Projektionen. Die 
Kraftlinien erzeugen ein Magnetfeld 

®inV 




#1 = 


die Kraftlinien ein Magnetfeld 
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die senkrecht zu den Ebenen © 1; v und ® 2 , v stehen (Fig. 154) 
Die Resultante © wiirde ein Feld 



\ erzeugen, nnd es ware zu beweisen, daB 

I H r ^H^H t + H 2 

| (geometriscli addiert) ist, daB also Ii r die Resultante H yon H x und 

f -Kg ist. 

* Der Punkt R' ist die Projektion yon R auf die zu v normale 

j Ebene. Ebenso ist A' die Projektion yon A, B' die yon B in die 

j gleiche Ebene. PA'R'B' ist also die Projektion des Parallelogramms 

j PARB in diese Ebene ; und deshalb ist 

» PR' = PA' + PB\ 

geometriscli addiert, also © M die Resultante von © lw und ® 2w . 

H t und H 2 schlieBen miteinander den gleicben Winkel ein, wio 
@ ltt und ® 2w , da sie auf diesen senkrecht steben. H 1 ist nacb seiner 
I Lange das v)c- fache von @ lw; H 2 das v/c - fache von @ Sm ; das aus H t 

j und Il 2 gebildete Parallelogramm somit ahnlich dem aus © lw und (S 2n 

I gebildeten, und deshalb die Resultante II = II Y -f- 22 2 ^ as fache 

[ der Resultante ® w : 

! __ ^ 

also 

: jst— JEr r . 

i 

! AuBerdem sieht man auoh leicht, daB H senk- 

recht auf © M steht, wie es die Gleichung (I) ver- 
langt (Fig. 155), und damit ist der in Nr. 10 
! aufgestellte Satz bewiesen. 

i 

12. Die Siitze I., II. enthalten zwei gleichsam 
spiegelbildlich analoge Hypothesen. Ob elektrische 
| Kraftlinien ein Magnetfeld erzeugen, oder magne- 

I tische Kraftlinien ein elektrisches Feld, immer 

; ist By Hy v in dieser Reihenfolge ein Rechtssystem. 

| Kehrt man die Richtung E (im Falle I ) 

um, so erhalt man wieder das gleiche Hy wenn man auch die 
Richtung von v umkehrt. Daraus folgt, daB es auch fur das um- 
gebende Magnetfeld gleichgiiltig ist, ob wir negative Elektrizitat in 
; der einen oder die erleiche Menge nositiver in der entereorenuesetzten 



Vig. 155 . 
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Richtung bei gleicher Geschwindigkeit bewegen. Bei elektrischen 
Stromen diirfen wir demnach auch hier (vgl. § 37,3.) uns auf 
©in 6 einzige A.rt von ©lektrischer Ladling beschriinken. 

Es folgt ferner: 

Das elektrische Feld zweier bewegter elektrischer Ladungen 
kann sich unter Urastanden an einem Punkte gerade kompensieren, 
z. B. wenn zwei gleiche Ladungen verschiedenes Vorzeichen haben 
und nnendlich nahe beieinander liegen. Bewegen sich aber die 
Ladungen in entgegengesetzter Richtung, so werden die von ihren 
Kraftlinien erzeugten Magnetfelder sich gegenseitig verstarken. Das 
Entsprechende gilt naturlich fur bewegte magnetische Mengen. So 
erklart es sich z. B., daB ein Punkt in der Umgebung eines elektriscben 
Stromes das elektrische Feld Null besitzen kann, in diesem Punkte 
die elektrischen Kraftlinien aber dock ein Magnetfeld erzeugen. 

13. Weiter konnen wir aus den Gleiclmngen (3) und (I) sehlieBen, 
daB wir jede Elementarladung v (lurch eine beliebige andere ersetzen 
diirfen, wenn wir gleichzeitig dereu Geschwindigkeit so amlern, daB ev 
den Wert nicht andert; denn es ist iS'r u poroportional mit ev, wenn 
wir die Kraftlinien darstellung A (§ 30) wiihlen, da dann ffi pro- 
portional mit e, v n proportional mit v ist. 


§ 40. Das Magnetfeld elektidseher Strdme. 

1. Es sei ein linearer elektrisehor Strom gegeben, der irgend 
eine gescblossene Leiterbahn durrhflieBt . ') dudes Teilohen der be- 
wegten elektrischen Ladting verursacht an einem Punkte P ein 
Magnetfeld und alle diese Felder werden sieh zu einem resuliierenden 
zusammensetzen. 

Wir stellen die Fragc auf, wic ist das Magneifeid ./// be- 
schaffen, das die dure.li ein unendlieh kleines Element, ds der Strom- 
bahn tiieBende Elektnzitiitsmenge mittels ihrer Kraftlinien in P er- 
zeugt (Pig. 150). 

Es sei yds die in eincni Zeit moment auf ds belindlielie Menge 

1) Ampere hat einen soleheu Strum hezuglirh seiner magnctisehen 
Wirkungcn (lurch die. ,, magnet i.srlie lioppelfiiidie** eixd/t, zwei unendlieh he- 
naclibarte Fliiclicn, von denen die eine positive, <i i«* and«*re di«* gleiche Menge 
negative magnetische Ladting trilgt. Oiese Auffassung i-l ft i r die Kntwicklung 
der Theorie sehr fruchthar gewcscn. Besonders lasseu sich aueh «1 i t; pondero- 
motorisehen Krafte zweier Strdme aufeinander, auf < 1 i < * wir hier nicht eingehcn 

ward art /I O ro vi a a 1 A /\ \ 4 rx v I 
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der in ds in der Pfeilrichtung stromenden Elektrizitat, q also eine 
„Liniendichte“ der Ladung (entspreckend der „Flachendichte“), oder q 
die auf der Linieneinheit befindliche Ladung. 

1st v die Geschwindigkeit dieser Ladung, so 
ist qv die auf der Lange v befindlicke Ladung, 
und dies ist die Ladung, die in der Zeitein- 
heit durcb einen Querschnitt des Leiters 
hindurchtritt, weil eben v die Geschwindig- 
keit ist. Es ist also 

qv = J 

die ,,Stromstarke“, wobei in q mit um- 
gekebrtem Yorzeichen bei umgekebrter Ge- 
schwindigkeit aucb die negativen stromenden 
Ladungen enthalten sind (§ 39, 12.). 

Will man annehmen, da6 sick die einzelnen Elementarladungen 
mit yerschiedenen Geschwindigkeiten bewegen, so bietet das keine 
Schwierigkeit, da man nach § 39, 13. jede solche Ladung durcb 
eine geeignet gewahlte andere mit beliebiger Geschwindigkeit er- 
setzen darf. 

Es sei r der Abstand des Punktes P von ds, a der Winkel, den 
r mit ds einscblieBt. 

Nadi § 29, 6. haben die von q ds ausgelienden elektrischen Kraft- 
linien im Punkte P eine Dielite yds/^Ttr 2 , gleicbgiiltig, welches die 
Dielektrizitatskonstante des umgebenden Mediums ist. 

Diese Kraftlinien verscbieben sicb parallel mit ds. Um das 
Gesetz I anzuwenden, haben wir von dieser Kraftliniendichte die 
Komponente normal zu v (also zu ds) in der r, -y-Ebene zu bilden: 



Dann wird 




q ds 
4 itr* 


sin a. 




in Gleicbnng (1) 
erzeugt : 


oder 

( 2 ) 


zu setzen sein, und somit in 

. rr Q ds V 

A 11 = -- sin a, 
c 4te r~ ; 

v jjr J dS 

A H = , sm a, 

4ztc c r~ 7 


P ein 


Magnetfeld 


und dieses Magnetfeld wird in Figur 156 nacb binten normal znr 
Zeichenebene gericbtet sein, da es normal zu der durcb r mid ds 
gelegten Ebene ist. Die Gleichung (2) enthalt das Biot-Savartsche 
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Gresetz und auBerdem die Amperesche sogenannte ,,Sehwimmerregel“ 
die aussagt: 

Denkt man sieh xnit dem elektrischen Strome schwimmend, so 
daB der Strom in die Beine ein- und zum Kopfe austritt, und wendet 
man sick mit dem Gesicht gegen die Magnetnadel, so wird deren 
Nordpol durch den Strom nacli links abgelenkt “ 

Anwendungen. 

2. Das Magnetfeld eines geradlinigen uneudlich langen 
linearen Stromes. 

Wir konnen uns einen solchen Strom angeniihert realisiert 
denken durch einen moglichst diinnen, gerude ausgespannten Draht 
ron groBer Lange, dessen Enden man mittels weit gehogener Zu- 
leitungsdrahte mit einer Stromquelle verbindet. Das von uns zu be- 
rechnende Magnetfeld kerrscht dann an Orten, deren Abstand von 
dem geradlinigen Draht klein ist gegen die Abstande von den Draht- 
enden und den Zuleitungsdrahten, aber groB gegen den Draht- 
durchmesser. 

Dieser Draht wird nun von einem Strome, positive!* Ladung in 
einer Richtung und einem Strome negative!* in der entgegengesetzten 
Richtung durchflossen. Ersetzen wir naeh § 39, 12. die letztere durch 
eine mit der ersteren gleidigeriehtete positive Strbmung, so muB, 
wenn der Strom J im Draht stationin' ist, die lineare Diehte q der 
hewegten Ladung aquivalont mit einer im Draht zeitlieh und ortliek 
konstanten Ladung sein (§ 39, 13.). 

Die resultier enden Kraftlinien in der Umgebung, die wir nach 
§ 39, 10. in die Rechnung einluhren durfen, sind die einer gleieh- 
formig elektrisch geladenen Geraden. Die Symmetrie verlangt, daB 
diese Kraftlinien radial zum Draht in den tinigebenden Raum verlaufen, 
so daB die Niveaufliichen Zylinderfliiehen mit dem Draht als Aclise 
hilden. Die Langeneinheit dieses Draht.es sen det o Kraftlinien aus 
und diese durchsetzen eine Zylindcrllaehe voni Radius r cm und der 
Hohe 1 cm, also vom Flacheninhalt 2r7t qem, gloiehfbrmig. Die 
Flacheneinheit dieser Zylinderiliiche wird somit von 


Kraftlinien normal durchsetzt. 

In einem Punkte P im Normalahstande r voni Draht ist also 
die Kraftliniendichte (j/2rn ; und diese Kraftlinien bewegen sich in- 
folge der Stromung normal zu ihrer Riehtung. In der Zeiteinheit 
werden 
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Kraftlinien die zu r und v normale Langeneinheit durchschneiden und 
ein Magnetfeld 


( 3 ) 


H=-^~ 

2 r ?tc 


J 

2m c 


erzeugen. Dieses Feld hat die Richtung der Tangente an den durch P 
normal um den Draht gelegten Kreis, entsprechend der Ampereschen 
Sehwimmerregel. 

Denselben Wert besitzt das magnetische Feld im umgebenden Ranme 
auch dann, wenn der Strom in einem unendlich langen nicht linearen 
kreiszylindrisclien Leiter fiieBt. Denn die Kraftlinienverteilung eines 
solchen im umgebenden Raume ist aus Symmetriegrlinden die gleiche, 
wie wenn die elektrisebe Ladung in seiner Acbse konzentriert ware. 

3. Das Feld im Mittelpunkte der Tangentenbussole. 

Die Tangentenbussole wird von einem eine Kreisbahn durch- 
flieBenden Strome gebildet. Im Mittelpunkte der Kreisbahn befindet 
sich der Drehpunkt einer sebr kleinen um eine Vertikalach.se dreh- 
baren Magnetnadel, die das Feld anzeigt. Die 
Tangentenbussole ist so aufgestellt, daB die 
Ricbtung der Horizontalintensitat parallel mit 
der Ebene der Kreisbahn ist. 

Ein solcher Kreisstrom ist mit groBer Gre- 
nauigkeit realisierbar in der in Figur 157 an- 
gegebenen Weise. Die Stromzufuhr erfolgt bei A 
an zwei unmittelbar benachbarten Funkten der 
Kreisbahn. Die beiden Zuleitungsdrahte konnen 
bis auf beliebige Entfernung unmittelbar be- 
nachbart geleitet werden, so daB sich, da sie 
von entgegengesetzten Stromen durchflossen 
sind, ihre Magnetfelder in geringem Abstande schon aufheben. 

Zur Berechnung des Magnetfeldes im Mittelpunkte wenden 
wir bier zweckmaBig das Biot-Savartsche Gesetz (Gleichung (2)) 
an. Es ist 

i/= ^ sin a 7 

/ i 4 it cr £ 7 

O 

geometrisch zu summieren liber alle Elemente der Kreisbahn. Die 
Ebene, in der ds und r liegen, ist die Kreisebene. Jedes Stromeleraent 
erzeugt also ein Magnetfeld normal zur Kreisebene und die geometrisehe 
Summe wird eine algebraische. Fur den Kreismittelpunkt wird all- 
gemein a = 90 °, sin a = 1 und r = a konstant. Somit wird 
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und Uds — 2a3t, also 

(4) 

und dieses Feld steht senkrecht zur Kreisebene, in Figur 157 nach 
der Schwimmerregel von vorne nach. hinten. 

4-. 1st die Magnetnadel hinreichend klein, so daB ihre Enden 
nicht an Orten liegen, in denen das Feld merklich von dem im 
Mittelpunkte befindlichen abweicht, so wird sie sich nun in die resul- 
tierende Richtung der zur Kreisebene parallelen Horizontalintensitat 
des Erdfeldes H c , und der dazu normalcn Feldintensitat H des 
elektrischen Strom es einstellen. Diese resultierende Richtung schlieBt 
mit der Kreisebene einen Winkel a ein ? dessen Tangens gegeben 
ist durch ^ 

t S a== = 2 c a H ( . 1 

und daraus folgt 

J =2 caH c tg a. 

Die Kenntnis des Erdfeldes II r , der Konstanten c und des 
Radius a der Tangentenbussole ermogiicht es also, die Stromstarke 
aus dem Ablenkungswinkel zu bestimmen. Will man blob Strom- 
starken miteinander vergleiehen, so ist die Kennfcnis dieser GroBen 
nicht erforderlich. 

5. Gelingt es uns umgekehrt, eine bekaimte Elektrizitiitsmenge 
gleichformig durch die Tangentenbussole zu senden, so konnen wir 
aus dem Ablenkungswinkel die Konstante c ermitteln. Das ist in 
etwas veranderter Form das Prinzip, nach dem in Wirklichkeit diese 
Konstante ermittelt worden ist. Es ergibt sich 

= 3- 10 10 , 

und die Dimensionen von c sind die ciner Gosch windigkeit. Letztcres 
erkennt man am einfachsten durch Kombination der G Ieichungcn (I) 
und (3) in § 39. Danach ist 

//^v 

c 

Da H und (& = fE gleiche Dinumsioncn haben, rmisson auoh v 
und c gleiche Dimensionen haben. 

Der Wert von c ist, so we it die Genauigkei t der 
Messungen das erkennen lilBt, identisch mit d(*r Fort- 
pflanzungsgesch windigkeit des Lichtes ini Vakuuni. 

6. Das Feld im Inner n einos unendlicli lan gen 
Solenoids. 

Wir denken uns einen unendlicli lam/en Zvlindermantel von un- 
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endlich kleiner komogener Wandstarke q und beliebiger Querscknitts- 
form (Fig. 158) ohne sckarfe Kanten. Dieser Zylinder soli von einern 
komogenen elektriscken Strome umflossen sein; d. k. denken wir uns 
ans dem Zylinder einen Ring 
von der Hoke DE = 1 cm keraus- 
gescknitten, so soil parallel mit 
den Leitlinien dieses Zylinders eine 
Stromung von der GroBe i den 
Ring umflieBen and i soil fiber den 
ganzen nnendlicken Zylinder kon- 
stant sein. 1st q kinreickend klein, so konnen wir die Stromnng als 
die Bewegnng einer Flackenladung anseken. i ist die Stromdickte 
der Flackenladung, die durck die Langeneinkeit parallel zu einer 
Erzengenden des Zylinders flieBende Stromstarke. Die Dimensionen 
von i sind die einer Stromstarke dividiert durck "’eine Lange. 

7. Wir denken uns eine eventuelle stromende negative Ladung 
nack § 39, 12. durck die entgegengesetzt flieBende positive Ladung 
ersetzt. Wir denken uns weiter zwei in unendlick kleinem Abstande ds 
voneinander entfernte Erzeugende AB und A r B' des Zylinders ge- 
zeicknet. Ist a die Flackendickte der Ladung, so wird sick auf einem 
Zentimeter DE des zwiscken diesen gelegenen Streifens die Ladung 
ads befinden. Wenn sick diese Ladung in der Stromrichtung (Pfeil- 
ricktung der Figur 158) versckiebt, werden sick die einzelnen Teile 
dieser Ladung gegeneinander nickt versckieben oder drehen, wenn ds 
kinreickend klein gewaklt wird. Der Streifen AA'B'B wird sick 
mit abnekmendem ds wie eine elektrisck geladene Linie verkalten, 
die sick normal zu ihrer Richtung bewegt. Wir konnen auf ikn das 
Gesetz § 39, 10. anwenden, nickt aber auf alle Ladungen des Zylinders. 
Die resultierenden Kraftlinien des Streifens werden, wie in Nr. 2 die 
Kraftlinien eines geraden Drahtes, in den umgebenden Raum straklen- 
formig verlaufen und im Abstande r von der Geraden AB die Dichte 

g o ds 
2r tc 

besitzen. Dort aber bewegten sick die Ladungen parallel der Geraden, 
bier senkreeht zu ihr. 

8. Figur 159 sei ein Quersclmitt des Zylinders. Wir wolien 
berecknen, was fiir einen Beitrag der Elementarstreifen A A' B' B der 
Fig. 158 zu dem Magnetfelde eines beliebigen Punktes B liefert. 
P kabe von ds den Abstand r, und r scklieBe mit ds den Winkel a 
ein. Dann ist durch obigen Wert (£ die Kraftliniendickte der 
von DD'E'E ausgehenden Kraftlinien gegeben. Diese versckieben 
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sich nach. § 39, 9., d parallel mit ds und nach (I) wird das Magnet- 
feld in P 







6 dsv sin < 
nc 


erzeugt. 


Es ist i = tfv die durch die Langeneinheit 
der Erzeugenden flieBende elektrische Stromung. 
Em Element des Zylinder mantels vom Querschnitt ds 
liefert also zu dem Magnetfelde den Beitrag 

. r r id , s sin « 

(5) 2r,c > 

der wie man sieht, ahnlich gebaut ist, wie der des Biot-Savartschen 
Gresetzes, nnr daB im Kenner 2r in erster Potenz steht. Die Richtung 
von AH ist die Normale nach vorn zur Zeichenebe.no der Figur 159. 

Die Grleichung (5) gilt in gleicher Form fiir Punkte im Innen- 
raume wie fiir solche im AuBeuraume des Zylinders. 

9, Wir teilen den Querschnitt des Mantels (Fig. 1(>0) in Ele- 

in ente ds ein, die so klein sein 
nuissen, daB die von ihren Enden 
(A und II) nach V laufenden 
Kraftlinien nodi als hinreichend 
parallel anzusehen sind, daB also 
der Winkel <o, den sie mitein- 
ander einschlieBen, hinreichend 
klein ist. Dernnarh werden wir 
die Kintfdlung zweekrnaBig so vor- 
nelirncn, daB o) fur alle Klemonte 
Fi R- u;o. ds das gleirhe ist. Wir fa, seen 

zwei aus dem Mantel herausgesehnitiene Klemente ins Auge, die 
zwischen denselben zwei in P sieh srhneidenden Ehenen ge logon sind. 

i Fig. 1BO fiir einen inneren, Fig. 1(S1 
fiir einen iiuBeren Pimkt.j 

l in P sehlagen wir einen Kreis 
• in der Zeielienehmie } vorn Ihtdius 1. 
Die beiden Kbenen sehneidon dann 
aus diesem ein Flement von der 
Lange bib' (o heraus. 

Das Element AH liefert zu dem Magmdfehb* in I* den Beitrag 
(nach Grleichung (5)) 

/ ds sin a 




All = 


i A (' 
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5. Elektromagnetismus. 


also 

( 6 ) 


AC = r<a, 


AE= + 


ico 
2 7C c 


ein von r unabhangiger Wert. 


10 . Den gleichen Beitrag liefert, abgeseben vom Vorzeichen, 
auch das Element A B r in P. 

1st P ein auBerer Punkt (Fig. 161), so lebrt die Schwimmer- 
regel, daB AB und A B' in P entgegengesetzt gerichtete Beitrage AH 
liefern. Diese werden sicb also paarweise aufheben. 

Im AuBenraume des Zylinders existiert iiberhaupt kein 
Magnetfeld. 

11 . Im Innenraume sind nach der Schwimmerregel die Beitrage 
aller Elemente AH gleichgericbtet. Sie superponieren sicb also, 
und es wird im Punkte P das Feld 


(0 




i 

c 


berrscben. 

Dieses Feld ist, wie man sieht, vom Orte unabbangig. Das Magnet- 
feld im Innern des Zylinders ist homogen. 

Es ist aber aucb von der Gestalt der Leitlinie des Zylinders un- 
abhangig. Alle Zylinder, die von der gleichen Stromung umflossen 
sind, liefern das gleicbe Magnetfeld. 


12. In folgender Weise konnen wir die hier besprochenen Ver- 
baltnisse angenahert realisieren. Der Zylinder sei ein Kreiszylinder, 
der als unendlich lang gegen seinen Querscbnitt angeseben werden 
darf. Diesen umwickeln wir spiralformig mit einem moglicbst diinnen 
Draht moglichst dicht, Windung neben Win dung, aber so, daB jede 
Windung von der nachsten durcb ein en Nicbtleiter getrennt ist. Eine 
solcbe Drabtspirale heiBt ein „Solenoid“ Es mogen v Windungen 
auf ein Zylinderstiick von der Hohe von 1 cm gehen. Lassen wir nun 
den Draht von einem Strome von der Starke J durchflieBen, so wird 
i = vJ die dieses Zylinderstiick von der Kobe von 1 cm umflieBende 
Stromung sein, wo v eine reziproke Lange ist. Und es wird das 
Feld im Solenoid 

( 8 ) H=V c ' 


Dieser Wert ist nur in den Gegenden richtig, die fern genug 
von den Enden der Spirale gelegen sind. 
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§ 41 . 


8 41 Die induzierte magnetomotorisclie und elektromotorische 

Arbeit. 

1. Die gemaB den Gleichungen (I), (II) (§ 39, Seite 2G8) , ; i n - 
duzierten“ Felder konnen yon statischen Feldern iiberlagert sein, fiber 
die diese Gleichungen naturgemaB niclits aussagen. Solclie statische 
Felder konnen aber aus den induzierten Feldern selber durch „In- 
fluenz" (§ 35) entstehen. Denken wir uns z. li ; es bewegen sich in 
einem Raume magnetische Kraftlinien und wir berechnen nach (II) < 
das daraus resultierende elektrische Feld, und bringen in dieses Feld 
einen isolierenden Korper hinein. Die Permeabilitat dieses Korpers wird 
im allgemeinen, wenn er nicht „ferromagnetiseh“ ist, nur wenig von dem 
der Umgebung verschieden sein; wohl aber kann seine Dielektrizitats- 
konstante betrachtlich abweichen. Es werden sich demgeinaB die 
bewegten magnetischen Kraftlinien nicht wescmtlieli veiiindern. Das 
elektrische Feld aber wird infolge Inttuenzelektrizitiit in den ein- 
gefiihrten Korpern ein ganz anderes, als aus der Gleichung (II) 
folgen wiirde. 

Die Anwendung der Gleichung (II) liefert uns also ein falsches 
Ergebnis, wenn wir nicht gleiehzeitig auf die im Ranine vorhandene 
Verteilung der Dielektrizitiitskoiistanten Riicksieht nehmen, die in 
dieser Gleichung gar nicht vorkommt, und das Gleiche gilt fur die 
Gleichung (I) und die Penneabilitiit. 

2. Im yorigen Paragraph on (Nr. 2) haben wir das Magnetfeld 
eines geradlinigen linearen Stromes J im Abstande r von der Strombahu 


gefunden. Zeichnen wir in oiner zur Stronibalni senkreehten Ebene 
einen Kreis vom Radius r, dessen Mittdpunkt in der Strombalm 
liegt, und nennen wir den Umlaufsinn posit iv, fur den die positive 
Stromrichtung die positive Drehaehse ist (§ 12, 9.i, so tinden wir 
nach der Schwimmerregel, dab wir iinmcr beim Durchlaufen der 
Kreisbahn in diesem Sinne aueh das induzierte Magnetfeld in positiver 
Richtung durchlaufen. Bilden wir die magnetomotorisclie Arbeit fiber 
diese Kreisbahn, in dem wir die Kreislinie in liinreiehend kleine Ele- 
mente ds zerlegen, 

so wird diese sich aus lauter positiven Summandeii zusanimensetzen 
und nicht, wie es bei einem statischen Felde der Fall ist (§ 35, 7.), 


4. Elektrizitat und Magnetismus. 
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Die Richtung der induzierten Feldintensitat ist fiberall der Kreis- 
bahn parallel, d. b. es ist II s = H , und dieser Wert ist fiber den 
ganzen Kreis nach Grleichung (1) konstant. Es wird also 

A m = H^ds 

und da Eds = 2rjt y und nach. § 40, 2. H = J /2r%c ist, 

(2) 4.-T- 

3. Diese Grleichung lehrt uns, daB die ^induzierten Felder" von 
den statischen sich dadurch unterscheiden, daB fur sie die maometo- 
inotorische (elektromotorische) Arbeit fiber gesehlossene Kurven nicht 
allgemein verschwindet, sondern bestimmte Werte annimmt. Und diese 
Werte sind unabhangig von den sich fiberlagernden Feldern, also frei 
von den in Nr. 1 besprochenen Fehlern: Denn ist H x ein induziertes, 
H 2 ein statisches, H das aus beiden resultierende Feld, und ist 

J2E ts ds = A x 

o 

die magnetomotorische Arbeit des Feldes H ± iiber eine vorgelegte 
gesehlossene Kurve, so ist 

J£H 2 ,ds- 0 

o' 

fiber dieselbe Kurve, also 

s . ds + y. If 2 v ds = A v 
O' O' 

Wenn wir in beiden Summen die ds identisch wahlen, folgt: 

A. = . + s s .) ds = 2s. ds = A, 

O O 

d. h. ob wir die magnetomotorische Arbeit des induzierten oder des 
resnltierenden Feldes bilden, ist fur das Resultat gleichgfiltig. 

4. Es sei eine beliebige gesehlossene Kurve s (== s L -f .s 2 ) gegeben 
(Fig. 162), in einem Raume liegend, in 
dem sich elektrische Kraftlinien ver- 
schieben. Nur die eine Redingung knfipfen 
wir an die Lage dieser Kurve: sie soli 
nicht einen elektrischen Strom umschlingen, 
oder genauer: sie soil so gelegen sein, daB 
es moglich ist, eine (eventuell gewolbte) 
einfach zusammenhangende (Bd. II, § 96) 

Flache s in ihr auszuspannen, durch die 
kein elektrischer Strom hindurchtritt. 
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II. Elektmche und magnetische Kraftlinien, 


§ 41 . 


Dutch eiue solche Flache ist unterschieden, was bei dieser Kurve 
„innen“ und „auBen“ heiBt. 1 ) 

Die bewegten elektrischen Kraftlinien werden im allgemeinen 
einen Teil s t der Kurve von auBen nach innen, einen anderen Teil $ 2 
yon innen nach auBen durchwandern. Den Umlaufsinn der Kurve s 
rechnen wir in einem bestimmten Smne positiv, so daB die das 
Innere durchsetzende Kraftlinienrichtung dann als positiv anzusehen 
ist, wenn zu ihr dieser Umlaufsinn eine Rechtsdrehung bildet. 

5. Durch ein Element (ls t von s L mogen v t positive Kraftlinien 
in der (unendlich kleinen) Zeiteinheit ins Innere eintreten. (Aus- 
tretende negative Kraftlinien sind Equivalent mit eintretenden posi- 
tives) Durch die Langeneinheit von (Is j werden dann 


Kraftlinien in der unendlich kleinen Zeiteinheit eintreten, mid ein 
magnetisches Feld erzeugen, das nach (I ) hings <1 s x die Komponente 


besitzt. Dieses Feld hat die Riehtung des posit iven Uinlaufes, wie 
man aus der Figur 151 und Gleiehung (V) sieht, d. h. es hat die 
Riehtung von A nach B (Fig. 1<>2). A lie Elements von ,s, liefern die 
magnetomotorische Arbeit fiber das Kurvenstfiek s x von A nach B 


oder 


A 



(Is 


V,, 


i > 


A 


\ 


Pi 


wenn wir mit pi die Gesamtheit aller in das Innere der Kurve in 
der Zeiteinheit eintretenden Kraftlinien verstehen. 


6. In gleicher VVeise liefern die, (lurch s. 2 austrefenden Kraft- 
linien Felder, die die Rielitung <hen falls von A nach />, also in 
negativem Umlaufsinne besitzen, 



und die magnetomotorische Arbeit fiber von /> nach A wird 


1) Wir schliefien also den Fall aus, dafj dir* Kurve <*i non Knoten bildet. 


5. 


Elektromagnetismus. 
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-^-2 ~ 2^s^ S l ~~ c 
A 

oder 



wo p 2 die (positive) Summe aller in der Zeiteinheit austretenden 
Kraftlinien bedeutet. 


7. Es ist die magnetomotorische Arbeit fiber die ganze ge- 
schlossene Knrve 

An = A + A 

oder 

(3) els = • 

o c 


p t — p 2 ist die Differenz der in der Zeiteinheit ein- und austretenden 
Kraftlinien, also der Zuwachs in der Sekunde der die Flache S 
der Kurve durchsetzenden Kraftlinien. 

III. Die magnetomotoriscbe Arbeit fiber eine gescblossene 
Kurve ist gleicb dem 1/c-fachen der in der Zeiteinheit er- 
folgenden Zunahme der die Flache S der Kurve durch- 
setzenden Zahl elektrischer Kraftlinien. 

Eine Abnahme dieser Kraftlinien ist dabei als negative Zunahme 
in Rechnung zu setzen. 


8. Fur die elektromotorische Arbeit und bewegte Magnetkraft- 
linien gilt das Entsprecbende. Aber wir mfissen die Kraftlinien- 
richtung in entgegengesetztem Sinne zum Umlaufsinn positiv ansetzen 
(vgl. Fig. 152 und IF). Die magnetische Kraftlinien zahl ist dann als 
positiv anzusetzen, wenn dicse Richtung der magnetischen Kraftlinien 
zum Umlaufsinn die Achse eines Linkssystems bildet. 

Statt dessen konnen wir aber auch das Yorzeichen umdrehen 
und bei einem Rechtssystem bleiben. Dann wird 


(4) 2 Ads--"' c ,h , 

wenn g 1 die Anzahl der eintretenden, </ 2 die der austretenden magne- 
tischen Kraftlinien bedeutet. Jetzt steht der Umlaufsinn beziiglich der 
Magnetkraftlinien q in der Relation der Rechtsdrehung; — (q t — q 2 ) 
ist die Abnahme der magnetischen Kraftlinien. In Worten sagt (4): 

IV. Die elektromotorische Arbeit fiber eine gescblossene 
Kurve ist gleich dem 1/c-fachen der in der Zeiteinheit er- 
folgenden Abnahme der diese Kurve durchsetzenden Zahl 
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II. Elektrische und magnetische Kraftlinien. 


§ 41 . 


In III. und IV. ist der positive Sinn von 5 eine Rechtsdrehung 
zu der positiven Richtung der Kraftlinien p und q. 

9. Wenn in deni betrachteten Raume nur stationare elektrische 
Strome, aber keine anderen bewegten Elektrizitaten vorkominen, so 
werden sieb zwar elektrische Kraftlinien verschieben, aber ihre Dicbte 
wird fiberall konstant bleiben. Es werden nur an jedem Orte Kraft- 
linien durch solcbe von gleicher Dicbte unci Ricbtung ersetzt. 

Denn ware das nicbt der Fall, wfirden sich also irgendwo Kraft- 
linien ansammeln, so waren die Bedingungen der stationaren Stromuno* 
nicbt erfullt. 

Daraus folgt: In eine geschlossene Kurve in der Umgebung 
stationarer Strome, die aber von keinen Stromen durchsetzt wird 
niussen ebensoviele Kraftlinien ein- wie austreten. Es ist p x U11( j 

(5) A m -2H,ds-Q 

im Falle stationarer Strome. 


10 . Wir wollen uns einen beliebigen linearen Strom J' vor- 
stellen, dessen Stroxnbahn keine scharfen Ecken bilden. soil. Wenn 
wir binreicbend nabe an diese Strombalm lierahgehen, konnen wir 
sie als geradlinig anseben. Legen wir in einer zu der Strombahn 
senkrecbten Ebene einen Kreis inn die Strombahn konzentriscb heriim 
der einen binreicbend kleinen Radius hat, so konnen wir die 
magnetomotoriscbe Arbeit fiber diese Kreisbalm uach (Jleicliung (2) 
berecbnen. 

Wir wollen an die Flliche I dieses Kreises zwei Ansatzflaelten II 
und III ', wie in Figur 1P>3 angedeutet, anlegen. Diese Ansntzflachen 
branch en nicht (diene Fliiehen und aucb nicbt 
unendlicli klein zu sein. Durch geeignete Form 
und Krunimung konnen wir es erreiclien, dafi 
eine beliebige Kurve .s* die 1 1 m rand i mg aller 
drei Fliiehen wird, und wir wiihlen fur die drei 
einzelnen Kurven in iblgemler Weise positive 
Unilaufsinne. Der positive Ijrnlaufsinn der 
flache I sei derart, dab di(* K reisfliiche in 
Iiecbtsd rehung zum Strome unilaufon wird 
Fiir die zwei Ansatzlliicben soil der positive 
Umlaufsinn derart sein, dab die die Kreisbalm 
berfihrenden Linien entgegengesctzt zu (bun Umlaufsinn der Fliiehe I 
dnrcblaufen werden (vgl. die Pfeilnehtungen in Fig. ld-J). 

11 . Vir bilden jetzt die Summe der magnetoinotoriselien Arbeit 
Qber die drei Randkurven der drei Fliiehen. Nur die maimetomoto- 



rig. ir»3. 


§ 41 . 


5 . 
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rische Arbeit urn die Flache 1 bat einen yon 0 abweichenden Wert, 
den Wert der Grleichung (2). Nach Grleichung (5) miissen die magneto- 
motoriscben Arbeiten fiber die zwei anderen Flachen, II nnd III , 
yerscbwinden. Es ist also, wenn H' das Magnetfeld des Stromes J' 
bedeutet, 

2 b; ds 4 - 2 b; cis + JEh; ds = — • 

/ ii ill c 


Zerlegen wir die drei Summen in Einzelsummen fiber die zwischen 
den Punkten A, B, G , D (Fig. 163) gelegenen Strecken, so folgt: 

(L) 2 H s 'ds + (B) 2 R;ds 

A C 

( 6 ) + ( (L) 2 H m ds + 1 #/ ds + (£') J ; 5 / ds + J 1 /// ds 

\ C A B J) 

+ ((E) 2 ds + J 7 ^' ds + ( R ')2 H s ds + ds 

Der vor dem Zeieben 2 stehende eingeklammerte Buchstabe deutet 
nach der Figur den Weg an, iiber den die Summierung erfolgen soil. 
Dieser Buchstabe fehlt, wo kein Zweifel iiber den Weg moglicb ist. 

12. Es steben in diesem Ausdruck eine Anzabl Summenpaare, die 
sich nur durch die Ricbtung, in der ein und derselbe Weg durch- 
laufen werden soil, unterscbeiden. Es lauten z. B. die erste Summe 
der ersten Klammer und die erste Summe der zweiten Klammer 




+ (L)j$H;ds. 

A C 

In diesen beiden wird derselbe Weg das eine Mai in Riehtung 
der II', das andere Mai gegen diese Ricbtung durcblaufen. Iin einen 
Falle sind also diese II' die negativen Wcrte you denen des anderen 
Falles, und die beiden Summen ergeben zusammen den Wert 0. 
Machen wir das mit alien Summenpaaren, bei denen es moglicb ist, 
so bleibt in Gleicbung (6) nur librig: 


oder 


{11)2:11' ds + (R)j?H;ds = 
n d 



r_ 

c 


Die magnetomotorische Arbeit fiber eine beliebige ge~ 
scblossene Kurve, die den Strom J' umschlieBt, ist gleicb J r jc. 
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§ 41 . 


13. UmscMieBt dieselbe Kurve s nicbt den Strom J\ sondern 
einen anderen, beliebig gelegenen Strom J", bo wird 

8 

mid sind beide Strome gleicbzeitig vorbanden, so superponieren sicb 
H; und H" zu einem E s und es folgt: 

2h s ds = ds + 2-h;' as = -- + J " ■ 

8 8 


Fiir eine beliebige Anzabl die Kurve s durchsetzender Strome J 
ergibt sich in gleicber Weise 

(7) 

O 

ZJJ bedeutet hier die Smnme aller die Flache S der Kurve 6“ durch- 
setzenden Strome, wobei alle die Strome als positiv zu nehmen sind ; 
die die Kurve in positiver Richtung, d. h. als Achse eines Rechts-. 
systems, durebsetzen. 

Die Bedingung, dafi die Strome lineare sein miissen, ist jetzt 
aucb iiberfliissig, da wir einen beliebigen raumlieben Strom als 
Summe von linearen Stromen auffassen konnen. 


14 . In Worten sagt die Gleiohung (7): 

Y. 1 ) In einem Raume, in dem stationary* elektrische 
Strome existieren, sonst aber eine Verschiebung von Kraft- 


1) Die Satze III, IV, V enthalton die wesentlichen (Irundlagen fur die 
Maxwellschen Gleicbungen, die soforf folgen, worm wir dio niagnetomotorischen 
Arbeiten auf die Umrandung einer unondlich klcinen Fliichencinheit sonk- 
reebt zu den diese Flache durehsotzenden Kraftlinien hezichen. Dann wird 


y t H M ds — rot I/, y,E t d8 ~~ rot K ; die Zunahmc in der Zoitoinheit der die 

0.0 ( u ]< ; 

Flacbeneinbeit durehsotzenden elektrisehen Kraftlinien wird , , die ent- 

ail 

spreebende Abnabmc der die Flachoneinheit durchsetzenden magnetischen Kraft- 
d I£ 

linien wird * Die Summe aller die Fliicheneinheit, durchsetzenden 

at 


Strome, bei stetiger Verteilung der Strome, wird j, wenn i -- X K die Strom- 
diebto ist; und deshalb gehen die Siitze HI, IV, V fiber in 


c rot K 


dp II ^ 
(It ; 


e rot H « IK 4- ■ 

~ dt 

James Clerk Maxwell ist am 13. Juni 1831 bei Edinburgh geboren und am 
5. November 1879 in Cambridge gestorben. Kr war von 1871 an Professor der 
Experimental bysik an der Universitilt Cambridge und Mitglied der Lond. 
Roy. Soc. 
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linien nicht stattfindet, ist die magnetomotoriscbe Arbeit 
fiber eine geschlossene Kurve gleicb dem l/c-fachen der 
algebraischen Snmme aller diese Kurve durchflieBenden 
Stromstarken, wobei positiv die Stromstarken zu rechnen 
sind, die die Kurve in positiver Ricbtung durcbflieBen. 

Die Gleicbung (7) umfaBt die Gleicbung (5), die direkt aus ihr 
folgt, wenn 2JJ — 0 wird. 


§ 42. Die magnetisclie Indnktion. 

1. Wir baben bereits im vorigen Paragraphen das Gesetz kennen 
gelernt, das fur die Erscheinungen, die wir jetzt zu besprecben 
baben und deren Auffindung wir Faraday verdanken, grundlegend ist, 
das Gesetz IV in § 41, 8. Nennen wir die die Flache einer ge- 
schlossenen Kurve durcbsetzende Zabl magnetischer Kraftlinien die 
; ,magnetische Induktion durcb diese Kurve", positiv gerechnet, wenn 
die Kraftlinienricbtung parallel mit der Achse einer festgelegten Reebts- 
drehung ist, so konnen wir diesem Gesetz den Wortlaut geben: 

Die elektromotoriscbe Arbeit A liber eine ge- 
scblossene Kurve ist gleicb der in der Zeiteinheit er- 
folgenden Abnabme der Induktion Q durch diese Kurve, 
dividiert durch die Konstante c. 

Dieses Gesetz hatten wir aus dem Grundgesetze II (§ 39, 4.) ge- 
wonnen, vor dem es den Vorzug bat, daB es unabbiingig von alien 
iiberlagerten elektrostatischen Feldern ist. 

2, Verlauft die geschlossene Kurve ganz in einem Leiter, so 
bietet es uns einen weiteren Vorteil: Wie wir sehen werden, flieBt 
in diesem Falle liings der Kurve ein elektrischer Strom und unser 
Gesetz liefert uns direkt in der elektromotoriseken Arbeit eine GroBe, 
die fur diesen Strom die Rolle der elektromotorischen Kraft spielt. 1 ) 


1) Die Gesetze der Induktionswirknng zwischen Stromen sind von Pr. Neu- 
mann 1845 in eine matbematische Form gokloidet worden. Eine etwan ver- 
iinderte Form, in der die bei den Nenmannscben Gleichnngen iohlenden relativen 
Beschleuriigungen zweier Stromelemente auftreten, lindet W. Weber 1840. 
Diese Weberschen Gleichungen sind, vor aliom auf Untersuckungen von v. .Helm- 
holtz hin, spater wieder verlassen worden. 

Franz Ernst Neumann, geboren 11. September 1798 in der Uckennark, 
gestorben 23. Mai 1895 in Konigsberg, war seit 1828 Professor der Physik und 
Mineralogie in Konigsberg. Neumann war Freiheitskampfer von 1815 (Franz 
Neumann, Erinnerungsblatter von seiner Tochter Luise Neumann. 1904). 

Wilhelm Eduard Weber, geboren 24. Oktober 1804 in Wittenberg, ge- 

shnrbftri .Tnni 1 ftQO i n T.oirtrzi re wnvrlo 1 ftOQ *i n ft ovrvvrl i av Prnfoaonv in 
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6. Elektromagnetismus. 

spricht aber aucb den Tatsachen, denn zu dem auf dem Ringe 
fixierten Drehsinn, angedeutet durcb den Pfeil in der Figur, ist 
die Kraftlinienrichtung in diesen zwei Quadranten die negative Achse 

(§ 12, 9.). 

Wir werden also in dieser Darstellung die elektromotorische 
Arbeit im Ringe so erhalten, daB sie positiv wird, wenn sie die im 
Ringe festbleibende Pfeilricktung besitzt. 

5. Eine graphische Darstellung der jeweiligen GroBe von Q 
konnen wir folgendermaBen erhalten. Wir stellen Q 0 durcb eine be- 
liebige Lange (CA der Fig. 165) dar, und scblagen mit dieser Lange 
Q 0 als Radius einen Kreis. Dreben wir in 
diesem Kreise einen Radius von einer ;; Null- 
lage“ CA aus bis zai einem Winkel cp (CA r ), 
so wird seine Projektion CP auf den durch 
die Nullage gegebenen Durcbmesser gleich 
dem diesem Winkel cp entsprochenden Werte Q B 
sein; denn es ist 

CP - CA' cos cp - a A cos cp. 

Drehon wir den Radius mit Icons tauter nig. ins. 

Winkelgescbwindigkeit ? so wird CP sicb 

zeitlicb ebenso verandem, wie Q. Daraus folgt: Die Strccke, die 
der Punkt P in der (unendlich kleinen) Zeiteinheit zuriicklegt, ist 
gleich der Abnabme der induktion Q in der Zeiteinheit. 

Die (Jescbwindigkeit des Punk tea P gib t die Abnabme 
der Induktion in der Zeiteinbeit. Dabei miissen wir die Ge- 
schwindigkeit positiv roolmen, wenn sie in der Ricbtung von A liber 
0 nach B erfolgt 7 was man am bosten daraus erkennt, daB die 
Abnabme von Q in den zwei ersten Quadranten positiv sein muB. 

(>. Eine so I (die Bewegung, wie sie der Punkt P ausfuhrt, haben 
wir in § IT, M. Dei der Ableitung der Pendelbewegung kennen ge- 
lernt (Fig. 77). Danach muB die Gescliwindigkeit des Punktes V 
(§ 17, 14., ULeiehung (lj), wenn T die „Umlaufszeit“ des Radius be- 
deutet, 

2 it 

v ----- -,p Q„ sin cfi 

sein, und das ist, die in der Zeiteinbeit ertblgende Abnabme von Q, 
die wir mit, (/ bezeiebnen wollen. Also ist 

Q' = “r Qo sin <p; 
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II. Elektrische tmd magnetLche Kraft linien. 


§ 42 . 


Das gilt allerdings nur dann, wenn die KraftlinienShiderung hin- 
reichend langsam verlauft, oder die Kurve hinreiehemi Idem ist. 

Wir wollen ims in diesem Paragraphs auf einige Beispiele 
beschranken. 

Magneto indukt ion. 


3. Es sei ein linearer Leiter in Destalt eines ehenen 
gegeben, der eine Flache f umspannt. Dieser King betinde sicl^in 

einem homogenen Magnetfelde 
i'z. B. deni Krdfeide) von der 
Intenmitaf //, and sei um eine 
>IT A ehse I) drehhar, die in der 
„ Ringehene und senkrecht zu 
den Kraftlinien Iiegfc (Pig. 164). 
- Die Divining soli mit kon- 
st aider Winludgesrhwindigkeit 
r/ 'erfolgen. I bmWinkel reehnen 
wir von einem Moment an, wo 
der Ring senkrecht zu den Kraft- 



// 


Wir fixieron auf dem Hinge 


drebung zu + // als Achse ist, wenn der 
befindet. Die Kraftliniendichio do- Magnetfelde;- // Pf 


linien > i e h t , tmd <i it s«* Stelluncr 

o 

des Itinges nennen wir seine 
„Nullage" ! Lugo .1 in Fig 104). 
den Drehdim, der eine Reelifcs- 
Ifiiig doh in der Xu Huge 


* «//. 

die Induktion durch die Kurve in d**r Nullage 

Vo ; n II f : 

4. Wenn der Ring sieh um eim-n \\ inkel tf aus tier Nullage 
herausgedreht hat (his A' in Fig. DU », so i i die Indukiion dureli ilm 

(0 V Vo <i - 

da f cos (p die Projokt.ion der Hii'dir / auf < -i r : > • zu < Jen KYuftl illicit 
normale Ebene darstullt. 

Keehnen wir (p iminer waehsend, mj dab (f 'J n wenn der 
Ring wieder seine Nullage envieht hat, mi uird inldlgt* letzter 
Grleichung im zweiten und dritten Quadranten ( t > negativ. Das ent- 

Halle, 1831 ordentlicher ProiCKsnr der Piivsik in t nittingen , w»> er oiner 

der „G6ttinger Sieben u ,, seines Amtes fntwt/.t ward** rM:t kam er als Professor 
er Pbysik nach Leipzig, von wo er IHiU winder in eine IVwlion* St.tdle nacli 
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und danach ist die elektromotorische Ari ndi fiber dieee Kurve 


( 2 ) 


It V" siw <h 


7. Wir hahen hierbei nieht berueksiehtigi , daB durch diese 
elektromotorisehe Arbeit ein t*lektrisrli#*r Strom zustande kommt, der 
seinerseits ein Magnetfeld liefVrt, das fiber das Feld // gelugert sein 
und so die Induktion veriindern wird. Dieses held ist von der Strom- 
starke abhangig, und wenn wir die Strmustarke, etwa durch einen 
hinreichend groBen Wideratand, nn'iglirliM herabsetzen, so konnen wir 
es jedenfalls erreichen, daB es gegeu // zu venuiehliissigen sein wird. 
Wir vernaehlassigen daiin also die Kraftluibn, die ein in der Kurve 
fiieBender Strom durch seine eigene Kurve hindurehsendet, die „Selbst 
induktion“ oder mhtiger gesagf, deren /.eitlielm Andenuig. 

8. Der Grleichung (2h enfnehmen wir, daB das bei der Drehuug 
in dem ltingleiter „mduzierte Feld” h 5 geselilussene Kraftlinien be- 
sitzt. Welclie Richtung dieses Feld an den eiuzelneii Siellen hut, 
konnen wir aus dieser Dleichung nieht able-mu Dardber infiLUe uns 
die Grundgleiehung ill) des § - » ' 1 Aui'ehluB trebon. Fber dieses 
Feld aber lagert sieh gleidr/t itig das { eld /. ; der in § B7 ? 12. 
besprochenen in dem Loiter auftretenden Ladumjvn. 

Es sei in eineni betrachteien Moment do* Stellung des Hinges 
durch einen Winkel <j gegehen und wir wollm von diesem Moment, 

an einen Zeitahsehnitt r ins Autre tav*-u. der mi Klein ist t daB (p 
sicli nur unendlieh wenig iindert. 1 Hindi hinndehend langsamo 
Drehung konnen wir r belnduu gr»»B maeh»* iua unendlieh lang- 
samer Drehung sugar Ins ztt endlielien Merten teigeni. 

Innerhalb des Zeifelemente* r Ibbiimn v. ir I : al- konstani an- 
sehen. Naeh § ;.>7, lib wird nm* tmv »* X*dt r erinrderlich sein, 
innerhalb deren eine Obertliieheuhoimer d»* lauier- und damit (‘in 
Feld 14^ erzeugt wird, so hescdt.uien, miB mod: Aldan!’ von r die 
resultierenden KraHIinien int l,*ui*T jtnndlid de m obrrlliiche ver- 

laufen. Durch diese Obertia-dienladuntf kanm da dir Feld k(dne ge- 
schlossenen Kraftiinien hr.Ai/t, d«-r Urn \ • »n A nodi! geandert 

werden. Naeli Ablaut der Ze.t r k<">nn« n wir abrr /,’ durcli das 
resultierende E ersefzen, weil I\ di» Koditu; ■* \uii ,> hat , und es 

wird jetzt 

A N j\ . / . y, nn (/. 

f ‘ 

Yorausgesetzt ist dahei, daB wir aueh mndt wiilm-nd der Zeit r' das 

in firm Art a T^lrl /<’ (0 ..... ,.i J ..r ... 
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9 . Die Ladling, die durch das Feld JSC 1 ) erzeugt wird und die das 
Feld JE C s ) in geeigneter Weise modifiziert, wird mit Beginn des Zeit- 
elementes x nicht gam/ neu entstehen 7 sondern aus der Ladung 7 die in 
dem vorhergehemlen Zeitelement vorlianden war und die 7 aller Wahr- 
scheinlichkeit nach, nm* wenig von ihr abweicht. Es ist danach plausibel, 
daB x nur sehr kleine Werte besitzt. Wie dem aber aueb sei 7 wir durfen 
jedenfalls bei hinreicliend langsamer Dreliung das Element x so groB 
annehmen, (laB x nur ein unendlich kleiner Brucbteil von r ist. Diese 
hinreichend langsame Dreliung des Binges wollen wir voraussetzen. 
DaB sie in Wirklichkeit fiir eine mechanische Dreliung recht be- 
trachtlich schnell sein darf, wollen wir nur erwahnen. 


10 , Die Kraftlinien E sind im Innern des Binges an dessen 
Greuze parallel mit der Oberfiaehe. Im Innern des Ringes konnen 
elektrisclie Ladungen nicht vorlianden sein 7 wenn wir niclit von vorne 
herein eine statisehe Ladung in irgend einem Punkte des Ringes an- 
nehmen. Demi die Ladungen, die das Feld EW erzeugen, sind nach 
§ 87 ; 12. nur auf der Oberflache vorlianden. 

Der Innenraum des Ivingkernes bildet eine Kraftrohre von nn- 
endlich kleinem Quersohnitt 7 die ganz von in sich geschlossenen Kraft- 
linien erfiillt ist. 

Der Kern des Ringes babe den Querschnitt (j. Es muB dann 


sein 7 also 


E(j ~ const. 
Eq ~ const. 


11. Nach $ ft 7, 4., (Heiehung ( 1 ) ruft E eine Strbmung von der 
Stromdichte 

i - IE 

hervor, also eine fttromstiirke 

lEq, 

und J ist <4)en falls fiber die gauze Kraftmlire konstant, wenn es die 
Leitfahigkeil. A ist;. Aus dieser (iloiohung erhalten wir 


und desk ail ) 


J As 


- tfA.s-, 


o o 


Nach S '>1? 10-, (Heiehung (5a) ist 


SjJs 

jLi iq 


w 
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9 . Die Ladung, die durcli das Feld EM erzeugt wird und die das 
Feld EM in geeigneter Weise modifiziert, wird init Beginn des Zeit- 
elementes z' nickt ganz nen entsteken, sondern aus der Ladung, die in 
dem vorkergekenden Zeitelement vorkanden war und die, aller Wakr- 
sckeinlickkeit nack, nur wenig yon ihr abweickt. Es ist danach plausibel, 
daB z' nur sekr kleine Werte besitzt. Wie dem aber auck sei, wir diirfen 
jedenfalls bei hinreichend langsamer Drekung das Element z so groB 
annekmen, daB r' nur ein unendlick kleiner Bruckteil von z ist. Diese 
kinreickend langsame Drekung des Ringes wollen wir voraussetzen. 
DaB sie in Wirklickkeit fur eine mechaniscke Drekung reckt be- 
tracktlick schnell sein darf, wollen wir nur erwaknen. 


10 . Die Kraftlinien E sind im Innern des Ringes an dessen 
Grrenze parallel mit der Oberflacke. Im Innern des Ringes konnen 
elektriscke Ladungen nickt vorkanden sein, wenn wir niclit von yorne 
kerein eine statiscke Ladung in irgend einem Punkte des Ringes an- 
nekmen. Denn die Ladungen, die das Feld EM erzeugen, sind nack 
§ 87, 12. nur auf der Oberflacke vorkanden. 

Der Innenraum des Ringkernes bildet eine Kraftrokre von un- 
endlick kleinem Querscknitt, die ganz von in sick gescklossenen Kraft- 
linien erfullt ist. 

Der Kern des Ringes liabe den Querscknitt q . Es muB dann 


sein, also 


eEq = const. 
Eq = const. 


11 . Nach § 87, 4., Gleichung (1) ruft E eine Stromung von der 
Stromdickte 


i — XE 


kervor, also eine Stromstarke 

J = XEq, 


und J ist ebenfalLs liber die ganze Kraftrokre konstant, wenn es die 
Leitfahigkeit X ist. Aus dieser Gleickung erkalten wir 


und desk alb 


J As 
lq 


= 2? As, 


o o 


Gleickung (5 a) ist 


Nach § 37, 10., 
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und danach ist die elektromotorische Arbeit iiber diese Kurve 

2 7t 

( 2 ) 


A = As = sin 9 - 

O 


7 . Wir haben hierbei nicht beriieksichtigt, da 6 durch diese 
elektromotorische Arbeit ein elektriseher Strom zustande kommt, der 
seinerseits ein Magnetfeld liefert, das iiber das Feld H gelagert sein 
und so die Induktion verandern wird. Dieses Feld ist von der Strom- 
starke abhangig, und wenn wir die Stromstarke, etwa durch einen 
hinreichend groBen Widerstand, mogiichst herabsetzen, so konnen wil- 
es jedenfalls erreichen, daB es gegen H zu vernachlassigen sein wird. 
Wir vernachlassigen dann also die Kraftlinien, die ein in der Kurve 
fiieBender Strom durch seine eigene Kurve hindureksendet, die „Selbst- 
induktion", oder richtiger gesagt, deren zeitliche Anderung. 


8 . Der Gleichung ( 2 ) entnehmen wir, daB das bei der Drehung 
in dem Ringleiter „induzierte Feld" EM geschlossene Kraftlinien be- 
sitzt. Welch e Richtung dieses Feld an den einzelrien Stellen hat, 
konnen wir aus dieser Gleichung nicht ablesen. Dumber miiBte uns 
die Grundgleichung (II) des § 39 Aufschlufi geben. Uber dieses 
Feld aber lagert sich gleichzcitig das Feld EM der in § 37, 12. 
besprochenen in dem Leiter auftretenden Ladungen. 

Es sei in einem betrachteten Moment die Stellung des Ringes 
durch einen Winkel cp gegeben und wir wolien von diesern Moment 
an einen Zeitabschnitt r, ins Auge fassen, der so klein. ist, daB 99 
sich nur unendlich wenig andert. Durch hinreichend langsame 
Drehung konnen wir x beliebig groB maclien, bei unendlich lang- 
samer Drehung sogar bis zu endliclien Werten steigem. 

Innerhalb des Zeitelementes x konnen wir EM als konstant an- 
sehen. Nach § 37, 12 . wird eine gewisse Zeit x' erforderlich sein, 
innerhalb deren eine Obertlachenhuhmg des Loiters und damit ein 
Feld EM erzeugt wird, so beschallen, daB nach Ablaut* von x die 
resultierenden Kraftlinien im Leiter parallel (lessen Oberlliiche ver- 
laufen. Durch diese Oberflaclienladiing kann, da i hr Feld keine ge- 
schlossenen Kraftlinien besitzt, dor Wert von A nicht geiindert 
werden. Nach Ablauf der Zeit x' konnen wir aber E a durch das 
resultierende E ersetzen, weil E die Riehtung von s hat, und es 
wird jetzt 

A = ^EAs = “ Q 0 sin (p. 

O c 

Yorausgesetzt ist dabei, daB wir aucli noch wahrend der Zeit x' das 
induzierte Feld EM a ls konstant ansp.h p.n dilrfpn 
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gezogene die Stromstarke J. Die Lange OA der Ordinate reprasen- 
tiert fur die punktierte Kurve den Wert Q 0 , fur die ausgezogene 
Kurve den Wert A 0 , die „ Amplitude" der Stromung. 

Die Werte 0 sind erreicht, wenn die Ringebene senkrecht 
zu den Kraftlinien stebt, also wenn die Induktion durck die Kurve 
gerade im Maximum ist. J hat seinen Maximal- und Miniinalwert, 
wenn die Induktion durch die Kurve gleich Null ist. 

Die Stromstarke ist also zeitlich variabel, aber sie ist in jedem 
Moment tiber den ganzen Ring konstant. Eine solche Stromung 
heiBt „quasistationar“. 

IB. Die in den letzten Nummern besprochenen Gesetze bilden 
die Grundlage fur die Theorie der „Dynamomaschinen“ das heiBt der 
zur Erzeugung von elektrischen Stromen mit Hilfe von Magnetfeldern 
bestimmten Masehinen. 

In der Technik verwendet man allerdings niemals homogene 
Felder, weil sie nicht mit hinreichender Kraftlinienzahl herstellbar 
sind. Immer aber sind die Felder symmetrisch gebaut, wie es z. B. 
in Figur 167 durch die punktierten Linien angedeutet ist. Infolge- 
dessen verlauft der induzierte Strom wenigstens quaiitativ ahnlich, 
wie bei einem homogenen Feide; aber er verlauft nicht sinusformig. 

Das in Figur 167 angedeutete Feld, das in der Technik, besonders 
bei alteren Masehinen, haufig Verwendung gefunden hat, kommt da- 
durch zustande, daB man die rotie- 
rende Leiterkurve A um einen Eisen- 
ring herumlegt, der die Form und 
Lage des ringformigen Raumes hat, 
den die Flache /' der Kurve bei ihrer 
Umdrehung beschreibt. Diesen Ring 
bringt man in ein Magnetfeld hinein, 
dessen Kraftlinien symmetrisch zu 
der Ringebene (Zeichenebene der 
Figur) und symmetrisch zu einer 
Meridian ebene des Ringes (in der 
Figur normal zur Zeichenebene in 
der Linie CF) angeordnet sind. Die 
Kraftlinien werden durch den Ring nach dem Brechungsgesetz (§ 35, 12.) 
abgelenkt, bleiben aber symmetrisch zu den beiden Ebenen, da der 
Ring selber zu diesen symmetrisch liegt. Der Eisenring heiBt der 
„Ringanker“ der Maschine. x ) 

1) Dieser Ringanker heiBt nach L. Th. Gramme, der ihn 1871 in Anwendung 
gebracht hat, der „Grammesche Ring u . Erfinder dieses Ringes ist Antonio 
Pacinotti, Professor der Physik an der Universitat zu Cagliari. 

Fur die Technik war die Entdeckung des „Dynamoprinzips“ im Jahre 1867 
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der Widerstand der Kraftrobre. Desbalb wird allgemein 

T A 

(3) 

oder in dem speziellen Falle der Gleichung (2): 

(4) <P> 

und A vertritt in der Tat die Rolle der elektromotorisclien Kraft. 
Wir nennen A die „induzierte elektromotorische Kraft". 

12. 1st t die Zeit, nach deren Verlauf der Winkel rp erreicht 
ist, so konnen wir 

<P = T t 

setzen, da T die Zeit ist, die <p braucht, urn den Wert 2n zu er- 
reichen. Dann wird also 

Q 0 1 2 7t ' . 2 7t- , 

~T 


( 5 ) 


J = 


w T 


Sill *7rT t , 


und diese Grleichung lehrt uns den Verlauf des Stromes kennen, den 
wir wegen seiner Abhangigkeit vom Sinus einer Zcitfunktion einen 
;? sinusformigen Wechselstrom“ nennen. 

Es wird 

zur Zeit /==<). 


J= 0 

r/= + A q 

J= 0 
/= - A n 


Hierin ist 


J= 0 


7 

t - 1 'l\ 
t = i T, 
l - ‘:l T, 
t - T. 


<A 

C 


Z 7t 

T 


der Maximal wert, den J erreicht, seine „ Amplitude" 

Die ansgezogene Linie der Figur 1 <H> gibt graphisch den zeitlichen 

Verlauf von J wieder. Die 


A 


%J 



-y-N 



/ \ 

\ 

/ / \ 



/•>% /T sfA —t 


\ \ 



Linie gibt in 


Fig. Kid. 

die Zeit von einem Durcbnamr dumb die "NTnlln.rro mavopTi-naf.* dip 


punktierte 
gleicher Weise den zeit- 
lichen Verlauf der Induk- 
tion (lurch die rotierende 
Kurve, wie er aus Glei- 
chung (Ij folgt, wenn wir 
(p = 2% tj T setzen. In der 
Figur bedeutet die Abszisse 


297 


§ 42 . 5 . Elektromagnetismus. 


gilt, wenn die Rotation in einem homogenen zur Drehachse normalen 
Felde verlauft, auch jetzt nocli die Gleichung (5) und die graphische 
Darstellung in Figur 166. Denn yon der Gestalt der Kurve nnd der 
Lage derDrehach.se inner- 
halb der Kurvenebene 
war unsere Ableitung 
ganz unabhangig. 

Die Kurvenflache be- 
schreibt bei der Rotation 
ein Stuck eines Kreis- 
zylinders. Erfullen wir 
dieses mit Eisen, so wird das Magnetfeld und damit der zeitliche 
Yerlauf der Induktion geandert. Der Strom wird nicht mehr sinus- 
formig yerlaufen. Die so gewonnene Anordnung bildet eine spezielle 
Form des „Trommelankers“ der in der neueren Technik haufig Ver- 
wendung findet. Den allgemeinsten Fall der ,,Trommelwicklung“ er- 
halt man, wenn man nocli die Drehachse aus der Ebene der Kurve 
in eine zu dieser Ebene parallele Lage yerlegt. 

17. Bei praktischen Anordnungen begnugt man sich nicht mit 
einer einzigen Kurve oder „Windung“, sondern umhullt den Kern 
vollstandig mit Windungen. Fur jede einzelne Windung gelten dann 
die abgeleiteten Gesetze, und sind die Windungen metallisch anein- 
ander geschlossen, aber von den Nachbarwindungen isoliert, so 
superponieren sich die einzelnen Strome. Sache der Technik ist es, 
die einzelnen Windungen so zu schalten, daJB diese Strome sich nicht 
dauernd zu Null addieren, sondern im Gegenteil einen moglichst giin- 
stigen Gesamtwert der Stromung ergeben. Der „Kollektor“ oder die 
„Schleifringe“ an der Maschine besorgen diese Schaltung. 



V oltainduktion. 

18. Die veranderliche magnetische Kraftlinienzahl, die einen 
Leiterkreis durchsetzt und in ihm einen Strom erzeugt, kann auch 
selber durch einen veranderlichen Strom erzeugt werden. Dann 
spricht man von galvanischer oder Voltainduktion. 

Es sei ein ringformiger linearer Leiter I gegeben, in dem zu- 
nachst ein stationarer Strom J x fiieben moge. 

19. Das Feld H 1} das dieser Strom erzeugt, ist an 
einem beliebigen Orte in der Umgebung mit pro- 
portional. 

Das foigt am besteu aus dem Biot-Savartschen Gesetz § 40, 1. 
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14. Die in der Schnittlinie CF der beiden Symmetrieebenen ver- 
laufende Kraftlinie bleibt infolge der Symmetric in ihrer Ricbtung 
erbalten. Aus demselben Grunde wird die Flache f der Leiterkurve 
in der Nullage, bei A, von den Kraftlinien normal in positiver Rich- 
tung, urn den Winkel n von A eutfernt, also bei B, normal in negativer 
Ricbtung zu dem festgelegten Drebsinn, durchsetzt. Die Induktion Q 
durcb die rotierende Kurve wird sicb demgemaB in ibrem zeitlichen 
Verlaufe ungefabr so gestalten, wie es die punktierte Linie der 
Figur 168 andeutet, die ebenso angeordnet ist, wie die Figur 166. 

15. Aus dem Yerlanf dieser Kurve konnen wir fur die Strom- 
starke einige Sebliisse zieben. 

Die Induktion wird sicb zeitlich nicht iindern, freilich nur wahrend 
eines unendlicb kleinen Zeitelementes, wenn die Kurve parallel mit 

der Abszisse verlauft, also 
zur Zeit t= 0, t=T/2, t=T, 
allgemein zur Zeit t = n T/2, 
wenn n eine ganze Zahl be- 
deutet. In diesen Zeitpnnkten 
wird die Stromung gleicb 

Null sein. 

An den Stellen, wo die 
Kurve den steilsten Abfall 

besitzt, zeigt sie die schnellste zeitliche Abnahme von Q an. Hier 
wird die Stromung ein Maximum sein. An den Stellen, wo die 

Kurve den steilsten Anstieg besitzt, zeigt sie die schnellste zeitlicbe 
Zunabme von Q an, und die Stromung besitzt hier ein Minimum. 

Die ausgezogene Kurze der Figur 16K stellt denigcmiiB den dem 
zeitlicben Yerlauf von Q nacb Gleichung (;’>) und Gesetz IV in 
§ 41 , 8. entsprecbenden Verlauf der Stromstiirke J dar. 

16. Denken wir uns die rotierende Kurve in Gestalt eines 

Recbtecks gegeben und um eine A chse mtierend, die die Mittel- 

punkte zweier gegeniiber liegender Seilun verbindot ( Fig. 169), so 

von Werner Siemens von grundlegender Bodeutung. Ks beruht auf der Ver- 
wendung von Elektromagneten zur Erzeugung dos induzierendeu Magnefcfeldes, 
die durch den von der Maschine gelielertcu Strom solber crrcgt. werdon. Der 
Item eines solchen Magneten enthdlt hinreichend Magnetismus, uni auch beim 
Ingangsetzen der Maschine sclion einen, weim auch nur sobwaehen Strom 
zu liefern. Dieser Antangsstrom steigert danu allmahlich die Magnetisierung 
des Kerns. 

Ernst Werner v. Siemens geboron 13. Dezemlier 1810 in Lenthe bei 
Hannover, gestorben 6. Dezember 1892 in Berlin, war Grander der Firms 
lemens & Halske, Dr. phil. hon. c. und Mitgliod der Akademie der Wissen- 
schaften in Berlin. („Lebenserinnenmjreii" von Werner von Siemens. Berlin 1893.) 




§42. 


5. Elektromagnetismus . 


299 


Der Prop ortionalitatsfaktor q 12 kann nach dieser Grleichung als 
die Kraftlinienzahl angesehen werden, die der Strom 1 im Leiter I 
durcb die Kurve des Leiters II hindurchsendet. q t 2 ist eine von 
der Permeabilitat g, sonst aber nur von der geometrischen Kon- 
stellation der beiden Kurven abhangige GroBe, jedenfalls aber 
von dem Strome J x nicbt abhangig. 

Lassen wir umgekebrt in der Kurve II einen Strom J 2 flieBen, 
so sendet er durcb die Kurve I die Kraftlinienzabl 

( 8 ) $ 2,1 — 22,1 ^2 

hindurch, wenn # 2 ,i die dem # 1>2 entsprecbende Bedeutung besitzt. 

21. Die in den Gleichungen (7), (8) ausgesprochenen Tatsacben 
gelten nur, wenn die Stromung in den Leitern stationar ist. Ist 
etwa Ji veranderlich, so diirfen wir nicbt annehmen, daB einem 
momentanen Werte von iiberall das Feld entspricht, das nacb 
dem Biot-Savartschen Gesetze aus J x berecbenbar ware. Es ist 
denkbar — und in der Tat der Fall — , daB das Feld, das J x er- 
zeugt, eine gewisse Zeit braucht, um bis zu einem fernen Orte vor- 
zudringen. 

Es muB aber jedenfalls eine Anderung von J x ausfiihrbar sein, 
die binreicbend langsam erfolgt, so daB wir von der zeitlicben Aus- 
breitung des Magnetfeldes abseben konnen. 

Yor allem muB die Anderung so langsam erfolgen, daB wir 
J t als quasistationar (Nr. 11) anseben diirfen. Denn nur dann ist J x 
iiber die ganze Kurve I konstant, und nur dann diirfen wir in (6) 
den Faktor J t aus der Summe beraussetzen. 

22, Diese Bedingungen seien erfullt. Es sei ferner der Wider- 
stand w 2 der Kurve II so groB, daB nur scbwacbe Strome in II zu- 
stande kommen konnen, die ibrerseits auf I nicbt merklich induzierend 
wirken. Es moge im Leiter I ein hinreicbend langsam veranderlicber, 
quasistationarer Strom J x flieBen. Er sendet durcb die Kurve II die 
in Gleichung (7) gegebene Kraftlinienzahl Q ± 2 in einem bestimmten 
Moment bindurcb. 

Die zeitlicbe Veranderung von Q 12 erzeugt im Leiter II eine 
elektromotoriscbe Arbeit 

wenn die Abnabme von Q 1S in der unendlicb kleinen Zeiteinbeit 
bedeutet. A vertritt nach Gleichung (3) die Rolle einer elektro- 
motoriscben Kraft, der „induzierten elektromotoriscben Kraft" 

Nach (7) wird 
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Jedes Element ds des Leiters I erzeugt an dem betrachteten Orte 
ein Feld 


J x ds sin a 

A . -..3 


alle Elemente zusammen also ein Feld 




ds sin a 
4 iter 2, '■ 


was wegen der Konstanz von liber die gauze Leiterkurve I zu 

TT r STlds sin cc 

( 6 ) 


wird. Die Summe ist als geometrisehe Summe im Sinne von § 1 6. 
zu verstehen. DaB wir auch aus einer geometrischen Sninme einen 
konstanten Faktor heraussetzen diirfen, erhellt schon aus der Figur 4 
in § 1. Wenn wir darin die Langen OA l7 A x A 2 u. s. w., die die 
Summanden reprasentieren, proportional vergroBern, so vergroBert 
sick auck die Summe, die durck die Lange OA n dargestellt ist, pro- 
portional, bekalt aber ikre Richtung. Das folgt aus der Ahnlichkeit 
der beiden von den Summanden gebildeten Vielecke, und es gilt 
auck, wenn diese Yielecke nicht ebene Figuren sind, also wenn die 
Yektoren nicht alle in einer Ebene liegen. 

Die Grleichung (6) enthalt den Satz 19; der Proportionalitatsfaktor 

^ ids sin a 
^<2.} 4 7t cr- 


ist eine rein geometrisehe GrbBe, die keine elektrischen oder magne- 
tiseken Daten enthalt. 

20. Zeicknen wir in der Naclibarsckaft des Leiters I eine zweite 
gescklossene Kurve 11, die wir uns ebenfalls aus einem linearen Leiter 
bestekend denken wollen, so folgt aus Nr. 19: 

Die Kraftlinienzahl, die vom Leiter 1 erzeugt, den 
Leiter II durcksetzt, ist mit der Stromstarke J x pro- 
portional. 

Denn aus 19. folgt zunackst, daB iiberall die Kraftliniendickte ^ 
mit J ± proportional ist. Die Kraftlinienzahl 2 , die den Leiter II 
durcksetzt, setzt sich aber aus einer Summe von Produkten $$ ln do 
zusammen, wenn do ein Flackenelement einer die Kurve II iiber- 
spannenden Flacke, die zu do normale Komponente der Kraft- 
liniendickte bedeutet (§ 29, 7.). Somit ist 


oder 
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Kraftlinicn. 


§ 42 . 


werm -7/ die in der Zeiteiiiheit erfolgt'nde Abiiahme der Stromstiirke 
,L bedeutet. Der Faktor 

.. '/l.s 

(10) Pi,* = <• 


heifit der „Induktionskoeffizient“ der Kurvc / auf die Kurve II. Er 
bangt auBer von der Penneabilitat des umgelioiidon Mediums nur von 
der 'Gestalt und gegenseitigen Luge der beiden Kurven al>. 

Nach Gleichung (3) wird in der Kurve 11 ein Strom vou der 
Starke 


flieBen, fiber den sieh aber aueh nodi Hfnime lagern koiuien, die 
von anderen elektromotorisehen Kraften imierhalb den Letters II 
herrfibren. 

23. Die Kraftlinien haben m die Kiehtung der positiven 
Drehach.se. 

Es seien I und II zwei kongruente parallele Kurven, etwa zwei 
Normalscbnitte eines Zylinders. Dana iblgi, daB eine Abnahme von 
und damit von emeu Strum J., in positivem Drehsinu zu 
also parallel, mit erzeugt. 

Eine Abnahme des ^Lrimarst nmii’s'* J t erzeugt einen 
mit J t gleiehgeri elite t en „Sek undiirst ruin" eine Zu- 
nahme des PrimiirKt ro in es einen en i gegengesetztcn Se- 
kundarstrom. 


24. In dem in Nr. 2A angenumimmen Kallr folgt aus Synnuetrie- 
griinden, dab 

/ 1 1 , •«! V« % \ 

ist. DaB diese Gleichung allgenmin erfullt 1st, \M»llen \sir hier ohne 
Beweis erwiilmen. Dieser Tatsaehe zuf<dgr tuhrt p, auch den Xamen 
; ,wechselseitiger Induktionskoeffizient". La-rn wir die Leiden Kurven 
ineinander fallen, so erkennt man, daL> «*i n \rriindrrlieher Strom in 
einer Kurve in ihr selber eine induzierte rl»*kt round ormolu* Kraft or- 
zeugt, die den primaren Anted des Sinum*- nerintliissen wird. Zu 
der primaren elektromotorisehen Kraft addiert sirh eine induzierte 
elektromotorische Kraft E' von der GW»Be 


worm q tl die Kraftlinienzahl bedeutet, d i ** der Kinheitsst rom in der 

T T -r i -i i . . . . . ... . . ^ . 
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w Selbstiuduktionskoefli'/iont“. Die gesamte elektromotorische Kraft im 
Leiter I ist also 

E = E 1 + p n J t \ 

■woria J t ' die A bn ah me ties von E erzeugten Stromes in tier 
Zeiteinbeit bedeutet. Dieser Strom ist nach dem Ohmschen Gesetze 


(ID 


( 10 ) 

einer 


J = * = -|- E 1 . 

1 w w w 

Die „Selbntimluktion“ erzeugt beim Anwachsen des 
Stromes einen Gegenstrom, beim Abfall einen gleich- 
aerichteteii Strom. 

25. Die Induktiouskocflizionten p^, und p lA liaben nach (7) unci 
die Dimensionen einer Kraftlinienzahl <li vidiert durcli das c-fache 
Stromstiirke. Dan gibt im (biuIJschen MalJsystem die Einheit 


(p) 


r v \ 

<*.m 7 


was auch hub der rein geometrisehen Definition filr den Faktor K in 
Nr. 10 und den in den Gleielnmgon (7) und (1.0) gegebenen Be- 
ziehungen von <i und p v.w I\ abgeleitet wcrden kann. 

Der lnduktionskoeffizient ist die oinzige (JrdBc, die wir kennen 
gelernt liaben, zu deren physikaliseher Definition wir olektrische 
und inagnetinelie (irolion gleiehzeii ig verwamlt liaben. 


§ 41). Die absoluten Malisysteme. 

1. Zur Messung der elektrisohen UrbBen liaben wir bislier Ein- 
heitcn verwendet, die alb* aus <ier elektrisehen Kraft abgeleitet waren, 
und die Einheit der elektrisrhen Kraft liaben wir gleich der einer 
mechanise-hen Kraft gesefzt. Nehen diesen Einheiten liaben wir auch 
die teobnisehen Einheiten erwiihnt, die uns alxvr hier zuuiielist nicbt 
beschaftigen snllen; wir befassen uns vorerst nur m it den „absoluten“ Ein- 
heiten, denen das J* ramm Z(mf iineter-S(‘kunden-System“ zu grande liegt. 

Die 1 )i(‘l<‘kfrizitat.sk(>nsiaiif(‘ i liaben wir wilikiirlich tils dimen- 
sionslose Zalil ungenommen, und iliren Zalilenwert so bestimmt, dab 
fur Lult (f =■ i K) j 

•1 n i {) 1 

wnrde. 

Der elekt risrhen Fe.ldint.ensitiit, liaben wir dementsprechend die 
Einheit 

(K) 1 gr *• Giif i see” 1 

gegeben. Damns lassen sicli die Einheiten aller iibrigen elektriscben 
GrbBen leielit bererhuen. 


II. Elektrische und magnetinclie Kraftlinieu. 


2. In analoger Weise baben wir fiir die magnetischea Grofien 
Einheiten gewahlt, die daraus hervorgingen, daB wir dor magnetiseben 
Kraft die Einbeit der mechaniseben Kraft gal am. Die Permea- 
bilitat (i baben wir wieder willkiirlich als dimejision.slo.se Zabl an- 
o-eseben und ibren Zablenwert entsprecbenil der Gloichung 

4 7t u 0 = 1 

(ft = n 1 0 in Luft) festgelegt. Dann erhalt die magnetisehe Feldinten- 
sitat dieselben Einheiten, wie die elektrisehe, niimlieh 

(ff) 1 gr^ cm” i see” \ 

und hieraus lassen sicli wieder die Einheiten der tibrigon magnetiselien 
Grofien berechnen. 

3. Das System von Einheiten, das die in Nr. I und Nr. 2 be- 
sprochene Einheit fiir elektrische und magnet isehe GroBen imifaBt 
heiBt das absolute „GauBsehe MaBsyst-em". (iauB hat dieses MaB- 
system bei seinen erdmagnetisehen Beobaeht ungen zuenst angewandt. 
Die Bezeichnung „absolut“ sagt aus, daii alle Einheiten auf die der 
Masse, der Lange und der Zeit /.uruekgetVihrt sind. Das GanBsche 
MaBsystem ist aber niclit das einzige der elokfriseheu und magnetiselien 
GroBen, das den Namen „absolut“ veniient. 

4. Jede Gleiclnuig zwischen zwei verseliiedenarf igen phvsikalischen 
Grofien kaun dazu dienen, die Einheiten der einen auf die der anderen 
zuriiekzufuhren. So batten wir die Einheit dor Kraft initials der 
„ Bewegungsgleiclumg" (T>) in § U\ auf die dor Mass** und dor Be- 
schleunigung zuriickgef’iihrt, indom wir willkiirlioh don Kaktor c diener 
Gleichung als dimensionslose Zahl vnui Znhienw i*ri I ansetzten. Wir 
hatten in almliclier V\ rise die Einheit dor \\ iirmemengo entspreckcnd 
der Gleichung (1) in S mil dor dor Enorgio id«mt ifiziert, 

5. Die Beziehungen zwischen eloktrisehen und niagnetisohen 
GroBen (§ B9) kdnnen uns domoni sproolioinl dazu dionen, die*, olek- 
trischen Einheiten aui die magnetiselien odor die niagneiisehen Ein- 
heiten auf die elektrisehen zururkzufiihron. 

Wir haben zwei solelio Beziehungen kronen gelernt, die wir in 
den Gleiehungen (I) und (II) des £ ‘M ausgosprnohm haben. Von 
welcher der beiden wir ausgehon ? i-t im Prinzip gleieligiiltig} das 
Re suit at fiir die Einheiten wird sicli naeh lioidon gloieh ergeben. 
ZweckmaBig aber ist es, cine sohdie Gloiohung /.u walden, die von 
den GroBen, deren Einlieiten wir auf andore zurtiokfuhren wollen, 
nur eine entbalt. Wir kbnnen siatt einer dioser Gleirlmngen aucli 
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trischen Einheiten ineinander iiberzufuhren; aueh dann werden wir 
zu dem gleielien Resultate komnieu. Die historische Entwicklung der 
MaBsysteme ist in der Tat yon einer solchen abgeleiteten Gleichung, 
der des Magnutfeldcs elektri sober Strom e, ausgegangen, namlicli in 
folgender Weise: 

6. Wenn in der Tangentenbussole vom Radius a ein elektriscber 
Strom J flieBt, so herrscht in ihrern Mittelpunkte (§ 40, 3.) ein 
Magnetfeld 

(*) ^ “ 2 ea> 

Messen wir J und M im GauBsclien MaBsystem, so evgibt sick, wie 
wir gesehen liaben, der Wert der Konstanten c zu 

r. - <•„ - 3 • 10 10 — - 1 ) 
u sec 

Wir koxmon abet* auch fur eino der beidcn GrbBen M oder J 
das GauBcho MaBsystmn fallen biRsan, liber die Konstante c willkur- 
lich vfirfiigen, imlem wir etwa c^l und olme Dimensionen an- 
nehmen, und dadurc-h fiber die Einheiten der anderen der beiden 
GroBen J oder M verfiigen. 

Das absolute „elektrostatiHche MaBsystem" verfugt in dieser 
Weise liber c und halt an (bun GauBsehen MaBsystem fur die elek- 
trisclien GrdBen, also fur «*/ font. 

Das absolute „elek t ro m agneti sehe MaBsystem^ verfugt fiber c 
in gleiehor Weise, hill i aber am (JauBsehen MaBsystem fur die magne- 
tischen GrdBen lest. 

Das elektrostatisehe MaBsystem setzt dam it das Magnetfeld als 
Einheit an, das im Mittelpunkte einer Tangentenbussole vom Durch- 

1) I >i< v . Tatsaehe, daU dieser Wert, wie bereits orwahnt, gleicli der Fort- 
pflanzungsgesehwindigkeit den Ijirhi.es im Vakuum ist, mid die Tatsaehe, daB 
Hick dieser Wc*rt huh theoretiKohon Aldeitungen aueli als die Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit elektromagnei iseher Stdrungeti im Vakuum ergibt, haben Max- 
well zu der Ifypothe.se gefiihri, die Hiohtwelleu als elektromagiietisohe Schwin- 
gungon sehr holier Frequonz niiiV.ufn.HHen. In den gliur/enden Experimental- 
untersuehungen an (deld.romagnetiHr.heii Wellen, die Heinrich Hertz ausgcfiihrt 
hat, findot diese Hypothesis cine wesontlirhe Unterstiitzung. 

Hoinrieli Hertz ist als Sohn de.H Senators Dr. Gustav Hertz am 22. Fehruar 
1857 in Hamburg gehoren und am 1. .Januar IHIM in Bonn gestorben. Hertz 
studierte in Berlin und Miinrhen, pronmvie.rto 18S0 in Berlin und wurde d avail f 
Assistant Inti Helmholtz. 1 kh:j haldlit.ierte er sieli in Kiel, wurde 1885 Professor 
der Physik an der teehnisehen Horhsehule in Karlsruhe nnd 1.880 ordentlicher 
Professor der Physik an der Pniversitat Bonn. Von da an datieren seine er- 
wahnten UnterKuehungen liber die elektrisohen Wellen, die den Namen des so 

iuilO' verntorhernm nn«f«*rl d w*li < r# * tti 1 1, hahen 


II. Klektrincdie mid magnet iselie K raff ! inion 


messer 2a = 1 cm von cine in Stn.me in der Tangentenlmssole erze 
wird, der ini GauBsckeu MaB>ysteni die Kinheii liesitzfc. 

Das elektromagnetische MaBsystem set/.t den Stroin als p- u ■ 
an, der im Mittelpunkte der gieirhen Tangentenl.ussoie das ij/a r 
scken Einkeiten gemessene Einlieitsf'eld er/etigt. au " 

Das elektmst utisrhe Mal3s v st eni. 

7. Wir wolien alle GriiBen, «cmi sic in elekfn.statiscken Ein 

keiten gemessen sind, mit dent Index versehen i ■/„ //f -■)) wU-hren^ 
dieselben GriiBen in (iauBsehen Kinin-iten gemessen diesen Index nicht 
fiikren sollen. Die elektrnstatisehen Kiniieiien selber liezeirlmen '• 
mit Es, die GauBsciien mi! Eg. mi daii diese Zeiehen allgemem alle 
Einkeiten der betreil'enden Sysieme. ah,, / I!, die d-r Feldiiitenuitat 
des Potentials, der KapuzitiH ». s. w„ uml'assen. Welelie von diesen 
Einkeiten speziell gemeint sind. uird in den ein/.elnmi Fiillen nickt 
miBverstanden vverdon kiinnen. “ J ‘ UI 

Die Buchstalmn // . //. i, , ,, s «■ s.dlen je i m( .|, Bedarf 
die Zaklenwerte von Feldiiitensiiiit . Put. •mud u. s. w 0( j,. r a ) w 
auek diese UriiBeu mil iliren Eudieiten \ ..rstellen, Audi darin wird 
eine Venvee.li slung nicht m<"e_didt sein. 

8. Wir gehen v.m der Eleidiung 1 des ; ; Ull ,j jn 

der Form (Fj tins, in der wir /. senkreeli! ,m , nm! «. 
nenmen : 


Dirt analog** ( i {**ic*hun*jr II 

lautet: 


nverien warden, 


Hierm i st v> < * 1 1 h * \ erMdHehumj^ . aJj jj 
sind die Kraftlinien/mhlmi, , i ;♦* / 

rechte Liingeneiniieif in »ii*r Z»*if » ; n : ; r 


elektirizitatskonstantp imd 1 > »-nn*-;i i*; i n 
inagnetisehe Kiddintensitiit. 

Naclt den Prinzipiei! de #•!»■;, j r , , 
diesen Gleidbuiigen 

r I , ; 

gesetzt ; so daB aus * T , 

// . /; r 

wird. Ini GauBselmn MaB^\ tern uj : ,i 


; /•>, „/ . << //„ 
'‘ nr / ' i f 111,1 ** j* // mid r senk- 

n ( : <.;;rri< '-**i /eii. t , a .sind I)i~ 
. /. i;nd // » j**k t ri.sclm mid 


stems wird in 


// 
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Aus den letzten zwei Gleichungen folgt also 

(2) BV = c a H. 

Die Dimensionen von HV sind demnach 

H(e) = MOT - M* [qt [(p # , 

wenn [v] die Dimension einer Masse bedeutet; die Einheit von 
JHCO wire! 

(3) Es — 1 gr- cm- sec~ 2 . 


Nach Gleicluing (2) werden aus einer GauBschen Einheit, also 
wenn II — 1 Eg wird, 


It = c A 


elektrostatische Einlieiten. Es 1st 


II: 


1 Es - 1 Eg, 


(4) 


Kk 


Cn. 


Die GauBselie Einheit fiir die magnetischo Feldintensitat steht 
zu der clektrisehen Einheit in dein Verliiiltnis c 0 , mit under en Worten: 
Die GauBsehe Einheit <Ier magnetisclien Foidintenaitat ist das 3-10 10 - 
faclie dor elektrostatisehen. 


1). Der Wert, den wir im elektrostatisclien Systeme der Permea- 
bilitiit ,«.M zuzii.sr.lireiben liabon, folgt aim Gleichung (IP), wenn wir 
winder c 1 setzen. Dunn wird 


■und dam it 




,, U 




oder wegen (2) 

0>) 


■ft' 1 ) 


itire kmliril, win! dir oinos roziprokeu (uwdiwijidigkeifcsquadrates. 
Kiir das Vakmim wird z. B. 


also 

00 


d 7C i 


“Wo = 1, 


, (rS 1 HO(i“ 

•1 TEUfS*-— 

k u v t “ cm.- 


10. Dio oiektrostatiscdicii Einlieiten der ubrigen magnetischen 

und elektr oi n a .< m of, i sc 1 1 m 1 (rWUtan IV J one* /llAClan T7!i-nli/Vi4-zvTi iri 
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edeichen Weise, wie wir sie aus den CiauBsrhen Einlieiten frulier ab- 
seleitet baben. So folgt die Einlieit der mngnet.scben Menge m 
l B _ aus der Definition der magnotiselien beldmtensitat (§ 38, 1, 
» 28, (1)) im GauBsclaen System: 


II- 


z 

§ 28. 

(7) 

Halten wir an dieser Definition lost, ho lautet sie in elektro- 
statiselien Einheiten ausgedriickt. 


l m 
4 TttL r % 


H® 


m 






Mit Hilfe von (2) und (5) wird duraun 

rr 

(8) ( 0 ‘‘ | rr u r- ’ 

und aus (7) und (8) folgt nun 

( 9 ) »! ■■ ^ m. 

Daraus folgen nacli § ;5*, 1. und narh tj 1'7, i’>. din Dimensionen 
fur 

i»^i hi' m' 

und die Einlieit: 

(10) m: 1 Hh 1 gr >«*«••. 

Setzen wir in (9) ))i - 1 ? so folgt, duU eino (*;uiiise!ie hinlnht gleioh 

h 

elektrostatisclien Einlieiten wird, also ist 

(11) m: 1 l'*g- 

IX. Die Einlieit. des magnet isrln*n Potentials iindet. man in 
ahnlicher Weise. 

Die magnetisclie Energh* behalf ihn* hinlnht amdi im elektro- 
statisclien System. Denn sie win! . § 1. und § «><’>, lit) in einem 

Raumelement x 

l a II~t h ir- II ' j t , 

wie die Gleichimgen (2), (fn lehren. Die Hnergie win! also nacli 
wie vor in Erg gemessen. 


Das elektromagnef is(*he Males y stem. 

12 . Wir setzen wieder c 1, und belialten lur die II und (i die 
Einlieiten des GauBsclien Systems lad. Dann folgt aus ( t lei chung (II') 
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JJO") = ft Hv, 

JE™ == c 0 E, 

also die analoge Gleichung, vie wir sie fur BV gefunden haben. Der 
Index ("') soli die in elektromagnetischea Einlieiten (Em) gemessenen 
Grrofien bezeichnen. Es wircl dementsprechend 

Em = 1 gr- cm' sec -2 . 


Der Wert der Diolektrizitiitskonstante fW im elektromagnetischen 
MaBsystem ergibt sich aus Gleichung (I') ebenfalls analog p®, so daB 
im Vakuum 

£ 0 ("‘) = se °: 

0 c 0 J cm- 

wircl. 

Die magnetisehen GrciBen belialten die GauBschen Einlieiten. 

Die elektrische Energie behalt die Einheit 1 Erg. 


13. Die Tabelle Seite ;>0<S enthiilt eine Znsammenstellung der 
elektrischen, magnetisehen mid elektromagnetischen Einheiten in den 
drei MaBsystemen, ferner cine Kolumne zur Umrechnung der Zahlen- 
werte einer in einem MaBsystem gemessenen GrdBe anf den Zahlen- 
wert derselben in einem anderen MaBsystem© gemessenen GroBe, dann 
eine Kolumne mit den Vbmhnltniszalilen zwisohen den Einheiten des 
GauBschen. und d(men dm* zwei anderen MaBsysteme, und schlieBlich 
eine Kolumne enthaltend die gebriiuchlichen technischen Einheiten. 
In der Tabelle ist miser c 0 der Einfachheit lialbor durch c ersetzt. 

Es bedeutet liierin Eg eine Einhoit im GauBschen, Es eine Ein- 
lieit im cdektmstatisehen, Em eine Einheit im elektromagnetischen 
MaBsystem. Die Zahlen der dreimal drei crsten Kolumnen sind die 
Exponenten dm* dariiber stehenden Einheiten des Gramm-Zentimeter- 
Sekiuiden-Systems, so daB z. i>. die GauBsclie Einhoit der Elektrischen 
Fddintcnsitat die Bmumnung 

i i, — i 

1 Kg 1 gr" cm " sec 

bekonnnt. 


14. 1) ie ieelmischmi Einheiten verdanken ill re Einfuhrung Zweck- 
imiBigkeitsgnindmi. Die in der Praxis vorkoimnenden elektrischen 
und magnetisrhen GrdBon, fttromstiirke, Potential, Understand ii. s. w., 
sind von solchen GrbBenordnungen, daB sie in den absoluten MaB- 
systemen (lurch unbeholfmi gmBe oder kleine Zahlen ausgedriickt 
werden miiBten. Aus demselben Grunde verwendet man hei Land- 
vermessung aueh niclit das Zentimeter, sondern das Kilometer. 

Das absolute elektrdmagnetische MaBsystem hat W. Weber ur- 
spriinglich niclit auf Zentimeter, Gramm und Sekunde, sondern au£ 
Millimeter, Milligramm und Sekunde aufgebaut. 
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In. England waren dann in der Technik schon seit langerer Zeit 
als Einheit der Stromstiirke das 10 -facie, als Einheit des Wider- 
standes das 10 10 -faehe der entsprechenden Webersehen Einbeiten ge- 
brauchlich geworden. 

Der Pariser Elektrikerkongrefi im Jabre 1881 gab der von Eng- 
land eingefiihrten Einheit der Stromstiirke den Namen „1 Ampere" 

Auf Vorsclilag der ^British Association" erbielt ebenso das 
10 10 -fache der Webersehen Einheit des Widerstandes den Namen 
1 tbeoretisches Ohm". 

Es war wiinschenswert, die Widerstandseinbeit durcb den Wider- 
stand eines leiclit reproduzierbaren Korpers zu definieren. Desbalb 
hatte schon Siemens als Einheit den Widerstand einer Quecksilber- 
saule von 1 qmm Querschnitt und 100 cm Liinge bei einer Temperatur 
von 0° als Einheit gcbraucht; und diese Einheit fiibrt jetzt nocb den 
Namen „1 Siemeiiseinheit" Da ein „theoretisches Ohm" nabezu 
1,06 Siemenseinheifcon betriigt, ho wurdo von dem Pariser KongreB 
eine Einheit „1 legates Ohm" als der Widerstand einer Quecksilber- 
saule von 106 cm Liinge und 1 qmm Querschnitt festgelegt. 

Der ElektrikerkongrelJ in Chicago hat dann ini Jabre 1893 auf 
Vorsclilag der ph vsikaliKch-technischen Reichsanstalt in Berlin eine 
Widerstand, seinheit definiert, die dem theoretiscli.cn Obm nocb miller 
konimt, das ,,inteniationalo Ohm", das den Widerstand einer Queck- 
silbersiinle von 1 06,3 cm Lange und 1 qmm Querschnitt bildet. 

Die iihrigen teehnisohen Linheiten lassen sick aus diesen beiden 
leicbt ableitcn. So ist z. B. die KHeki.rizitatseinlieit 1 Coulomb die 
vom Strom e 1 Ampere in der Xeiteinheit (lurch den Querschnitt des 
Strom loi tors befbrderte EhdRrizil'.iihKmenge. Die Potentiaklitlerenz 
1 Volt ist diejenige Pohuitialdillhnmz, die an den Enden eines Leiters 
von 1 Ohm VVi(hu*sta,n(l erlbrderlich isig um den Strom 1 Ampere 
in dem Leiier zu er/cugon. 

Naoh dies(‘n Ableitungen folgfc, was man aus der Tabelle aucb 
bestiitigt lindet, dab die teehnisohen Einheiten ein 10" -laches der 
elektromagnel iselum sein miissen, wenn n eine positive oiler negative 
gauze Zalil bedeutet. 



IIIUTTES BUCH. 


MAXIMA UND MINIMA. 



Sechster Abschnitt. 

Gcometrisclio Maxima und Minima, 


§ 44. Maxima und Minima. 

1. Wenn von zwei ebenen Fliiuhenstiickcn das eine ein Teil 
des andoren odor mil, einem T(»il (Ins andoren kongruent ist, so hat 
das erste einen kloineron Miichoriiiilialt als das zweite, und es ist 
eine Aufgabe dor Geometric, unfcer (drier gegebenen Menge von 
Figure] i die zu Kttehon, die den grbLUen odor kleinsten Flacheninhalt 
hat. Kami man die Fliir.liemnhalte (lurch MaBzahlen ausdriicken, so 
kommt die Aufgabe auoli da ran f hinmiH, miter oilier genau definierten 
Zahlonineiige die grdBlu odor kleinste zn ormitteln. Und ahnlich 
verliiiit es si <*h, wenn os sit* h nielli, urn Fliiohon, sondern am Linicn- 
liingen, z. I>. don Umfang von Figuren liandelt. 

Fine Grdiie, dio uni or oilier gegebenen Mongo ein GrbBtes oder 
ein JvIeiiiKt.es isi , mrniii man ane.h ein Extremum (extremen Wert). 
Zur Bestimmung soldier Extreme bieten sidi nae.li dem eben Gesagten 
zwei Wege, (bn* geo m ei rise h e odor syntliotiselie und der arith- 
metisehe odor anal v 4 iseho. 

Es isi bosnnders Steiner 1 )? dor die Motlioden zur Bestimmung 
von Exiremen in (bn* Geomefrio dnroli rein gooinotrisclie Hilfsinittel, 
wobei mu* die einfnrhsien Siitze (bn* Euklidiselien Geometric zur An- 
wendiing kmnmon, ausgebildet hat. Wir wollou hier ei.ri.igc cliarakte- 
ristisdio und hesonders einfaeho 1 ><Gs]>i<4<* von Aufgabon dieser Art 
betraehten. 


1) Jacob Steiner, gel mroi in Dlzonstorf ini Kanton Hern, gestorben 

1«6» in Berlin als Mifgli.-d der Akademie der WisscnHcliaflicn. Die boidcn Ab- 
hamllmigen „i'hrr .Maximum und Mininiuni lx*i den .Kigureu in <lcr Kbene, ant 
der Kugclllitelie und im Kaunm iiberii;nij»i“ warden zuorst in lranzusisclier Uber- 
setzung puldiziert und rind im ar.-pninglielicn deutsclnm Texte in Steiners gc- 
s amine 1 ten Werken IM. II -Berlin, lieinier 188g) abgedruckt. 

Vgl. 10. Sturm, Bmnerkungen und Zussltze zu Steiners Aufsiitzon tiber 
Maximum und Minimum, ('relies Journal IM. 00 (188-1). 
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2. Unter alien Dreiecken mit gleieher Basis; und 
gleichem Umfange hat das gleiHistdieukiige den groBten 

Flackeninkalt. 

Es sei in der Figur 170 AC CIl unci A I) - [ // 1) J (j ^ 

Es ist zu beweisen, daB der Fliicheninhali von ABC groBer ist 
als der von ABI). 

Zunaehst nm8 der Punkt P auiierhalb des I)n*iei*ks A BC fallen 
denn fur jeden inneren Punkt P ware A P I) 11 kleiner als 
AC+CB /) und aus demselhen (irumli* inuli C auBerhalb ABD 
Qf liegen. Ks habeu also die beiden 

Dreiecke das Stii(*k ABE gemein- 

sehaftlieh. Da nun ’ CA B OB A 

a 1st) * :j l, A A /> !\ 1 1 A ist, so ist 

A A’ > A' / >\ und wenn wir also 

EE Ell murium, so fiillt F 

zwisrhen A und E. 

Nun maehen wir EC = JJJ) 
und hahon zu beweisen, dali G 

zwiselien E und C fiillt.. 

Naeh der Knnstruktion ist das 
Dreieck FEGr kongruent mit IIEP und idlglieb ist 

EC P II. 

Wenn wir nun von der Dleirhimg 

AC \ PC AP ■ HP 

die aus der Konstruktion folgernie 

llC IP 

subtrahieren, so lblgt: 




iuDiicii 


BS 


A P 

ni> 

/ 

i> 

A E 

, i:i> 



A E 

■ !■(,. 



! ; 1 ‘ V Vi I ' 

;• r Mli'i 

!t - f n> 

Ln*r i a 

WrUh , 

[> * * i 1 1 ii. 

! i ’ '! <*.' 

i 'lilih! 

At' 

( ' /: - 

. i /•: , 


At- 

r /; 

A E 

i /*: n 

in-: * 

/■; /; - 

HP. 


AE : 

A* n * 

.1 h 

: u /; 

A r - 

('ii .... 

A h 
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Wenn nun G iiuBerhalb BG, etwa nach G', fallt, so ist 
j 3 Q _ BO = G C, uml os folgfc 

AG ~ AF + FG + GO, 

was dera Satze wiilersprioht, (laB die gerade Liuie AC die kurzeste 
Verbindnng zwischen den Punkten A, V ist. Es kann also G nicht 
auBerhalb BG fallen (nicht eimnal in den Punkt C hinein). Wenn 
aber G innerhalb BG licgt, so ist, BG — BG — GC und die Glei- 
cbung AO + GG -= AF -f FG hat nichts widersprechendes. 

Es ist lucrimch das Dreieck FFG, was mit BBC konsruent 
ist, ein Teil von JiA(- mid also kleiner an Flache als dieses. Daher 
ist auch, wenn man beidersoits A EJi liiny/ufugt, 

Kliiche A OB > AD B, 
was bewiesen wordon sol lie. 

JE Unter alien Dreieeken von gleieher Grrundlinie nnd 
gleiclier Flac.he hat das gledodiHohenklige den kleinsten 
TJm fang. 

])ieser Satz lilBk sich (lurch ein indirektes SchluBverfahren aus 
deni vorigen ableiton. 

Hat ADD denselben Inhalt wie A DU, so kann AD + DB 
nicht gleieh . K' | I>(! scH n , weil so rust 
ein Widersprueh gegen don vorigen Satz 
entstehen wiirdo. 

Eh kann aber aueh nicht 

A D | DIB AC | IK 1 

sein. Derm sonst kdnnte man einen Punkt 
JY auBerhulb II D so annchmen, dab 

Air i nir Ar 

wiire 1 ): dmiii abrr wiln* der Flarhcninhalt von A D B grbBer als der 
von ADD, also auch grbBer als dcr von A(-.l>, was wieder dem 
vorigen Satz widersprieht. 

4. Es ist (due gerade Ernie (I gegeben und zvvei. Punkte (i 7 b 7 
die aid derselben Sed.e dieser (Jeraden Iicgen. Es soli auf der 
Geraden (‘in Punkt. .r so beslinnnt W( i nl(‘ii 7 (laB die Sum me der Ent- 
fernungen u.r j h.r so klein als mdglieh W(‘rde. 

Denkt man sicii die Halbebeiie, in del* (i und b liegen, an dei 

1) Ilierzu i,4 »!i(* rinfarhe gcnmefrisrlie Auigabo zu Ibsen, ein Dreieck zu 
konstruieren, vuu <l«*in <_a , g , ‘ben siml: die ( Irundlinie, ein Wink el an der Dtund- 
linie und din Summe <1 <t beiden anderen Seiten. 
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die boiden symmetrisch 


Geraden G gespiegelt, bo gelien a und it m . _ 

' und b iiber. Es ist dann fur irgend emen 
////. ,Es ist aber ayh' 


gelegenen Punkte a 
Puntt y der Greradeu ay + 1><J = a H 



G 


eme 

gebrochene Liiiie, die diebeiden 
Punkte a 7 V verbindet, und 
diese Yerbindung wird daher 
so kurz als mbglich sein, 
wenn y in den Punkt x riickt, 
der m it ah' auf inner Geraclen 
liegt. Dann ist idler der 
Winkel a 7 unter dam der 
St raid ax gegen (i geneigt 
ist , gleieh deni Hcheitelwinkel 
c\ und dieser wegen der Sym- 


met rie, 
aueb c 
1 ter 

nueb so 
bidden 
unter 


gleieh 

P- 

! binki 
auf 


/U 


folglich 


liegt dem- 
( i , dali die 
Strahlen ax und bx 
eiein n Winkelu gegen 
die Linie (i geneigt sind, und 


Punkt 

links, so wiichst a, wiilirend /> ahiiimmt, 
nach reclxts riiekt. Uni ./' zu konst ruieren, 
bild a von a in.it b. 

Es ist dies das Geseiz, naidt deni ein 
strahl an (1 nacli b ref lek fieri wird. 

Der Punkt x ist z. !>. aueb der, an den eim 

rutif.t 
a:- 


gild 

imr 

• einen 

S'delien 

kt x. 

Dr 

mi riie.lv t. 

./• mich 

und 

line 

uekehrt , 

wenn x 

verbi 

; ;de 

man das 

Spiegel- 

V"U 

a ai 

tsgebende 

T Li el it- 


Billardkugel den Rand des PPIlanL. trelle: 


langen (wenn die Billardkugel v<dlk<»umieii dasti 


v»ui a abgestoliiiiie 
mu naeli b zti ge- 
di ist und von der 


Reibung abgeselicn wirdi. 


5. Unter alien Dreieck on, die cinem gegr ben en spit z - 
winkligen Dreieck ei ngeseh rielie n sind, hat das Dreieck, 
dessen Ecken die 11 o li c* n f‘u f/> p ti 1 1 k t «• des gegebenen Dreieeks 
sind, den kleinsten Uni fang. 

Das Dreieck der I lolienfufjpimkte bat do* Kigense baft, dab je 
zwei seiner Seiten mit der Seih* des gegehnu-n Dnuerks, in der sie 
sicb treffen, gleiche Winkel bilden, und es Uf das ein/.ige deni ge- 
gebenen Dreieck eingesehriebene, das diese Higenseliaft hat. Denn 
die beiden recbtwinkli gen Dreieeke AcC und Ilp(‘ * Fig. loll sind, 
weil sie aufier dem rechten nodi den Winkel }«ei C gemeinsolniitlich 
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haben einander iihnlick Folglieh ist aG: fiC = AC: BO und mithin 
sincl aucli die Dreiecke ABC und a fi C einander ahnlicL Folglicb ist 
der Winkel Cfia bei (i gleich dem Winkel B. Ebenso aber folgt 
aus der Almliclikeit der Dreiecke Afty und ACB ? daB der Winkel Afiy 
dem "Winkel ./> gleioli ist. 

Nelunen wir aber andererseits an, es sei in einem Dreieck afiy, 



von ([(‘in wir nodi nirhl voraussot'/rn wollon, dab es das Dreieck der 
IlblieiiS(ihnii.ipunki(‘ sri, 


so folgt, 


woraus: 
also : 



•; ya 

/»• 

(iu() 

• - a. 


■) It lid 

rft A 

ft, 


v fir 

A 

a y I > 

Y, 

da die 

Winkolsuninir 

! iin 

I Indeck zwoi lieehte (== it) ist: 

i i it 

l y ^ 11 I 

1 2’ 

i- « 

n, ('■ + a + ft = n, 


A i 

It 

i- (' 



t< -! 

1 ft 

i r 

7T, 


« A , 

ft 

n, 

r = a- 


Damns fol-'i , tl»U tli.* drci Heitcn aft, fty, y« den Seiteri des 
Dreiecks der lldlienl'uLl|>uiikle ]>:> nill. i wind, und da lieide Dreiecke 
deni gegobonon Droiock oiiigosehnebcn smd, so lniissen sic /u 
sainmeni;ill‘‘n. 

Je.iy.i liibf sioli also d<*r i^atz o. so bevvcisen (big- ko). 

Nrlmu'.n wir an. das dem Dreieck A HO eingcscliriebene Dreieck 
vom klemst.cn Dml'ange sei niclifc das Dreieck der .1 IdhenfuBpunkte ctjiy, 
sondcrn ein anderes ahr. Dunn werden wemgstens an einer der drei 
Ecken «‘lwa an c, .lie l.eiden Winkel bt.A und ncB verscliicden sein. 
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D arin Iaflt sich. aber ein von r verschkOunor Punkt c auf AB linden 
so daB <C be' A = ac'B wird, raid naoli 4. 1st dann he «/< _j_ a ’ c 

und folglieh auch der Umf'ang von uhc kloiner ;t ls dm- von a y 
Unsere Annahme, daB ahr das rangosUiriel.oiii- Dn-ieck kleinsten 
Umfanges sei, war also unmoglieli, raid i*s kann imr das Dreieck der 
HohenfuBpunkfce das Miniinmn des Umiaiigvs ergolicii. 


6. Zu diesem Beweise ist aber eine wiclditr** Bmmu-kuiur 

. ■ ' U1 g zu. 

maehen. 

Wir haben bewiesen, daB jedes fdngesehriehene Dreieck c ] ag 
nicht das Dreieck der UolienfuBpunktt* ist , an Emt'ang vcrldeinert 
werden kann. Der Beweis unscrew Saizcs i4 also mu* dann voll 

standig, wenn fesfcsteht, daB es ein Minimum das I’nifanges erfbt 

Man kann leicht eine Liingc angelica, miter die der l *itif;ino* <d neg 
eingeschriebenen Dreieck s nicht Iicruntcrsinken kann 1 :, mid die nwe 
Anschauung ist geneigt, damns auf die Kxi-ten/. eines Minimmns zu 
schlieBen. Es folgt aber daraus ;\\ie wir in {id. [ $$ og ( | (>r 

§ 25 der 2 tou Auflagc geschen haben in siller Si renge nur die 
Existenz einer unteren Drenzc und wir haiieii j n der Tai, aueli in 
unserem Falle nodi nicht bewie>rn, daB nidit imeli ein Dreieck von 
kleinerem Umfimge als das Dreieck der I I«dienluBjuuik(c dem ,, e . 
gebenen Dreieck dngesdiridmn umleu kann h 

Bis Yor kur/em lial man an dir^ni Bcweisveriahrcu keinen 
AnstoB genommeu, und sihnliche Selling linden sidt hei ({, lu j} 
Cauchy mid vor all cm in deni beriilimieii „ D i r ie b } r \ sell en id-i nzi 
yon Eiemann. Audi Steiner stiit/t A*-U darauf, ubuolil i| inii 
miindlicher Uberliefenmg i (baser, / ur Kriniierumr an .Jamb Steiner 
Zurich 1874) Diridilei Kinwenduiigen dauvjmi muuaeht hat und 
obwolil er sokdien Beweisen. in drum direki ”»M»metriseli die Ihxistenz 
des Extremums nachgewiesen i>t. den Duvii-.- ,r j , i . 


1) Man fiille Ik an finer Kri.f *i»- . j.jt 
dikol auf die GcgeriKcite umi v*»n dem 

(f u*t a*. 

Gi»- . !rt {«■ I 1 ,- 


1 < in I'erjKm- 

l 'I’rpriuiikefi auf eine 
* # G * * oi IVrjiendikcl. 

i D-i lo lrrt fine solelie, 



I.ii Je'f 

; { '• der fine Kfkj.unkt des ein- 
m- fioi. -kr-i.rn n- r«»; , Kn j H t <ii<. 

Miminf i" .'.e: iii,rf mi ammeii.-,f.«*ljf*wlen 
. v fUfj{ umi n uni n ineiir der IJm- 

i-na or ' ,!; >■ .■ roifiif iif o Greiffks gnwifi 
f t ^{fii! k l i o i * »■ i' a! ii.f Summe der heiden 
{ frjtemnkfl ne, hr /.edit man ry parallel 
n Illjt dr. :-M rh t ; y und /•A>yd’ J 
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Von tlieser Art und claher vollstandig einwandfrei sind die Be- 
•weise der SSitze, die wir in Nr. 3, 4, 5 gegeben haben. In anderen 
Fallen lassen sich solrlie st rouge geometrische Beweise finden, freilich 
oft nicht ohne die selibne Einfaehheit und Ubersicktlichkeit preis- 
zugeben. 

7. Von dem Sat/.e iiber das Dreicck der HohenfuBpunkte, den 
wir in Nr. 5 nur unvollstamlig bewiesen haben, hat Schwarz 1 ) einen 
schonen Beweis gegeben. Will man vollkommen einwandfreie Be- 
weise fill* die komplizierteren l 1 a lie geben, so kommt man anf groBe 
Schwierigkeiten. Wir wenlen nun im fbJgenden einen anderen Weg 
einschlagen, bei dem wir uns oilier gemischten, toils geometrischen, 
teils analytisehen Methode bedienen wollen. 


§ 45. Maxima und Minima. Analytisehe Behan dlung. 

L Wean if nine quad rati sell e. Funktion von x ist: 

(1) H • o.r- | - 'ihx - I- 'b 

worm a, b, r gegebene. reelle Zahlen sind, a von Nidi versehieden, 
wahrend x und ihlglieh aueli das davon abliiingige y cine Verander- 
liche ist, so liiBt sicli die- Fra go nach dem groBten oder kleinsten 
Werte von // sehr einfae.li erledigen. Ms folgi; niimlich ans (1) 

(2) ay (ax | h)~ |- ar. !r, 

nnd hie raus sehlieUI man, da, (ax -|-/>) s menials negativ sein kann, 
daB der kleinste Wert von ay gleiedi ac,-~lr ist, nnd daB 
dioser kleinste Wert erreie.lit wird, womi X =* — ■ b : a ist. 

Einen groBten Wert hat ay nielit;, da (ax -|- h)" groBer als jede 
noch so groBe Zald wird, wenn x hinllinglich groB (positiv oder 
negativ) genommen wird. 

1st nnn tins gegehene a positiv, so hat ay daim scinen kleinsten 
Wert, wenn y seinen kleinsten Wert hat. Ist aber a> negativ, so er- 
hiilt ay Heinen kleinsten Wbrt, wenn y seinen groBten Wert hat. 
Daraus folgi: 

1st a positiv, so bat das (lurch (l) bestimmte y ein 

lj In den Anini*rkuii«4«*n zu Steiners ^(‘Siui) melton Werken (Bd. II, S. 728) 
ist dieser Beweis irrtiimlich Steiner zu^‘.srlirieken. Vgl. Schwarz gesammelte 
Werko .Bd. if, S. :U0. 
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Minimum, ist a negat.iv, so hat // ein Maximum. Das 
Extremum hat den Wert 

a c — h~ 

y» - « - 

und wird erreicht, wenn x den Wert 

b 

• r o “ « 

erhalt. 

2. Man kann diesem Itesultat cine ntwas andere Fassung geben: 
Wenn man (1) als eine quadratische Gleiehung If 1 1 - ./■ betraehtet, so 
gibt die Auflosung zwei Wurzeln: 

— h -j- Vft if fr - ttV 

( 3 ) *- „ 


Diese Wurzeln kdimeii nun, jo nach dem Worto von y } reell 
ocler imaginin' sein. Wenn wir also fragen, fit r welehen Wert; 
von x ein gegebener Wert von y statt fi so erhalten wir 
aus (3) die Antwort, daB os zwtd soldier Werte gild, wenn 


und keinen, wenn 
ist. Wenn aber 


ay > nr — /r, 
ay ■ ar - lr 



'/« 


ist, so ergibt uns (3) nnr dm oinen Wert x Ms ist also jf 0 , 

je nach clem Vorzeielien von rr, der grotti e oder k Ifinsi** Wert, den y 
fur ein reelles x annehmen kann. 

Betraehtet man x und y als reditu inklige Koonlinalen, so stellt 
die Gleiehung (1) eine Parallel dar i lid. 11, $ » » und die ana- 

lytiscbe Geometric gild; uns eine eiidaehe AnseLaunug dieser Ver- 
haltnisse (vgl. Bd. I, $ 32 der l trn , £ 1 (, 2 der 2‘‘ A ullage). 

8. Wir geben einige P>eispiele fur <lie P>e.sf inmiung tones Extre- 
mums nach diesen Gruiidsatzen. 

Es sei ein spit/Avinkliges Preierk gegeben in it den Seit-en a f b,c 
und den Winkeln «, ft, y bei A , />, (' ( Pig. 177). In dieses Dreieck 
sei ein Rechteck nmjaj derart eingesehrirben, dab zwei seiner 
Ecken m } n auf der Gnmdlinie r, die bidden andereii y } (/ auf den 
Seiten b 7 a liegen. Dieses Rechteek ist vollstiindig besiinimt, sobald 
einer seiner Eckpunkte, /. I>. m oder gegeben ist. 

Lassen wir den Punkt p naedi A fallen, so wird das Rechteck 
unendlich niedrig und artet in die Grundlinie selbst aus. Es hat 
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dann clen Flacheninhalt Null. Lassen wir dagegen den Pnnkt p 
nacL C fallen, so wird das Rechteck unendlich schmal und hat also 
wieder den Flacheninhalt Null. Da- 
zwischen gibt es eine Luge, wo das 
Rechteck ein Maximum von Fliiche 
hat. Diese Lage soli get linden werden. 

Wir bezeiohnen die drei Absclmitte 
der tirrundlinie Bm, mu, nA mit y, x, s 
und mit h die Hd he des Rechtecks. 

Es ist dann 

(4) a; + y + s = c 

und der Flaelion inhalt v des liechtecks: 
v — // x. 

Aufierdem ergibt sick aus den reehtwinkligen Dreiecken (pnA), (qmJB): 
y ^ h cotg (1, s h cotg a, 

und folglieh aus (4) 

It (cotg a +■ cotg ji) = c — x. 

Es ist aber ( Hd. II, § 28) 

cot<»’ r< I et.<r (i ,,, vm u ^ «in (* + ft) 

n ° Hi.n « sin sin a sin /i ; 

oder, well a -{- fi — tc — y, also sin (<c-\~ (f) =» sin y ist, 

, / , sin n win ti 

h (r — x) . ‘ • 

Hill y 

Demnach ist die Fliiche d(‘H Rechtecks 

(5) 


sin « sin ft / , 

V X (c — x\ 

Hill y v 7 


Wird nach dem Werte von x gefragt, der eine n gegebenen Wert 
von v hervorbringt, so hat man die quadratische Gleichung (5) oder 

, v siny A 

xx ----- cx - - . . . . = 0 

Hina' snip 


r sin y 
Hin a sin ft 


zu Ibsen, deren beide Wurzeln 

(«) 

sind, und man sohlieBt daraus, dab 

ir sin a sin j$ 
l ° ~ ” 4 sin y 

der Maximalwert von v ist. Bedenkt man nock, dab 
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/' , , 2r 

sin« sin fl siny 

der Durchmesser des unigcs<‘hru‘l.>«‘ii»*u Krciscs ist t Bd. 1] ; § 28, 3.) 
so erhalt man auoli 

it ft V 


un d da dieser Ausdruek sirli mVIit and«*rf, \u*nn a, h, r. beliebio* 
permutiert werden, so ist der Wert «!*.*» Maximmus dorselbc, welcte 
der drei Seiten des Dreieeks man aueli a is Basis nelnimn. mag. 

Der dem Maximum enispmdmnde Wert von j' ergibi nidi aus (6) 
gleich c/2, uml da hiernaeh py aurh gleb-h r i>t, so folgt aus der 
Ahnlichkeit der Dreieeke (A IK') mid i/o/T', dab die Bunkte p f j 
in den Mitten der Seiten h , r liegen. 


4. Almlich ist das folgende Beispiel. 

Es sind in den Endpunkten J, I> eim-r gegrbenrn St ivekefFig. 178) 
zwei Senkrecbte erriehtefc und zwisehen ihnen ein Bunkt (' gegeben. 



Man soil duro.h (' eim* geradr Litiie *» b-gen. dat> da.-. Werhfeek aus 
den be idem Abscdmittm ./■, //, dir duivh der Liiiir aid’ dm beidern 
Senkreebten abgesrlmittrn wrrdm, rim*:. gr'*«benru Idiiebrniulialfc m 
babe. Es ist also 

(7) j tf m. 


Fallt man das Perprmhkrl ( l> r aut .1 I! und br/.rudinet die 
Abschnitte auf A /> mil a un<i /., : * * tdlgt an - drn \ b n lirh koitssiiizen: 


a : h r .r : tf r, 

woraus 

(8) (i tf ' ft.r r a h . 

Aus den beiden Bleirhungen * « ■ s rrgiht si**h 

{(uj — Its 2 ) a ; hr d ah M , 


( 9 ) 
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und wir erkalten also mir dann reelle Werte yon x, y 7 wenn 

4 ah m <[ c 2 (a + h ) 2 

ist. Der groBte Wert, den m hiernach haben kann, ist 

__ c 2 (a+fc) 2 

m 4 ab 7 

fur den sieh aus (9) 

(10) x:y = a:h 

ergibt. 

Um die dem Maximum entsprechende Linie zu konstruieren, 
denke man sie sick bis zum Scbnitt E mit AB verlangert. Kennt 
man den Punkt E, so kann man EC ziehen. Est ist aber 

x : y = EA : EB, 

andererseits nach (10) 

x : y = a : h — AD : BD. 

Folglich teilen die Punkte E und D die Strecke AB innerlich und 
auBerlich in dem Vcrhiiltnis a : h 7 und E ist also der vierte harmo- 
nische Punkt zu AB und I). 


§ 46. Maximum (los Placlieninlialtes von Dreiccken und Vierecken. 

1. Wir behandeln noch einige Beispiele, die uns in der Folge 
als Grundlagc fur allgenieinere Betraclitungen liber Poljgone dienen 
werden. 

Zunachst nehinen wir das Beispiel, das wir schon friiher (§ 44, 2.) 
nach. der syntbetiscbcn Mcthodc behandelt haben. Es sei von einem 
Dreieck der Urn fang 2 s und eine Seite a gegeben. Welches ist der 
groBte Wert, den der Fliicheninhalt annehmen kann? Sind h und c die 
beiden ubrigen Seiten, so muB b + c > a, also s — a = ^(h + c — a) 
positiv sein, und wenn A der Fliicbeninhalt ist, so ist (Bd. II, § 31) 

(1) z/ 2 = .v (s — a) (s — b) (s — c). 

Im gleichschenkligen Dreieck mit demselben Umfang und 
derselben Basis a haben die beiden gleichen Seiten die Lange -%(b + c), 
und es ist also fur dieses das Quadrat des Flacheninhaltes 

z/ 0 2 = s (s - a) ( 8 - - lb 2 = 1 a 2 s (s - a). 

Hieraus ergibt sich 

(2) z/ 0 2 - z/ 2 = (z/ 0 - J) (z/ 0 + 4) = is (s - a ) (l - cf. 

Diese Differenz ist aber stets positiv, folglich z/ 0 > A. 
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2* Die Form el (2j zeigt al»«*r uo**lt lidgnuli-'s: 

1st in einem I > r* di** Hi ffVmi/. zweier Seiten 
l — c clem absolution \Wrt** nu«‘h gn»iior als eim* positive 
GroBe s, so liiBt >irli dor Fl;i**lMMii n bait unter Bei- 
behaltung von a und b - # u in iiu-hr aU eino von « ab- 
hangige positive GniB»* n vorgrr«LG*rn. I )(*♦><* GroBe q 
hangt aber auBor von ; aurli norli vun ,s a a b un <{ nithert 
sich mit $~~a zugieh*h *i» r Gr«*nz*» Null. 

Wir konnen z. B. ? da J n - ,/• 2. /„ 1 n } s .v t n ist, naeli (21 


setzen. 


3. Ein verwandter Sat/, B? dor hdg»*nd»\* 

Unter a 1 1 ** u Drei «o-k »*n mit «i «• r ^«*i n Basin a und 
demselben Wink**I c; an d»*r Spit/.i* hat. dan gleicli- 
sckenklige den gruBt*n t infant 

Sind a, b, r die n, < , ;• Go* \Y ink #«1 d.*s I)n*iee,ks, Hoist 

nacli dern Sinussulzo 

/ " •’ Oi ;• 

// , r 

?-M2 u. SI, , 


und da sin a -- 2 sin * t ms * ( , ; m •' ‘ , , t> 

( 3 ) I, . , - ... •. 

1st das Dreieek glriflisidn'iikiiy;. ai •» l .* aial /» r ... r 0J 
so ist 4 " 

A.. • \ . 

und wenn also 2s und 2s tl di.- I niiaiuf iud. i-t 
s\,-s (1 o •') 
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woraus zu schlieBen ist, daB s 0 — s immer positiv ist. Man kann 
auch die Differenz b — e der Seiten einfuhren. Es ist namlich 


7 2 d d *4- y . 1 3 — y cl . R — y 

b — c = cos ----- sin ----- = sin - — - 

sin o' 2 2a 2 


2 cl * — y ft — y 

sm -4 -cos£-- 7 , 

c°s Y 


$ ___ y 

also, da cos --- -- < 1 ist, 




(***)">■ 


4a 2 




(& jzf ) 2 

4a ; 


und es gilt also auch hier der clem Satz 2. entsprechende Satz: 

Ist b — c > s, so kann $ unter Beibehaltung yon a 
und « um mehr als eine positive Q-rofie o vergroBert 
werden. 


4. VergroBert man in clem Dreieck abc mit Beibehaltung der 
Grundlinie a und des Winkels ft den Umfang von 2 s auf 2s 0 , so 
vergroBert man gloi cdize.it ig den Inhalt, etwa von A auf A'. Nach 
clem Satze 1 ist aber claim A r immer noch kleiner als der Flachen- 
inhalt A () cles gleiclischenkligen Dreieck s mit der Grundlinie a 
und clem Winked a , nnd es ist also A 0 zugleich das Maximum unter 
den Flacheninhalten A. 

Man kann dies aber auch aus der leicht abzuleitenden Formel: 


schlieBen. 


zJ a ~ A 


ar 

2 sin cc 




5. Aus vier gegebenen Strecken kann immer dann ein Viereck 
konstruiert werden, wenn die Summe je dreier Seiten groBer 
ist als die dritte. Durch die vier Seiten ist aber das Viereck 
noch nicht eindeutig bestimmt, sondern es muB noch eine weitere 
Angabe dazu kommen* cs kann etwa noch ein Winkel oder eine der 
Diagonalen gegeben sein. Wenn aber noch gefordert wird, daB das 
Viereck ein Kreisviereck sein soil, so ist, wie wir gesehen haben, 
(Bd. II, § 32) durch die Seiten das Viereck eindeutig bestimmt. Dabei 
ist zunachst vorausgesetzt, daB nicht nur die Seiten an sich, sondern 
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Fur den Fliiekeninhalt N eines \ mil d»*u Seiten a, b, c, d 

nnd der Suinme £ zwrier gegenulMndiegonder Winkel linden wir friiher 
die Formel gefunden (Bd. II, 8 «*L\ * 

(4) 0 2 == (s — rn { s — ft) is r n * ~ r/ * " f*t'd «•< tv*' , 

worin 2s — n + & + £ ~r ^ der i ndaiojf * It* s \ ieivrks ist. 1st das 


Yiereck ein Kreisviereek, so ist «•« 

Quadrat des Inkaltes 


1 F mid fnlglich das 


(«)q- I s ft ns // 


woraus sick ergibt: 

( 5 ) 


(«) » .... {«/- (f h('tl til ' 


diese Differenz ist also menials nejfam , und nor dann gleiek Null, 
wenn das Yiereek («) ein Kmi-w break m. Ks Ut Iderdnrck der 
Satz bewiesen: 

Unter alien Viereeken v«»n •..:*• Seiten hat 

das Kreisvi creek den tx r * *> 1 j t * * n t lueheuinhali. \\ eickt 
die Sum me «I c* r gegen fiber I iegendr n \\ in Lei urn in (dir 
als nine gegebone iirblie % ♦ * n /v»*d Keeht‘*n nl>, so liiBt 
sick der Flaoheninhalt mu nn*ur als **iur von t ab- 
hangige positive (JrnLF* <> L>e rn. 


IT. Kreispoh jrone. 

1. Unter einem Ptdvgon \ 1. , ,< K«*k < wrstrheu wir cine 

von geradlinigen Si reek en l>»*g!vn/:e Figur, d*evn gnu/.** Begrenzung 
man du roll 1 aid en kann, wenn man i * • h \»ie -be ei indi**ldgen Aus- 
gangspunkte i miner in <U‘in -oil »»*n Simie {Art h.*w »•«.»;! . 1 > i ♦ * 1«» grenzemlen 


:s < 



Fifjf. nn. 

Strecken heiBen die Seiten des I’ldv^ms. 
einer Ecke des Polygons /.usuininini 


Zwi'i Seitrn stoBeu in 
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Beim XJmlaufen der Begrcnzung iindert sich die Fortschritts- 
richtung nur Beim tJbergange von einer Seite zur nachsten und zwar 
um einen Winkel, der kleiner als it ist. Man veranscbaulicht 
sick diese Iticbtimgsanderungen am besten, wenn man durcb einen 
festen Punkt Parallelen zu der jeweiligen Fortschrittsrichtung legt 
(Fig. 179, 180). 

Wenn die It i ehtungsan derung beim Umkreisen des Polygons 
immer in demselben Sinne gcschieht, so beifit das Polygon konvex. 
Die Ricktungsanderungen in jedem einzelnen Eckpunkte sind die 
Au Ben wink el dos Polygons. Die Polygonwinkel selbst sind die 
Supplements (lazu, und diese sind alie kleiner als it. 

2. Ist man naeli. einem vollen Umlaufe der Begrenzung in die 
Ausgangsriehtung zuruekgekelirt, so betragt die Gesamtdrehung ein 
Yielfaches von 2 it. Wenn diese Dreliung gerade 2 it betragt, so beifit 
das Polygon ein fa eh. Bctriigt sie aber ein lioheres Yielfaches 2 mit, 
so beifit das Polygon stornformig odor iiberscblagen (Fig. 181). 
Das einfacho konvexe Polygon ist auch durcli die Eigenscbaft definiert: 

Wenn man jede der Polygonseiten unbegrenzt ver- 
lilngort, so dafi durcli sie die Ebene in eine positive 
und eine negative Halite zerfal.lt, so liegt das Polygon 
entwoder ganz auf der positive)! odor ganz auf der 
n e g a t i v e n S e i t e d i e s e r 1 j i n i e. 

Sind bei (bun (iberscliiagenen n-Eck alle Aufienwinkel einander 
gleicb, so ist jeder von i linen gleich 2 mit./n. Sind sie nicbt alle 
gleicb, so nrufi wenigstons ^ 

einer darunter sein, der grd tier A 

ist als d loser Mi if el wort. Da 2 ^ J 

aber dieser noch kleiner als it 
sein miifi, so ist 2 m it / n < it 
und folglioh m < In. Man 
kann also hoi einem w-Eck 
niclit eine beliebige Anzahl 
von IJingiingen mae.lnm. Es 
gibt z. B. kein H be rs<dd agones 
Dreieck oder Vioreolc. Beim 
Fiinfeck und Sechseok sind 
zwei Unigiinge mdglich, beim 
Siebeneck und Achteck bis 
zu drei u. s. f. 

3. In jedem Polygon ist die langste Seite kiirzer als 





Pig. 181. 


328 


III. Maxima unit .Minima. 


§ 47 . 


Dies folgt daxaus, daB die genule Ernie die kiirzeste Verbindung 
zwischen zwei Punkten itft. 

L Ein Polygon heiBt einem Kreise eiiigeschrieben oder 
Kreispolygon, wenn alle seine Keken auf der K reiaperiplierie 
liegen. Ein seiches Polygun IsiBt sirh (dim* Uestaltsiindming auf 
dem Kreise lierumsehieben, d. h. man kann eine Keke in einen be- 
liebigen Punkt der Peripherie 1 ogeii uml urn da aus die Seiten der 
Reihe nach als Sehnen abtragem Dabei kann man nueh in einem 
oder dem entgegengesotzten Sinne herumgehem Alle diene Polvgone 
sind entweder kongruent oder spiegeibildiirh gleieh. 

Wenn man die Seiten eine* Kreispolyguns heliebig unterein- 
einander vertauseht, so erhiilf man neue Pohgune, die demselben 
Kreise eingeschrieben werden kunnen. 

Denn denkt man sieh die Segment**, die v«m den Polvgonseiten 
nnd den zugehorigen Kreishugen begren/J sind, herausgesehnitten und 
beweglieh (etwa von Papier), kann man diene Segnumte in be- 
liebiger Reihenfolge wieder in die urspriinglmhe Kreisperipherie 
einpassen; die Kreishugen nn'issen immer die gauze Kreisperipherie 
ausfullen, und die Selm**n ergebeu dami * in einge.-chriebenes Polygon. 

5. Sind u Stricken gegehen, «lie der Bedingung genfigen, daB 
jede yon ihnen kleiner is! als die Stuunie der ubrigeu, so kann uutn ; 
wenn n groBer als S ist, immer uneudiieii vi**le Puhgone linden, die 
diese Strecken zu Seiten ha ben. 

Man iiberzeugi; sieh hi**rvun dureh die voibtamiige Induktion. 
Sind mimlich a y a X) m,, . . u, x die grgrbeuen Stivrken und « die 
groBte imter ihnen, so ist 

a */, • ... tl r 

Man nehme nun eine St reeke h so an, daB 

(l — <7, { ..• (I t - h . <?! f[„ y 

was immer mbglieli ist. 

Ist dann n groBer als su kann man, wenn wir den zu be- 
weisenden Satz fiir a — 1 als erwie>en an-eluai, aus den Seiten 
a > b 9 a n __ j <‘in n -- 1 Krk konstruierm, und wenn wir dann 

an l ein Dreieck mit den Seiten h, a l , o., anlegm, su erhaltcn wir 
ein w-Eck ‘mit den gegebenen Seiton. 

Man stelle sieh etwa vor, die gegebenen u St-reeken seien aus 
starren Staben gebildet, die so dureh (lehmke miteinamler verbunden 
smd, daB sie einen geschlossenen Ping hilden. Man kann dann diesem 
Ringe noch unendlich. viele (Jestuiten gelmn. Es gilt aber nun der 
folgende Satz: 
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6. Ein einfach.es konvexes Polygon mit gegebenen 
Seiten liiBt sich immer einein aber auch mir einein 
Kreise einbeschreiben. 


7. Um diesen Satz zu beweisen, miissen wir die Bedingun 
dafdr formulieren, dafi ein Polygon einem Kreise eingeschrieben sei. 
Es sind dabei zwei Falle zu unterscheiden, je nachdem der Mittel- 
punkt des Kreises in dem Polygon liegt oder auBerhalb (Fig. 182, 183). 




Ini ersto.ii Falle muB die Summe der Bogen, die iiber den 
zelnen Seiten siehen, gleieli der ganzen Ivreisperipherie 
Im zweiten Falle ist der Bogen iiber der grdBten Seite gleich 
Summe der Bogen iiber den iibrigen Seiten, wobei immer 
Bogen. zu nehmen ist 7 der kleincr ist 
als der Hal bk re is. 

Wemi a eine Selme des Kreises 
vom Radius r ist (Fig. lS-lj, und ft 
der zugehdrige Winked (in BogenmaB 


em- 

sein. 

der 

der 


gemessen), so 
daher 

(i) 


i) 


ist 


J are sm 


ir sin 


und 


worm arc sin oinen Wink el zwisclien 
Null und %j2 bedeutet. VVenn also 


a, a i 


a 2 , 


die Seiten des 


Polygons sind und a die grdJBte miter 
ihnen ; so ist fiir den ersten Fall 



Fig. 18 - 1 . 


bC. 
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fiir den zweiten Fall 
(3) are sin ~ = arc sin 


an* sin 


art* sni 


Diese beiden Formeln sohreiben wir abuvkur/J , 


Index i von 

1 bis v — 1 gel uni 

1 asst *u. 

(4) 

J? arc, sin 

a 

.t an* >m t 

•Jr 

(5) 

^2 uro sin ^ . 

. n l . 

arc sin ^ * 


iiidein wir den 


8. Der Durchmesser Jr karm ni<*hi khdner s**in als die Holme a. 

Lassen wir also Jr von a his t*m*udlich <jfohen, so gtdd; v arc sin — 

~ 2 r 

stets abnelimend von a ^an* sin J his Null and ,y are sin — 

~ a 2r 

stets wachsend von * his zt woil an* sin 1 ist u 



In der beistoheiiden b i*xu r l>k> ist / die Alexissr, und die. ab- 
steigende Kurve CD hat die Ordinate 


^ art* sin 


tk . 



1) Da arc sin cine l-r*i iiH'/.tMicif'titt* Funkt mu if, t> .delicti - i r } j diese (Jlei- 
chungen in transzendenier i urm dar. I >a man ai>»T i i i i » Stimim* vnn zweien 
und lolglich. anch von mehreren arc sin aui' cinen arc sin cincs algeltraisclion 
Ausdruckes zuriickluhren kimn, so lai-.m .deli dime ( Jicichungen auch in 
algebraiscbe Fornien ltringon. Met* algebraist- he Form i.-l al>or weifc 
weniger einfach als die transy.rudentc. 


iiir n =~ 3 erlialt man aui diesom \\ ege iVir den Had ins dcs inngescbric- 
benen Kreises: 
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die ansteigende Kurve A 1> die Ordinate 

7C — arc sin ~ * 

2 r 

Die beiden Kurven sclmeiden sich also nur dann ? und zwar nur in 
einem Puiikte, wenn 

(6) o « art ‘ sin y 

ist, und unter dieser Vorauasetzinig hat die Grleichung (4) eine und 
nur eine Lbsung. Ks gibt also unter der Voraussetzung (6) immer 
einen und nur einen Ivreis, dem ein Polygon von den gegebenen 
Seiten a, a u <l > , . . so eingesclirieben werden kann ? claB der 

Kreismittelpunkt innerliall) des Polygons liegt. 

9. Uni die Gleiehung (f>) zu. diskutieren, nelimen wir sie in 
der Form an: 

(T) F\ r) 2r sin — 2r arc sin " = 0. 

Fiir 2r — <t win I. die linke Senile F(r) dieser Gleichung gleicli 


X, . «; 

a ^ arc sin 


an 


und fiir r - oo (wegeu Li m 12 r an*, sin ^ ~~ a, vgl. Bd.I ; § 114 der l ton ; 
§ 127 der 2 t,,n v\ ullage) gleich 


Dor letztere Aiisdrue.k isi aber naeh der Voraussetzung positiv, 
und wenn also dor erstie negativ ist, so muB 2 /T (V) zwischen 2r = a 
und 2 r • oj w imi igstens oinuiiil (lurch Null gehen und die Grlei- 
cliung Fir) 0 hat also eine Wurzel. Dies iindet unter der Voraus- 
setzung statt 7 daB 

(K) <> v are sin ^ 


ist. Wenn also d io a. gegebene der Bodingimg ^ (i^ <i geniigende 
Strecken sind, so gibt es i miner einen Ivreis, dem ein Polygon mit 

den Seiten a eingesclirieben wcrikn ka,nn. 1st <1 > ? so liegt der 

Mittelpunkt im Innern, und isi. (1 < so liegt er auBerhalb des 

Polygons. 1st a = ^ , so liegt der Mittelpunkt in der Mitte der 
grdfiten Seite a. 1 ) 


1 ) Boi der Uloichinm e"> ) koimtc es no eh fraglich erselieinen , ob sie nicht 
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§ 48. Polygon? mit g?g?b?nen Seiten. 

1* U nter alien einfachen konvexen Polvgonen mit 
gegebenen Seiten in gegehener Reihenfolge hat das 
Kreispolygon den grdfJten Flaehenin halt. 

Der Beweis dieses Satzes griindei <i«*h auf folgende Sehlusse: 

2. Denken wir mis ein veriinderliehes einfarhen k on vexes Po- 
lygon mit unveranderliehen Seiten, so kanu nieh hei dieser Veriinde- 
rung ein Winkel des Polygons der Unme -t nlihem, wodureh das 
n-Eck einem (n — 1)-Eek augend hert win!. 

Es kann sick imtor besonderen Yorausseizungen uueh ein Winkel 
der Grrenze Null nahern. 

Verliingert man zwei Seiten tunes einfaehen kouvexen Polygons, 
die in einer Ecko zusammunsfoBen, liber die niiehsten Heken hinaun, so 
entsteht ein Winkelraum von weniger als isu («nui T und das ganze 
Polygon ist in dieseni Winkelraum enthalPm, im<i damns folgt, daB 
sicb ein Polygonwinkel nur claim tier Greu/.e Null niihe.rn kann, 
wenn sich gleiehzeitig die Flaelte d«*s Polygons dor Null miliert. 
Man sieht ferner, dab sieh bei <dm*nt konve.x<*u Polygon nur dann 
eine Diagonale der Greuze Null niiimrn konnie, wenn die niimt- 
lichen Winkel bis auf zwei ghdeli .t, die hidden letzten dann 
gleich Null warden; dann aber wiirde aneh tier Fliirheninlialt ver- 
schwindend klein. 

ist. Audi ist noch nielli. entsrhie<{»*ii . ni> nirht vielleb lit aurh in dem Fallo 

7f, 

6 ^ > "g‘ ( d e Gleiohung (0) \Vnr/.i*ln hat. I * i »* m* Krage kann nur mit Hilt’e tier 

Differentialrochnimg, damit aber s«*hr hdcht in negativem Sinne erledigfc warden. 
Man setzt zu diesem %\veeke uueh /'it 

it . a 

2 i- 

und erhalt aim (5 j die Gleiehung 

a.= \ are. <\ n ( (l 1 -in J ** o 

Geiit ^ von 0 bis jt, so geht <l> a. vun u bis a 71 abrr iur k ioino Werte von# 

»■> ’ 

ist $(«•) positiv. Es geht also '/Ml. durrli Null” w.-nn <; < * ist. i >a£i <&(») 

nicht mehr als oinmal (lurch Null gdit, uml dull us nirht tIiir«-h~NulI geht, wenn 

G ^ > 2 folgt dann daraus, daft der zwrifr Dith'rrntiahjmdirnt vou <ih (at') iu 

Bezug auf immer negativ ist. Damit ist der /.write Toil ties Nat/.es G. erst 
vollstandig bewiesen. 

In ahnlieher Wei.se laBt sicli aurh die Fragc lichandrlu , oli ein iiber- 
schlagenes Polygon mit gegebenen Seiten einem Krei«e. einbeschrieben 
werden kann. 


it. lifiumstriHcho Maxima, uml Minima. 
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3. Wir wollen die Gesamtlieit: der konvexen Polygone mit den 

unveranderliehen beiten tt 9 <t l7 a 27 . a n _ x mit bezeichnen, nnd wir 
wollen daru liter aueh die (u l)-Eeke einsclilieBeii, die dadurcli ent- 
stehen konne.n, dali einer der Winkel gleich % wird. Alle diese Poly- 
gone $ liaben einen emllirhen Fladieninhalt, denn sie konnen z. B. 
alle in das Inner© eines Erases geiegt wcrden, dessen Durchmesser 
kleiner als der llmfung der Polygone 1st. Daraus ergibt sicb, daB 
die Flaehemnhalto der Polygon©^ eine obere Greuze liaben miissen, 
die wir mit G bezeiehnem <1. h. : 

Alle Fliie heni nhalte von sind kleiner als G oder 
hbchstenH gleie.h G ; ist a her to eine beliebig kleine Flaclie, 
so gibt es Polygone in deren Fla eh c zwischen G und 
G - co liogt. « Bel. J, § 2:; der V«", 8 2f> der 2 ton Auflage.) 

L Per Fla elien i n halt nines Polygons ist eine stetige 
Funk tin n der Seiten und Winkel. 

Das will sagen: Wenn F der Fliiolieninhalt des Polygons und 
E eine beliebig gegebene UrdBe ist, so bleibfc der Flaclieninhalt 
zwisohen F i und /•’ * wi'im die Anderungen der Seiten und 
Winkel gewisse von i abhiiugige Grenzen niedit ubersteigen. 

Zmn Beweise dicker Bebauj)tung kann man sick entweder auf 
die geonudrise.he Anscdmuung berulen, nder aueh auf die Formeln, 
vennoge deren dm* Kliieheninhalt. dureh stetige Funktionen der Seiten 
und Winkel ausgedruekt wird, nnd es ist dazu nielifc erforderlich, den 
Bau diesel* Formein gennuor zu kemien. 

5. Der Beweis des an die Spitze gestollten Satzes 1 veidangt 
nun, daB wir /eigen: 

Der FI lie hen in halt des in 'jfi enthaltenen Kreis- 
polygoiiH ist. gleieli tier oberen Greuze G der Flaclien- 
i nhalte von 

Wir lubren den Beweis indirekt nnd nehmon also an, der Flachen- 
inhalt F des Kreispolygons st*i kleiner a.ls (1. 1st dann ^ eine be- 
liebige GroBe, die dor Bedingting 

G > F |- ■ F 

geniigt, so gibt es noeh unendlieh viele Polygone in deren 
Fliiclieninhali, P der Bedingung 

<i> r> v -i- v 

geniigt. Wir bezeichnen mit P zugleioh das Polygon selbst. 

Da V kein K reispolygon ist, so niuB es unter seinen Ecken vier 
aufeinanderfolgende 1, 1% d geben, die nicht auf einem Kreise 
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liegen, mul in drni \ i. r. <-k i A I ( j a j I( r • 

liegende Winkcl <im» v„n .t v. r- i-hi.'.i.-u.- Sumim-. 1),,,. 
zwischen x und »li**.s**r W ink.dstimmu mui; „ >vr .ir gr.".i},. r ! \ ersClied 
gewisse positive i„n », a Mi a n g i g,- *i rnli.", \,?i„ , ^ '*\ m 
Hieriineh liiUt hi.*!, uu.-h 4 1-i. ,i. r I dL.-h.-n ini.^lt” f ],^ V; . 

ecks (1234} mil Boib.dmltung ", it. n H j s ®‘ 

Ton abb iingigo posit i v * ■ * , nib*' , > % f r t, r'<ljrv u it i i 

(lann and. dor F!a,|,,»it halt /• unt mdtr ah ,< H ^ 

aber wi-gen dns B, griffs ,i.-r „|,,. r ,.|. luvuz.- V um , 

aunohmen kuna, so «i«ni,- man durd, dm , Ami, -rung «| w . r ( ; h j ® 
kominen, was dam 1 1, -riff, * ,|. r <d I » <t|. r-j.ri.-Iit 

id- Annalinn-, daU / kl.-m.-r aB t, .Lp, „ IUi , tttlhaft 


s !'•' Bleirhscifijres Iffrirek. 

1. Ani nlinlidiom \\ •— »> dud *n u ir ,!,••, Mg, mini Sat/,: 

(i!1 . V/'-'T Ull, ‘ n l,,M * 1,1 fa a go hat 

das glfii'hsi’it ig>‘ d, n >; r-l',t ,-m ! nhalf. 

ZnniicliHt i-t zu brnn-rkmi. ,.-r I ddi-rnuhalt all.-r Dmiocke 

Tun gog,,l>,.,i,.|ii l ml'angr p , , lir-nz,- Imt. din wir 

nut; <r mlnwn. lw I bun..- at. dt d.-s I-Murigu,, I imVcks von 
derti Unilan^* 'Js hat tin* St*.?, Jt ,/ i, r 

Inhalt 

r 

- \ • 

•K,S ist Zil ix * \\ # *is«*!!, tiali /' (, ■ * 
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0 > d > JF t? 

geniigt, und da die Dreiecksfliiche eine stetige Funktion der Seiten- 
lange ist, so niussen alle diese Dreiecke A die Eigenschaft haben, 
daB wenigstens eine der Seitendifferenzen, etwa b — c, groBer ist 
als eine von rj abhangige positive GrroB’e s, und nach § 46, 3. 
konnen wir also jcden der Macheninhalte A mit Beibehaltung des 
Umfanges urn niehr als eine gewisse von € abhangige positive Grofie co 
yergroBern. 

Da es aber nach dem Bcgrifte der oberen Grenze Dreiecke A 
gibt, deren Flacheninhalt zwischen G und G — co liegt, so kommen 
wir auf den Widersproeh, daB es auch Dreiecke A geben muB, deren 
Flacheninhalt fiber (1 liegt. 


§ f>0. Polygon© von gegebenem Unifange. 

1. Der Satz vom gieichseitigen Dreieck ist ein spezieller Fall 
des nun zu beweiseiulen allgemcineren Satzes: 

Tinier alien einfachen konvexen w-Ecken mit ge- 

gebenem Umfange $ hat das regular© w-Eek den groBten 

V Lichen i nlialt. 

Den entsprechenden Satz fur das (n — 1)-Eck nehmen wir als 
bereits bewiesen an, und niachen von dor vollstandigen Induktion 
Gebrauch. 

2. Wir betrachten die Gesamtheit © der einfachen konvexen 
w-Ecke bei konstantem n, deren Umfang eine gegebene Lange S hat. 
Darunter sind als Uronzfalle auch die Polygon© vom Umfange S 
und einer geringeren Zahl. von Ecken enthalten, die sich dadurch 
ergeben, daB einer odor oblige der Winkol gleich % , oder eine oder 
mehrere dor Seiten gleich Null geworden sind. 

Die Fliivheiiinhalte aller dieser Polygone haben eine obere Grenze, 
die wir winder mit G bezeiclmen. 

3. Das ganze System © IiiBt sich in unendlich viele Scharen 
r, r, • • • zerlegen, in der Weise, daB man in einer dieser Teil- 

scharen alle Polygone aus © vereinigt, in denen die einzelnen Seiten 
dieselbe Liinge haben. Darunter befindet sicli auch die Schar in 
der alle Polygone gleich lange Seiten (von der Liinge S : n) haben. 

In jeder Schar ist ein Kreispolygon P, P' 7 P", . . . enthalten, 
und jedes von dicsen hat in seiner Schar den groBten Flacheninhalt 
(nach § 4S). Wir bezeiclmen das System dieser Kreispolygone mit fi. 
Die Schar $ hat dieselbe obere Grenze G wie die Schar ©. In $ 


336 


III. Maxima uml Minima. 0 K 

§ 50. 


ist auch das reguliire Polygon R enthalten, und es 1st zu be- 
weisen, daB dessen Flacheninhalt It gleieh (1 ist. 


4t. Wir verfahren wieder indirekt uml nehmen an, es sui R<^Q 
Dann gibt es unendlich viele Polygons aim St, derail mit Q zu b e - 
zeichnender Flacheninhalt zwisdieii II uml (i liegt. 

Nach unserer Annalnno ist hereits iiewiesen, tlatS alio (n~ 1)-Ecke 
von dem TJmfange S kleinere Fliidien haben als das reguliire 
(»— 1)-Eck und dieses hat nach Bd. II, § fi. kleinere Flaehe 
als R. Daraus ergiht sieli, daB miter den ( t ) koine (« . I )- Idcke vor- 

kommen, genauer ge.sagt, daB all** n Seiten idler Polygons Q uber 
einer bestimmten (nur von u und \<>n S aldiangigeii i Greuze bleiben 

5. Wir kbnnen jetzt ganz so wie heim Ihvieek iveiter schlieBeu. 
Es sei rj eine beliebige der Bedingung 


a > /.*■! >, it 

genugende GrrbBe. Wenn dann 


(I > {)> It j >, 

ist, dann hat das «-Eek, dessen Kliiehe < t > ist, mimlestens zwei an- 
einanderstoBende Seiten, deren DilTerenz groBor ist als "eine 
von v} abhiingige positive GroBe Wir Unueu dann diese 
beiden Seiten miter Beibelialfmig ihrer Simime so abiimleru daB der 
Flacheninhalt von Q mn melir als eine von .• ubhr. nLri.g-<^ positive 
Gfrofle a vergrdBert wird. Dieses vergrdBerte Polygon Q' wird 
zwar im allgemeinen nield Kreispidvgon uvldieheii sein: aber das 
Kreispolygon, das mit, </ gleiehe,, I'ntfang bat, ist ja noeli griiBer 
als Q', also gleichfalls uni nn-hr als w vm-gW'.Bert. 

Da os nun aber Pohgontliielten ( t > gibt, die /.« isehen (l und 
G-co liegen, so miiBte (/ gn.Ber als (, s-in. uml dies widersnricht 
deni Begrilfe der oberen (irenze. 

Die Annalxme (r^Il isl also unmbuli< , b , uml da // auch niclit 
groBer als G sein kann, so muB II G s«*iii. 

D<i man jtidos nichi regular** oinfa<*ho konvexe 
n ok un to i Beibehaltunu soini's ( infangos nodi vor- 
groBern kann, so gibt ms auidr drm rogularon w-JSck 
kein anderes, (lessen Flacheninhalt gld<*h G ist. 

6 . Von der Beschninkung aid konvvxf* Pohgom* lebnnen wir 
lesen atz nock hefreien, und es bleibi dann nur die Annalnne der 
Emfackkeit iibrig, d. h. der Eigensdudf , daB man diV gauze Be- 
grenzung es olygons in eine in Zugm nlme nnchmalige Beruhrimg 


§ 50. 6. Greometrisehe Maxima mid Minima. 


eines sclion uberschrittenen Punktes einfach und vollstandig dnrch- 
laufen kann. 

An dieser letzteren Voraussetzung mitssen wir schon aus dem 
Grunde festhalten, weil sonst der Begriff des Placheninbaltes nicht 
eindentig festgestellt ist. 

Wir lassen also jetzt aucli Polygonwinkel zu, die groBer als % 
(aber kleiner als 2%) sind ; und sprechen die folgenden Satze aus: 

a) U liter alien einfaelien w-Ecken mit gegebenem 
TJmfange umschlieBt das regular© w-Eck den groBten 
Placlieninlia.lt. 

b) Der Placlieninhalt des regularen %-Ecks ist bei 
gleicliem U m fan go um so groBer, je groBer die Seiten- 
zahl n ist. 

(*) Die Krcisfliidie ist die obere Grenze aller Poly- 
gonflaelien von gleicliem Umfange. 

Wenn wir don Satz a) bewicsen liaben, so folgen b) und c) 
naeb Bd. JJ 7 § ttf>. 

7. Um a) zu boweisen, nelmien. wir den Satz fur ein Polygon 
von wcniger als n Seiten als bowiesen an, wozu wir berechtigt sind, 
da er 1 *t I r das Dreieek riohtig ist. 

Bei jedeni nicht konvexon Polygon P von n Seiten kdnnen 
wir (unter Umstanden auf mehriadie Art) zwei. niclit benachbarte 
Ecken (lurch due Sireoke verbindon, 
die ga,nz an Berlin,! b der Polygon 
flaehe liegt, /. B. in (ban Aditeek 
(1 2 44 f> (> 7 S) in < It; i' Uigur ISO 
die Be ken 1 und -I (oiler auch 2 
mid 4 odor S und 4 ). 

Bs enistdit atif diese YVeixe 
ein Polygon P' von weniger, otvva 
r//Eckon (in dor Uigur das Sediseek 
(1 4 i) (> 7 S i) , dossen limbing S' 
kleiiitvr ist als dm* IJmfang S 
des gegelxuion Polygons (weil die 
gerade Sireoke 1 *1 kiirzer ist als 
die gebrocliene 1 2 ;> 4). Zugleidi ist der Fiaclieninlialt F' von P' 
groBer als der Muelioninhalt F von P, weil bei l y die Viereckstliiclie 
124 4 h inzukoinmt. 

Es seien nun II. und IV die Eliidien. der regularen Polygone 7 
die mit P und P f nleiebe Seitenzablen und irleiehen Umfamr liaben. 


cS‘ 
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Dann ist nach unserer Annahme 


( 1 ) 


If 


> /•'. 


]STun vergrofiem wir das >/-K<-k It' im \ ''rlmltnis ,S : N' niul erhalten 
ein regulares »'-Eck, (lessen Fliioho It" umLier als If, und (lessen 
Urefang gleich -S' ist. 

Es ist daher nacli (1) an eh 


(2) 


ir : ■ /■•. 


Da aber nacli Bd. II, £ • >.> die des ivgularcn w-Mcks bei 

gleichem TJmfange um so gni|.’mr i>t. jo gidL’-cr // ist , so ist. 11 > R" 
und folglicli 

(3) II >I-\ 

unci hiermit sin cl die Put zo ai, b , 


iMwiesen. 
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Art dartun, d. h. wir kniuien /.eigen* daij }♦*» I* * begreii/.ie Figur, die 
nicht eine Kreisfliiehe ist, unt»*r 1 »**i I •••im I » mur Hires rmfanges ver- 
grofiert werden kann. 1st niimlirli s eine Lresehlnssene konvexe Linie, 
die Vein KYpis i.ef. mwl fill! am t, i ;..iu I.-.mn num 
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vier Punkte a, b, c 7 d auf 5 wahlen, die nieht die Ecken eines Kreis- 
vierecks sind. Verscbiebt man dann diese Punkte, indem man die 
Segmente (aw 6), ( bpc ), (cqd), (dm a) ungeandert laBt, bis sie anf 



einem Kreise liegon, so bat man nack § 46, 5. die Flacbe des Vier- 
ecks abed vergroBert; die xibrigen Teile der Flacbe F und der 
Umfang von s sind dadnrch niebt geandert 

Eine yorztlgliche Anwendung findet die Lehre vom GroBten nnd 
Kleinsten in der Lebre vom Gleichgewicbt meebaniseber Systeme, wie 
wir im niicbsten Abselmitte an dem Beispiele der Kapillaritat seben 
werden. 


Sielu‘iit (*r AliM-lniit t . 

Anwendung (ler Lehre vom (irfdifmi mid Kleinsten 
anf die Lehre vom (ileicligewiHif mid bewilders 
dor Kapillaritat. 

§ . r il. Stabiles Gleirhgew iehf. 

1. In ilt*r Siatik sin.1 d-r h-gritl' mid «|j.- jill* 1 ->*iii.*in.*« Bu- 

dinguugon tics Gleirligew i<*ht~ .-in.- Si-i-m- iuai*-ri.-l|.-r K.".rji<*r miter 
dem Einflus.su irg-nd « **!<*li«*r Kriiti- -utn -'.-Ii IN W ;n* alter dart 
kein AnlaB, uui' eine t'iir <li»* A: u. i.dui •< i'niLi-rM i**!it i<_rt* Untor- 
scteiilung einzugelien, niimli. li /ui-h-n t .-i i, i It-n mid dem 

labilen Glcicliguwieht. I'm .•in.* % . .rliiu ri Xm—iiamimr v.m diiiseni 
Unterscliiede v.u liekiiininen. *l.n U >* man -ndi -fu,, ,.j n ,- Imllikumd- 
fchrnige Solialej iu dor eim* klmm --he.tr— 1\ i : *. • * * 1 r.dl-n kaini, I j i . injt 
dicsc Engel an dm ii— Im-n St. II— in'" si':.;] i*. m. sit* siidi 

da im Glfiithgciviflit, mid u-nn m- in ,i . . . |, :i . r , kl-ine Sh">Be lie- 
komnit oiler mil -in wcing-s mi d I . n* f.-ru; uinl, «. win! sic 
nui. kleinu Os/.illatioiieii an-liihr.n, . • . * - man indit-iiim kl-in iiiaclioii 
kann , went] man die anfaimli-l.mi S:dn:m<-i 1, a 1 ii n 1 i <• li klm'n au- 
ninimt. Dies isf. .-in slabil-s t.i-imm-u 

2. Unsem kl.-iii.* s-lnv-r- kiimd ami ah- r au-h mil' dm* Imriisten 
btelle oinnr 1'esten h'ng.d 1,,-i urnLi-r \ ... i-ht mm W .-il.- halaneicrt 
werden konnen. In tli-sen. In II- u.rd ad.-r -in- U-. : n- lir.-hiiU-nnig 
odor Lagenveran.!..rung g-nikr-::. i ill; .!.'•• h-*-trli-li- Kumd sufort 
von der festen Imnmierzir.v. rt'-n. Hi-r imi»m v.ir -in la idles odor 
mstabilcs G 1 e i cl i<i;( » w i < * 1 1 1 . 

d. Wii definicren also das slalom lil-mma’-w i-bi hdu'end-riiialkm: 

Ein ^loidigewi-ht irg-nd -in -s n.-e It a nischen 
J stems ist stuhil, wi-nn b»*i uilttn St r»ru (lurch 

OrtsYorruuleru n<r ml s *r i ..tin 
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weiteren Bewegungen nacb Verscbiebung und Gescbwin- 
digkeit in beliebig engen Grenzen bleiben, voraus- 
gesetzt, daB diese Storungen binlanglicb klein sind. 

4. Es gibt nocb eine dritte Art des Gleicbgewicbts, die man 
das indifferente nennt. Dieses fhidet statt, wenn das System 
durch eine unendlicb kleine Verscbiebung in eine neue Gleicbgewicbts- 
lage iibergeht. Unser Beispiel gibt ans einen derartigen Fall, wenn 
die beweglicbe Kugel auf einer ebenen borizontalen Unterlage rubt. 

Das indifferente Gleichgewicbt kann aucb mit stabilem oder in- 
stabilem yerbunden voi\kommen. Ersteres findet z. B. statt, wenn 
unsere scliwere Kugel auf dem Boden einer borizontalen Rinne rubt. 


§ 52. Kennzeiclien des stabikn Gleicligewichtes. 

1. Ein Kriterium fur das stabile Gleichgewicbt ergibt sicb aus 
dem Satze von der Ei'baltung der Energie. Im § 22 ist die poten- 
tielle Energie eines Systems erklart. Es war dies, wenigstens in 
gewissen sebr allgem einen Fallen, eine Funktion, die nur yon der Lage 
und der Konfiguration des Systems abbiingt und mit dieser stetig 
yeranderlicb ist. Durcb die Zunabme der potentiellen Energie 
bei irgend einer Yerscbiebung des Systems wird die gegen die 
Kriifte des Systems geleistete Arbeit gemessen. Das MaB fur 
die potentielle Energie bat einen willkiirlieben Anfangspunkt, 
d. h. die potentielle Energie ist nur bis auf eine additive Konstante, 
die willkiirlicb bleibt, bestimmt. 

In unserem Beispiele einer scbweren Kugel ist die potentielle 
Energie der Erbebung des Mittelpunktes (Schwerpunktes) der Kugel 
liber eine beliebige aber feste Horizontalebene proportional. 

2. Enter der kinetischen Energie eines bewegten Systems 
haben wir die Hiilfte der Summe aus den Produkten aller Mas sen 
des Systems mit den Quadraten ihrer Gescbwindigkeit ver- 
standen. Die kinetiscbe Energie ist also eine wesentlicb positive 
GroBe, die nur bei cinem rulienden System gleieh Null ist. 

3. Das Encrgieprinzip sagt nun aus, daB bei jeder Bewegung 
des Systems potentielle Energie in kinetiscbe oder kinetische Energie 
in potentielle umgewandelt wird, daB aber die Gesamtenergie un- 
verandert bleibt. 1st also P die potentielle, T die kinetiscbe Energie, 
h eine von der Zeit unabbangige GroBe, so ist wabrencl der Be- 
wegung 

a) 


P+T-h. 


HI. .Maxima und Minima. 
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Es gilt dann <ler Sat/.: 


Ein System !>** i‘i 11 <1 «*t k i <• Ii im stabile,, < > i <■ i <- h <>•(■ u ielit 

iiner Lage, ia der die potent it-lle Energie ein \r • 
... * i t : . i . i: ? * • . ' ■‘’Ann- 


in emer 

mum ist, wenn zugleieh die kini-t iseh 
schwindet. 


h n c rgio ver- 


ier Beweis dieses Sat/.,*s ergiht >i.-ii gaiiy. ..line Funnelu xmi 
Rechnung atis dem Satze von der Erhaitung dor Encrgie um j 
dem Begriffe des Minimums. I'm den **in ta«-h<-n Bnuidgedankoti klar 
bervortreten zu lassen, wollen wir zuniiehst eine,, einzigeu niaterielien 
Puukt m betrachten, der sich in einer Ebene j>ei | (< . u 7^ ( . n kann fig 
den also die potentielle Knergie i-im* Funktinn des ^ lies' i,/ der 
Ebene ist. Man kann /.. B. annefnneit. der i’unkt werde von 

einem unter oder iiber d«*r Ebene liegendm tbs ten I’nnkte d/naeh 
dem Newtonschen Gesetze angezogm. Die p,,f,.„tieiie Hm-rgiV ist in 
diesem Ealle mit dem negative,, re/iproken Werfe der Entfunnum 
(mM) proportional and ist also - it! Minimum. we,,„ der 1‘unkt w 
ein FuBpunkt des von .1/ auf die Ebene des Dunktes .refailton 
Perpendikels ist. 

Es sei also <> em I’unkt der Ebene, in dem die pot cntiolle 
Energie 1 em Minimum ist , und weg,.„ der « illkiirli. h.n j„ p ont . 

lialfenen Konstanten kbnnen u ir annehnien, dieser 
Mininmmwert sej gbbeh Null. Bei alien Ver- 
seliiebimgeu des Bimkte, v ,,n o aits wird 
d.'inn /’ ziuuielist piMtiv mol wenn wir <) mit 
einer Knrve > a I.- Hull.- umoei-en. die dem 
Ibinkte n beliebig nalie k'liomt. So liiLit sick 
eilie jiositi \ e I i rbf.e -/ angel, en. miter die P auf 
der gan/.en Hiille nieln Inrinitcr.-inkt,. 

Man \ er:-e|iielie nun d. u I’md.i m mudi 
iigead einem I’uukte // (1 :m limern der Iliille, 
m dem P den positive,, We,-, /■„ bat m,d ihm 

laeme kinefciso.he I0ni‘r*rie 7’ 
hiernach eintrotendeii Bew .giing 
Gleicliung besteben 

l> 1 /*„ . 

also P+'f und urn so mebr P „„d T -elb. t Kleiner al >/. 

Demnaeh kann der I’unkt m led dn-ser Be\wgung die Iliille ,5' 
mcht ermchen und aue.b T bleih, immer unter dem Uer.e Dies 
rst das Wesen des stabile,, liie,Vl. ww ie|„s. 

5. Wenn der Punkt m si af t 



1 1 a L» / * u 
v.»n // ( 

1\ 


n a • • } i 


• // id<il>t. 

// liiri’hi nncl 


<*1110 SO 

I M der 
( 1 ) die 


weglicb ist, so tritt an St, .,11 


in ih*r hfiriir ini I tannin frei be- 
din* K lirve N * * i in* Fiiirln*, die den 
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Punkt 0 einscbliefit, und die ScbluBweise bleibt ganz dieselbe. Ebenso 
verhalt es sicb auch bei einem irgendwie bewegiicben materiellen 
Systeme 6. Haben wir eine Lage 0 des Systems 6, in der die 
potentielle Energie P dieses Systems den Minimumwert Null bat ; so 
denke man sicb alle moglichen Bewegungeu, die von 0 ausgehen, 
bei denen P positive Werte erhiilt. Setzt man alle diese Bewegungen 
eine hinlanglich kleine Strecke fort, so erhalt mail eine Reihe von 
Nachbarlagen, so daB die positiven Werte von P nicbt unter einen 
beliebig klein zu wablenden positiven Wert heruntersinken, und von 
bier aus kann man aus dem Energiegesetze denselben ScbluB ziebeu, 
und es ist daniit der Satz 4. bewiesen. 1 ) 


§ 53. Scliwere Systeme. 

1. Haben wir ein System scliwerer Punkte mit den Massen 
m 17 'in 2 y m 3 , . . die bis zu den Hoben z u £ 2 , ... uber eine be- 

liebig gewahlte feste Horizontalebene geboben sind, so ist die zu 
dieser Erbebung erforderliche ArbeitsgroBe (§ 22) 

9 (m 1 3 1 + + m 3 * 8 + •••) = 9 

und diese GroBe kann also als die potentielle Energie unseres Systems 
betracbtet werden. 1st a die Kobe des Scbwerpunktes und 
m = ^irii die Gesamtmasse des Systems, so ist (§ 9) 

7)1 Z = 

und man kann also mz = P als die potentielle Energie anseben. 
Daraus folgt, daB sicb ein schweres System im stabilen 
Gleichgewicl.it befindet, wenn. sein Schwerpunkt so tief als 
mdglich ist. 


2. Eine s(*bwere Kette, die an ibren Endpunkten befestigt ist, 
nimmt die Gestalt einer Kurve an, deren Schwerpunkt bei gegebener 

1) Der Satz vom stabilen Gleichgewicht, der schon langer als rich tig an- 
genommen war, ist zuerst bewiesen von Minding und Dirichlet. (Vgl. Stackel, 
Jahresbericht der deutschon Mathematiker-Vereinigung von 1905, S. 504.) 

Man kann jedcs materielle System, dessen Lage durch eine endliche Zahl 
von Bestiminujigsstiicken gegeben ist, durch einen Punkt in einem Raume 
von mehr Dimensionen darstollen, indem man die Bestimmungsstucke als Koor- 
dinaten eines Dunktes in diesem Raume betracbtet. Die potentielle Energie des 
Systems ist eino Ortslunktion in diesem Raume, und wenn man sicb die Freiheit 
nimmt, von den Gebilden dieses Raumes ebenso zu sprecben, wie von denen in 
unserem gewohnliclien Raume, so gestaltet sicb der allgemeine Beweis ganz so, 
wie bei dem besprochenen besonderen Falle. 
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Lange und gegebenen Endpunkten so tiff wie nmglirh liegt,. Diese 
Kurve heifit Kettenlinie. 


3. Eine sell were Flussigkeit in eiuem UefaB stellt sieh im 
Gleichgewicht so ein, dnB die OberlHiehr horizontal ist. Um ein- 

zusehrn, daB (hum der Sehwerpimkt so 
1 tiff als moglit-h liegt. ? botraehtc man die 
Figur 1st A ( 7> das horizontal* 1 Niveau 
so betrarhte man irgmid fine andere Gestalt 
der Oberfliirlm. Hwa A' (' IV. Da die Flussig- 
keit beitle Male dassfdbe Vnltimen einnelnnen 
muLL so ist das u nfor dem Niveau ge- 
Iegene Volumm A(\V gleieh dem fiber 
dem Ni\eau gelrgenrn !>('/>'. 

Fas Volunmn .17 7/7* entsteht daher 



rig- ist*. aus A (’ llfh\ adureh, daB das Yolumrn AC A' 

narh IlCH' gflmbfii wird. I lierdurch wii:d 
aber auch der Schwerpunki <b‘r Kesaintmave gehobrn, und rs liegt 
folglicb der Schwerpunki der I irsamt masse n j i t li<»riznntalrr Be- 
grenzung ACIl tiefer als der dersrlbrn Masse mit rinrr beliebigen 
anderen Begrenzung A'('ll\ und die Yoraussot/.uug fur das stabile 
Gleichgewicht ist nur lad hori/.onlaler llrgrenzumr BeiViedigt. 

Hieraus lolgt aueh, dab eine srhwrrr 1**1 Us.- igkeit in eineni 
System© untereinander kommuni/ieremh-r IN’diren in alien Kohren 
des Systems in gleieher Urdu 1 stelnm mull 


§ al. Kapillare KWifte. 

1. Die Satzo fiber das Rleirhgrwiriit rinrr Fliissitrkeii, < 1 i< * wir 
soeben abgeleit*‘t liaben, sind nielit mutau neliim, und es gild sugar 
4 alle, die sell r bedrutend davou abweiehrii. 

Eine kleine Qucrnksilherinengr ist auf tuner horizont.alrn luiter- 
lage im Glcieligewicht in Gestalt fines Trupi’ms, der, wean die Masse 
der Fliissigkeit klein ist 7 nahe Kugylgrsialt hat. Kin W ’assert ropfen, 
dessen OberfUiche mit der horizontalen Flume u'<*r loune Ahnlirhkeit 
bat ; kann von einer fasten Fliielie im ( ileielmvwirlit lirrabhangen, und 
in kommnnizierenden Imliren von versehirdeimr Weite st«‘ht das 
"Wasser holier in der engen Rblire als m der weitm. Das sind Tat- 
sachen, die uns die Erfahrung jeden A unbuild irk zenjfi. 

2. Dm solche Ersdieinungrn zu erkliinm, mul.) man aiinehmen, 
da6 auBer der Schwerkrait nooh undent Kriifte wirksam sind, die man 
die Kapillarkrafte liennt. .Diese sind von zweierlei Art: die einen, 
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die wir die inneren nennen wollen, wirken zwischen den Teilen der 
Fliissigkeit, die anderen, die auBeren, wirken zwischen den Teilen 
der Fliissigkeit und der festen GefaBwand, mit der sie in Beriilirung 
sind. Uber die Natur dieser Krafte wissen wir wenig; nur die eine 
Wahrnelimung ist gemacht worden, daB sie nur bei unmittelbarer 
Beriilirung merklich sind. Denn bringt man z. B. einen Queck- 
silbertropfen mit einem anderen oder mit einem festen Korper in 
Verbindung, so zeigt der Tropfen nieht die geringste Veranderung, 
so lange ein aueh nur mit dem Mikroskop nachzuweisender Abstancl 
zwischen den beiden Korpern ist. 

Laplace und GauB haben auf verschiedenen Wegen die Gesetze 
der Kapillaritiit aus der Aunahme hergeleitet, daB zwischen den Mole- 
kiilen der Korper Anziehungskriifte wirken, die, ahnlich wie die 
Gravitation nach dem Newtonschen Gesetze, Funktionen der Ent- 
fernung sind, aber sol (die Funktionen, die in der Entfernung auBer- 
ordentlich rasch abnehmen, und, so zu sagen, nur fiir unendlich kleine 
Werte der Entfernung mcrklicke Werte haben. Es ist dies nur eine 
Hypothese, die, nach der heutigen Ansehauungsweise der Physiker, 
kaum wahrsclieinlicher oder verstandlicher ist, als wenn wir durch 
eine andere Hypothese gleicli das Gesetz im ganzen annehmen. 

3. Wir wollen von der Wahrnelimung ausgehen, daB eine 
Fliissigkeitsmasse eine Gestalt annimmt, die sich der Kugelgestalt um 
so melir nahert, jo melir sie (lurch die inneren Kapillarkrafte allein 
bestimnit ist, jo mehr sie also den Einwirkungen der Schwere und der 
auBeren Kapi liar krafte entzogen ist; ein kleiner Quecksilbertropfen, 
ein frei. fallender Wassertropfon, ein in einer anderen Fliissigkeit 
von gleiehem spezilischen Gewi elite sehwimmender Oltropfen bieten 
solche Fiille dar. Die Kugel ist aber unter alien Gestalten die, die 
ein gegebenes Vol union bei kleinsten Oberttache einschlieBt. 

Es selieint hiernaeh plausibel, cuiB die Arbeit der inneren 
Kapillarkriiffce nur in einer Verkleinerung der Obcrfiache besteht und 
mit der Verkleinerung der Oberfliiche proportional ist. 

Wir setzen daher die potentielle Energie der inneren Kapillar- 
krafte V i mit der ()1> erf I ache ¥ der Fliissigkeit proportional: 

(i) = <pp, 

worm a eine Konstante, die Kapillarkonstante der Fliissigkeit ist. 

4-. Die auBeren kapillaren Krafte riihren her von der Anziehung 
der GefiLBwand auf die mit ibr in Beriilirung stehenden Fliissigkeits- 
teile. Die GefiiBwande zielien die Fliissigkeit zu sich heran und 
suchen den von Fliissigkeit bedeckten Teil ihrer Oberflache zu ver- 
groBern. Die Arbeit dieser Krafte besteht in einer VergroBerung 
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des bedeckten Teils der OberHiiche und wir nelimen -also an, daB die 
potentielle Energie P a der iiuBeren KiipillarkriH'te mit deiu negativen 
Werte der Oberfiacbe des bedeckten Teiles tier Gef'iUhvand pro- 
portional sei. 1st also T die Fliielie der Gefiiliwand, die mit Flussig- 
keit bedeckt ist, so setzen wir 

( 2 ) F a = -'2bT, 

worin b eine zweite Kapillarkonstante ist, die von der Natur der 
Fliissigkeit und des Gefafies gemeinsehaftlieh abhiingt. (Der Faktor 2 
ist aus ZweckmaBigkeitsgriinden beigefiigt.) 

Bezeicknen wir nock mit U den freien Teil der Fliissigkeits- 
oherflacke, so ist F T = U + T und folglick 

( 8 ) 


5. AuBer den kapilkren Ivriiften wirkfc auf die Fliissigkeit nock 
die Sckwerktraft. Die potentielle Energie P s dieser Kraft ist, wenn c 



das s p e z i f i s <*. 1 1 e ( J e w i c h t , d. k. 
das (iewicht der Volumeneinheit, 
F das Volumen der Fliissigkeit 
und Z die I lobe des Soliwer- 
jmnkles fiber (dner beliobigen 
aber festen 1 lorizontalebene be- 
deutet ( § 22), 

( 4 ) J\-~ eVZ, 

und folglieh ist die potentielle 
Energie (Dr ganzen Fliissigkeit 


(5) P^cVZ\-(<t 21>)T \ <tl\ 

Wenn diese Funktion einen nibgliehst kleinen Wert hat, so belindet 
sick die Miissigkeit i in stab i I e n D I e i e h ge w i eh t. 1 ) 


1) Nack der filteren von Gantt und Laplace gcbrauchton I Iczcirlmung wiire 
a — ore, b — jPc zu setzen und <; und p’ heittcn darin < i i«* Kapil Lari tats- 
konstanten • a und h batten did 1 >imonsi<uien ,,Gcwieht (lurch Liinge‘‘ t da die 
Energie die Dimension „Gewirht nutl L«ingc*‘ nut ; <; und p’ sind cinliich Liingon. 
Fur Queckailber ist nacli Quincke 


fiir Wasser 


(/ ----- ;V2,2h his f>(>,U> 


a 

fiir das reinste Wasser nach Quincke 




Ulg 

mm 1 


a S,0 


mg 

mm 


mg 

mm 


mg bedeutefc bier das Gewiclit nines Miiligramms, niclit s( i ine Masse. 
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6. In Bezug auf die Konstanten a nnd b ist zunackst zu he- 
rn erken, daB, wen a b > a ist, ein Gleickgewickt niclit moglick ist, so 
lange nocli irgeud ein Teil der GefaBwand unbedeckt ist. 

Dies zeigt uns die folgende Erwagung. 

Es sei A in Figur 190 der Spurpunkt einer Linie, in der die 
freie Oberflache U der Flussigkeit an die Wand des GefaBes stofit, 
und AB sei ein unbedeckter Teil der GefaBwand. Man denke sick 
nun an AB ein diinn.es Hiiutcken AD (Fig. 191) iiber einen Teil a 
der Wand gezogen. Hierdurck 
nekmen U und T jedes um eine 
ffleieke GroBe 6 zu, niimlick T 
um die innere, U um die iiuBere 
Flache des Hautcliens. 

Die Masse des Hautcliens 
kann man sich so klein denken, 
daB dadurch die ilbrige Flache U 
und der Schwerpunkt der Masse 
nicht merklich veriindert werden. 

Nacli (5) hat sicli dann P 
um 2 (a — b)a geiindert, und. wenn 
also a < b ist, so ist diese Ancle- 
rung eine Abnaluue. Es wurde 
dann also P von deni Werte aus, den es in Figur 190 hat 7 noch 
verkleinert werden konnen, un<l die Figur 190 konnte keiner 
Gleichgewichtslage entspreehen. 

In einem solchcn Falle vvird also nicht eher Gleichgewicht ein- 
treten konnen, als bis die gauze GefaBwand mit einer Fliissigkeits- 
haut Qborzogen, „benetzt a ist und dann wird sich die Sache ebenso 
verhalten, als ob das GefiiB aus der starr gewordenen Flussigkeit be- 
stiinde, d. Ji. es wird b ---• a zu setzeu sein. Dieser Fall tritt z. B. 
ein bei Wasser odor Alkohol in einem GlasgefaBe. Er hiingt iibrigens 
sehr von der BeschaHenheit der Oberflache ab und wird z. B. nicht 
eintreten, wenn die Wand etwas fettig ist. Dagegen tritt er ein, 
wenn man das GlasgefTiB gut mit Sehwefelsiiure reinigt und aus- 
trocknet. 

7. Randwinkel. Da nun h nicht groBer als a sein kann, so 

liiBt sich tun Winkel zwisehen 0° und 180° bestimmen, den wir mit A 

bezeichrien wollen, so daB 

//■»\ a — 2 /> . 

( b) = cos A . 

unci dann wird nach (5) 

(7) P = c V Z 4- a(T cos A -j- ID. 
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Dieser Winkel A ist von der Natur der Fiussigkeit und der GefaB- 
wand abhangig; er ist 180°, wenn a—h wird, also bei den be- 
netzenden Fliissigkeiten. Die Bedeutung dieses Winkels ergibt sick 
aus folgender Betracbtung: 

Es sei in Figur 192 G die Spur der Grenzlinie zwiselien Fliissig- 
keit und GefaBwand, die wir uns auf der Ebene der Figur senkrecbt 

denken. CU sei eiu Stuck der Fliiche U 
GT ein Stuck der Fliiche T. Man ver- 
schiebe nun den Toil ('ll von U einmal 
nach II C r , dann naeh />Y r " ? bo daB 
jedesmal ein gleich grolies Stuck d der 
Fliiche T von G fibers! riehen wird und 
die Fliiche nach IKY und IK. I" kommt. 
Die.se Versehiebung denke man si eh lungs 
eines Siiiekes der Grenzlinie von der 
Lange 1 vorgenomnnui. 

Von den Ftinkten (" und ('" fiille 
man I > erj>endikel (** IT und (J"E" 
uvi r ik i 

A lies das denke man sieh in so 
kieinem MaBsiahe ausgoluhrt, daB OB, 
(K'\ IKE IK a Is geradlinig 

betraehtet wenbui kdnneii, und daB zu- 
gleich die Massenversehiebung so ldein ist, daB man ihren KinlluB 
auf die Lage des Schwerpunkies vernarliliissigen dart. Fndlieh werde 
mit i der Winkel O' Oil bezeirhnet, miter deni die Oberiliiche der 
Fliissigkeit an die Wand stoBt. 

Sind die Winkel ('BO' und ('IK'" hiiiliinglieh kh*in 7 so fcdnnen 
wir in erster AnniLherung sefzen: 

BO/ =-■= III" IK' - A cos /, 

BO" II I/' IK 1 I- A cos /, 

und fur die Zunahme der Fliielien / und 7 T ergibt sich bei don 
beiden Y erschiebungcn : 

IT — U — — A cos I , T’ T () , 

U"~ IJ- d cos /, T" — T - A. 

Demnach erhalten wir aus (7) fur die Zunahme. von P 
IT — P a d (cos A — cos / 1 , 

P" — P = — ad (cos A. — (*os i), 

und wenn also der Winkel i, der wie A zwiselien 0° und 180° liegt, 
nicht gleich A ist, so ist entweder P f - P oder P" — P negativ; 



( 8 ) 
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also findet fur eiue der beiden Yerschieb ungen ein Abnehmen yon P 
statt und es bestelit kein Gleichgewicht. Wenn daher Gleichgewicht 
bestelit, so muB / = A sein. 

Der Winkel i lieiBt der Randwinkel. Er ist fiir gegebene 
Flussigkeiten und GefaBe konstant. Fiir Queeksilber und Glas ist er 
etwa 43° 12'. Bei den benetzenden Flussigkeiten ist er 180° und 
hier tangiert also die Oberilacbe der Fliissigkeit die GefiiBwand. 

Wir liaben die Ausdrucke (8) nur mit gewissen Yemacblassigungen 
gebildet. Der genaue Sinn der Gleichungen ist der, daB, wenn 
cos A — cos / niclit gleich Null ware, man die Yerschiebung 8 so 
klein aimehmon konnte, daB das Vorzeichen you P' — P und 
P" — P durcli. (8) bestimmt ware, und das geniigt fur unseren 
Nacliweis. 


§ 55. Kapillarc Itolircn. 

1. Wir wenden den Ausdruck fiir die potentielle Energie dazu 
an, das Ansteigen oder Niederdriieken von Flussigkeiten in kapillaren 
Rohren zu untersuohem Wir vvollen ahnelmien, daB eine enge Rohre, 
deren Quersdiniti den Klsich (ii i iulialt q und den Umfang u habe, in 
ein groBcs mit Flussigkeit gefiilltes Bassin eintauclit. Die verti- 
kalen Wiinde der Rohre nelimen wir zylindriscli an, setzen aber tiber 
die Gestalt des (Quersdinitts einstweilen. niclits Yoraus. Erfalirungs- 
miiBig win! in ein or so I alien Rdlire die Fliissigkeit eutweder in 
die Ilbhe gezogen odor (z. B. bei (Queeksilber) herabgedriickt. 
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Nelimen wir an, es sei in der Figur 193 NN das auBere Niveau, 

A TJ rliy-v Ki’o JT rv/iofi aronn nnrl rlo lvn 
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Gleichgewicbt ist. Die Oberilaoho / doi Hihsigkoit in dor Rohre 
ist nicht horizontal, sundern in einer \\ eise geknimmt, die mir mit 
Hilfe der hoheren Matheniatik hestimnit werileu kmm und aueh da 
groBe Schwierigkeiten rnaoht. Die Konntnis dies.-r <)l»erHuche ist 
aber zur Bestimmung der Steighnho nieht imtig. Wir logon namlich 
einen ebenen Selmitt Jill duroh die 01 m rihiolio / in soldier Hbhe h } 
daB die Fliissigkeitssaule A I> dassoibo \ « * I u in <* u A 7 hat wie die 
Saule AU und nennon dieses h die St eighth e. 
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i i 

‘1 
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2 . .Jetzt geben wir dor I’lfh i*.*h» it , iiulo « -i n* * \ orsohiolmng, 
indcm wir sie im gan/ou urn oino >treoko d in dio Urdu* liehen, olme 
die Gestalt der Oboriilioho f duboi zu \ mi* ml* -rn. I m dio Koniinuitiit 
der Fliissigkeit zu orlialien, mihsm wir 1 »* • 1 .1 eine zvlimlriselie 

Saule A(- von dom Yolummi i/t) an?; » ! » * : j t I hi in heniu>iiohon 7 wo- 
durcb das Niveau dos Baskin: und dm pm « ■ m t adh* Knorgio dor iiiiBe.ren 
Fliissigkeit nieht merklioh vmamhrf w i • » i . ha* Arin-it, die hoi dieser 
V or sell i ol ) ung g agon die S e i 1 w » * r k r a f : a l i e i 1 1 go h * i s lot w t * rdon 
muB ; ist fur dio Homing dos /hinder AC gioicli dom Gowielit 
mal dor Ilbhe dos Soliworpunkto; , d. i : . rgd ’, mid iiir dun 

Zylinder .1 V, dor naoh ('ll mh“h« n in, d* s-en touvirhi rhtj mal 
der liubliblie d ? also nA/ d. I )* r Zuwaohs, dm dio jiotontiollo 
Energie I\ dadnroli erleidet, ist a ho 

t \ii fj d • ;. 

Die freie Oberililelie U hat sioh nieht geambrt. dngegm ist die be- 
deckte Fliiche T um das zwisehen V und /” mimone Sliick nS ge- 
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wachsen, unci claher ist die Zunabme der potentiellen Energie P 
nach § 54, (7) 

(1) 8 {chq -f ua cos A.) -f- i-cq d 2 , 

unci diese GroBe darf nicbt negativ sein. 


3. Ebenso orgibt sich, wenn wir die Flache U nacb unten ver- 
schieben, fur die Zunahme von P s die Arbeit des Zylinders CU, 
namlich der Wert 

- c{h — 8)qd, 

vermehrt um die Arbeit des in das Bassin hinabgedriickten Zylin- 
ders CA: 

— %cqd 2 - 


endlich vermindert sich hier T um qd nnd es ergibt sich fur die 
Zunahme der potentiellen Energie 


(2) — d (chq + ua cos A) -f -\cq d 2 , 

and auch dieser Ausdruck darf nicht negativ sein. 


4-. Wenn aber chq + ua cos A von Null verschieden, etwa dem 
absolute!! Worfce nach groBer als co ware, so brauchte man nur d 
so klein zu nehmen, dab co ~ i cq d positiv wird, um entweder den 
Ausdruck (1) oder (2) negativ zu machen. Folglich muB im Zustande 
des Gleichgewiclits 

(?>) chq + u a cos A = 0 

sein, oder wenn man 

0) If - <* 


setzt nnd d die Wcite der b* blire nennt: 
(5.i h 


4 a eos A 
cd 


1st der Querselmitt der Rohre kreisforniig vom Radius r } so ist 
7i r“, if — 2% r und d = 2r der Durcli m esser der Rohre. Man 
dab h positiv ist, 


ibnuo* der Eltissigkeit in der 


( J 

sieht, dab h positiv ist, a, Iso eine 
11() lire stattlindet, wenn der Winkel A stumpf ist, und speziell bei 
netzenden kliissigkeiteii, wie Wasser an (lias, wo cos A = 1 ist, 

ergibt sich 

4 a 




h = 


cd 


also die Steighdhe der Weite der Rohre umgekehrt proportional. Ist 
der Winkel A spitz, wie bei Quecksilber an Grlaswiinden, dann ist h 

necmfiv nrul livwlof. pinn DpnrGfifiinn rl pr "F’lnsRio'lrftil.ssn.nlft sta.tt. 
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5 Denken wir uns zwei solrhe Iiolnvn von den Whiten d imd d 
in das" gleiche Bassin eingetauclit, so ergil.t si.-h 



4 - a 
Cfl 

-!>' 


(‘OS -1 , It 


4 a 

r ti ' 


cos A , 


•* " . f / l 

r 4 ’ 0S A » ,/ 


;)= 


also 

(7) 

man kann nun, olme das (iUdehtrewirhi zu storm, im Iimern des 
Bassins einen Teil dcr Fliissigkeit starr umehen, so daB die beiden 
Kohren d und d f unten miteimuider komimmizieren. Dann gibt der 
Ausdruck (7) (bei negativem cos A an, tun wieviel das Wasser in 
dem engen Sckenkel holier stidit a is in drm written. 

Man liatte aiuili, wenn aucli etwas mn>taudlieh(M\ din Funnel (7) 
direkt ableiten konmai und hilt ti- daraus den Ausdruck i7>) erhalten, 
indem man (V unendlieh groB im Wrgleieh zu d annimmt. 

G. Das Energieprinzip ieiirt den i >ru»-k im Innerii einer Seifen- 
blase bestimmen. 

Bei einer Seifenblase kr.nmm wir. da die Flussigkmdssdiiclit 
auBerordentlich diinn isl, von d«*m KiuiiuB d**r Sehwerkraft absehen. 
Ebenso habeu wir, wenn die Seitenidase Irei sehweht, oder nur ail 
einem kleinen Teile. fesihangt . om don auBereu KapillarknUton ab- 
zusehen. Die Seifenblase nimmt dann K ugelgcstalt an und seblieBt 

fin best! mint »*s Butt volumeii ein, das miter 
dem Dnifke ft .‘t'dlt. 

lb‘*/»‘it*iinm wir mit /* den Radius der 
Kmjyl und iifJimen an, daB dioser sick 
unter dom KinliuNS** do- Druekes der ein- 
gesehbese nen Lul’t uni die sehr kleine 
( i ro Lb* d \ nuehrt iiabe, dann ist die Arbeit 
der Druekkriifte 2d 1 

• I -t / ■ : • (). 
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Hirst* Arbeit uiiiB *.rleieh der \ enneh- 
riuig der [nit ent itdb n Knergie der innoren 
Kapil] arkriifte sein, also naeli miserm < Irutidh vpothese proportional 
mit der Vergro liming der Ohertliiehe. !> kommt 
nnd die auBere Fliiche in Hetraeht uml die Xunahni 
Energie ist dalier 

2 a • 4 7t s r - • d 

(mit Vernaeklassigung von dm. 


ft* die nmere 
«*r potimtiellen 


r i ltd/ .t r d 
Iiernaeit ergjbt siell 
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Achter Abschnitt. 


Prinzipien der W ahrscheinliclikeit. 


§ 56. Kausalitat 

1. Eine Anwendung des Zahlbegriffs auf das Geschehen in der 
AuBenwelt von ganz eigener Art ist die sogenannte Wahrschein- 
lichkeitsrechnung. Sie bat nicht den Zweck, Eigenscliaften oder 
Beziehungen der Objekte der AuBenwelt durcli Zahlen darzustellen, 
sondern sie driickt durcli die Zahlen einen gewissen Zustand unserer 
eigenen Meinung imd Erwartung Tiber die Ereignisse aus. 

Es ist viel und trefflicbes liber den Wert und die Bedeutung 
der Aussagen der Wabrscbeinlicbkeitsrecbnung gedacbt und ge- 
scbrieben worden, aber trotzdem ist nicht zu laugnen, dab liber den 
Grundvoraussetzungen dieser Lehre, die sicb unserem Verstande mit 
axiomatischer GewiBhcit auf'drangen, nocb ein Dunkel scbwebt. Viel- 
leicbt gelingt es, dieses Dunkel teilweise auizuhellen, wenn wir aucb 
bier an den Mengenbegriff und den Begriff der Abbildung an- 
kniipfen, die, wie wir scbon beim ZablbegriflF geseben haben, und 
wie sicb aucb in der Geometric zeigt, die Grundlage alles matbe- 
matiscben Schaffens sind. 1 ) 

1) Es ist wolil selb s tverstandli ch , daft sicb bei den zu alien Zeiten iiblichen 
Gluck sspielen eine gewisse natiirliche Wahrsckeinlichkeitsrecbnung herausgebildet 
hat. Yon wissenschaftlichen Bearbeitern des Gegenstandes sind zunackst Blaise 
Pascal und Fermat (urn 1654) zu ncnnen. Es ist feiner zu erwahnen Huygens, 
de ratiociniis in ludo aleae (1657) und die „Ars conjectandi“ (Wahrscheinlich- 
keitsreelmung) von Jacob Bernoulli (1713, acht Jahre nach des Yerfassers 
Tode von seinem Neffen Nikolaus I Bernoulli herausgegeben), in deutscher Uber- 
setzung von Haufiner in Ostwalds Klassikern, Leipzig 1899. Wir nennen sodann 
die klassischen Werke von Laplace, „Theorie analytique des probability 11 
(1809, 3. Aufl. 1820), Essai philosopbique sur les probability (1814, 6. Aufl. 1840, 
deutsch von Schwaiger, Leipzig 1886) und Poisson, Iiecherches sur la pro- 
bability des jugements. 

Neuere Lehrbiicber sind: Poincare, „Calcul des Probability 11 , 1896. 
Cznber, „Wahrscheinlichkeitsrecbnung u (Leipzig, Teubner 1903). 

TTLav rh*A G ah pVi i a.Ti I.a /Tat "Wfl.'hrHiVh A in lip.bVAil.fi vAA-lim rri or Vi n.n rl a! +. T n r! Tin n f. A r 


356 


I\ . ahr^t'lieiniicliki'it-nH-hiiurhr 


2. Die Bildung von Wahrsdieinlieiikeitsurteilei, lieruht in 

Linie auf den Begriffen dor Ursache, dor < iosctzm ii Bi<rkeit ^ ^ 
des Zufalls, und diese miisson wir duller zwiniehs} nrdrtorn , ™ 
wir eine sickere Grundlage gewinnen wollon. ’ " eiin 

Die Yoraussetzung einer notwendiu'en, gesotz mi. Bigot, Auieinunde 
folge des Gesekehens liegt jeder nut urwissenseliati I iel, - me.-li'aniscl *' 
Weltanschauung zu Grmide. Dauad, ist die Aui'einandeH'ol<r e der 
Ereignisse eine vollkomnien und Undent ig Best innate, nnd o S 
sick, okne eine andero Welt anzunelmien, nielit oin oinzigos Glied 
aus der Kette der Ereignisse hinw.g ,,dor hinzu denKe,r ' Es f 
also unzuliissig, dm Begriff des ursarldirhen ZnHaminmhangesM! s 
Gesckekens so zu erkliiren, daB iuuu sagt, oin .1 isf die IVsaclie 
von B oder 15 die Wirkung von wenn IS uielif sein wiirde full! 
A nicht ware. ’ 

Welchor greii'l.are Sinn iddht ai„r far do,, Bo,, riff dor Ersache 
flbrig, wenn der tatsiieidiehe Verluuf dor Wolt in uiohts uniersekiden 
ist von einein notwendigen und gesetziniiBi'.ren 

3. Die hier angedouton. S I, wiongkoif iBorw inden wirdurch 
An wend ung des Mengen odor K la -sent,, grit'f's. I'nler einem 
Eieignis verstdien wir oi„o 7, u.-t ait d -ii tide r u ng j „ 

Jedes JSreignis fordo, •( oino I', sad,-. ( a )„ T .jeatlirhen 

Begnii von dteser Burdening zu g-wi,,,,,,,. | a -so„ wir die Krri<minse 
zu Ivlassen zusammen, wir hdrae|,t,.„ also Me,igen. doron Klenirate 
itireigmsse sirnl. 

Wn ;!'V(r p ^ K1:i '' s,ul Zll,i:; '' il:! '.diuzlieli uadi unserer 
11km lulden. hs ist ai.or darai. !'- -!/ul,air..„, daB die Definition 

K so • s, ' liari SI ‘ U1 '“'<6. daB ioden, Kinzelereignis 

' nmlit. Wir 


yollig bo, stimuli; is t, oi» ,. s .iVr Kia^ amaviomf od.*,' 


komien uns vorsiollmi, | v 

gangme und zukihifligi. Kv^ni a 

Erfahrung nur aim* Imgivuzii* Aii/ahl 
von ilmmi gogobmi I mi. 

4. Wenn zwoi Mno^iiisUas^ mi / 
ei nan dor sfcelmn, dal> jmlmu Ktvi ,(, nN 


* 7 i 1 'Ii wmm uns di<* 
■lit nur oi lies 

• i»‘r l>t'/,i**{iuiig 7u- 
f **in Hroiixnis tr 


„ A history oi tlio mat iit‘ni;it i«*a j *1 , r . . 

to that of Laplace , ik«;v- uml t \ ‘ ‘ ‘ ,ii, ‘ t:,m * ,,f 1 as( * al 

Vide Uatersueliungen aC I ! Zt.TZ ^ "‘rt 

keitsreelinung sin, I version, Hoi,! a.,-.', .' 'u' - ' 'i. 7 : U 

Pnnzipion der Wa I, rselioi,, I i H, i , ” ,Jl ® 

Je Konigsbcxger Koldun, for-, I.. || T* ' r 7“ 

!n. *l er ^ eu tsoh«i! Aiis^alio Vim I’oinon^A 
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der Klasse W unmitt elbar folgt und umgekehrt jedem Ereignis tv 
aus W ein Ereignis u aus U unmittelbar Yorausgeht, so heiBt U die 
Ursachsklasse von W und W die Wirkungsklasse von U. 

Bestebt zwiscben den Klassen U und W diese Be- 
ziehung, so heiBt das Einzelereignis u die Ursache yon w 
und w die Wirkung 7 on u. 

Das uns eingepflanzte Kausalitatsgesetz bestebt in 
nicbts anderem als in der Uberzeugung, dafi sicb zu jeder 
beliebig abgegrenzten Ereignisklasse W eine Klasse U ab- 
grenzen laBt, die nacb der gegebenen Definition als deren 
Ursachsklasse zu betracbten ist. 

Wober uns diese Uberzeugung kommt, das ist eine Frage, auf 
die icb keine Ant wort babe. 

Die Bestimmung, daB die Ursacbe U der Wirkung W un- 
mittelbar vorangehe, wird durcb folgende Betracbtung modifiziert. 
Die Klasse U wird ibrerseits wieder eine Ursacbe U t haben, diese 
eine Ursacbe U 2 u. s. f. ? und man kann dann aucb TJ t oder U 2 u. s. f. 
als Ursacbe von W betracbten und in diesem Sinne kann aucb 
zwiscben der Ursacbe und der Wirkung ein Zeitraum liegen. Zeigt 
sicb in der Liinge dieses Zeitraumes eine RegelmaBigkeit, so ist dies 
als ein Kennzeichen des ursach lichen Zusammenbanges zu betracbten. 
Immer aber muB die gesamte Kette von Ursacben binzugedacht 
werden ; und welches Glied der Kette wir herausgreifen und als 
Ursach e bezeichnen ; hangt aufier von unserer Kenntnis besonders 
aucb von dem speziellen Interesse ab ; das wir im einzelnen Falle an 
der Erscheinung haben. 

5. Zur vollstandigen Abgrenzung einer Ereignisklasse wird meist 
eine groBere Zahl von Bestimmungen und Angaben erforderlich sein, 
falls nicbt die Sprache schon einfacbe Benennungen daf'iir bietet. Oft 
aber wird es fiir den gerade Yorliegenden Zweck nicbt erforderlich sein ? 
diese Angaben alle genau aufzufdkren. Sie werden zum Teil als 
selbstverstandlich oder als fur den gerade Yorliegenden Zweck obne 
Bedeutung iibergangen werden konnen. Daraus erklart es sicb, daB 
der Sprachgebrauch in Beziehung auf die Zuordnung Yon Ursache 
und Wirkung haufig unbestimmt und ungenau ist. 

Man wird vielleicbt im physikalischen Unterricbte sagen, die 
Ursacbe einer Scballempfindung seien gewisse Wellenbewegungen der 
Luft, wiihrend man in anderem Zusammenhange etwa den Bau 
unseres Gehoromans oder einen KanonenscbuB als die Ursache dieser 

o 

Erscheinung bezeichnen wird, und gegen keine dieser Ausdrucks- 
weisen ist etwas einzuwenden. Selbst wenn z. B. ein historisches 
Ereignis, was docb nur ein einziges ist, z. B. der Untergang des 
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romischen Reiches, aus der Vorgeschieht.- und den begleitenden Um- 
standen erklart warden soil, win! man diene Anxehauungsweise be- 
statigt finden, indem liier (lurch Abstraktion von allmu Einzelnen 
Individuellen, das Ereignis in cine Khissc mdgiieher — vielleicht 
spater einmal eintretender — venvandter Kreignisse eingereiht wird. 


§ 57. GesetzmS&igkcit und Xufall. 

1. Die Ereignisklassen kdnneit wir gun/, nuch nnserer Willkiir 
abgrenzen, aber es zeigt sieh liier, wie lad dm* Mengeubildung tiber- 
haupt, dafi es zweckmaliig ist, die Klussen naeh einer gewissen Yer- 
wandtsckaft oder Ahnliehkeit der darin auizunehmenden Ereignisse 
abzugrenzen, also Dinge, die in unserer Gedanken- uml Knipfindungs- 
welt nahe beieinander liegen, zu vereinigen. 

Wir nennen eine Kreignisklasse einfaeh, wenn ihre Eletnonte 
eine solche Verwandfsehaft zeigen. de einfarher rim* Kreignisklasse 
ist, am so kiirzer wird man sieh led iler I Irsehreilumg iasseu kdnnen, 
and fur die allereinfaclisten hat die Spraehe gewisse Wurtbildungen, 
die yon jedermann verstunden wenlen, die Zeitwurter, md igentalls mit 
Adyerbien oder Objekten. 

2. Hat eine einfaehe Kreignisklasse aueh eine einfache 
TJrsachsklasse, so lieilJt der Ziisam menhang zuisehen be i den 
gesetzmiiBig. 

Hat aber die einfaehe Kreign i s k la- >e eine nieht ein- 
fache Ursaohsklasse, so heilit «ler Zusa ni men h a n g */, u i’ii 1 1 i 

Es lassen sieli naeh dieser I tetiuit inn die Kreignisso niclit 
scblechtweg in gesetzmaBige und zui’iillige einteibui, sondern es lindet 
ein stetiger Ubergang zwisehen beiden Matt, wie eiwa zwiselien warm 
und kalt, hart und weirh. Die- Debt ja aueh in vulikummenem Kin- 
klange mit dem Kpraehgebraurh. Ks wird aber nniig Hein , das 
Gesagte durch einige Beispiele zu erliiutern. w«»ii«*i die Sehwierigkeit 
nur in der Wahl aus einer allzugn >Lbn Zahl von Fiillen liegL 

3. Wir nennen es Zufall, wenn aus einem Kartmispiel ein As 
gezogen wird. Die Kreignisklasse, das Ziehen eines As, ist liier sehr 
einfach. Dagegen ist es ganz unim‘»glieli, die Dr.-a ehskias.se zu be- 
schreiben, die die Hand des Ziehenden gerude an die S telle tlihrt, 
wo das As liegt, oder das As beim Miselum der Kartell gerade an 
diese Stelle gebracht. hat. 

Anders ware es aber, wenn das Kartmspiel aus lauter Assen 
oder vorwiegend aus Assen bestiinde, daim wunh* die L rsachsklasse 
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schon yiel einfacher ausfallen und das Ereignis ein mehr oder weniger 
gesetzmaBiges werden. 

Man wird leiclit diesen Charakter des Kausalzusammenhanges 
uberall da erkennen, wo wir das Wort Zufall gebrauchen. Es ist 
zufallig, wenn icb ohne Yerabredung auf einer Reise mit einem 
Freunde zusammentreffe. Dagegen wird das Ereignis gesetzmaBig, 
wen n eine Yerabredung yorbergeht. 

Wenn Wallenstein .sagt: ; ,Es gibt keinen Zufall“ so supponiert 
er damit fur alle uns zufallig erscbeinenden *Ereignisklassen eine ein- 
facbe Ursachsklasse, namlich den Willen einer hoheren Macbt ; die 
das menschlicbe Scbicksal planmaBig lenkt. 

4. Eine einfacbe Ereignisklasse, die zugleich eine einfacbe Ur- 
sachsklasse hat ; heiBt eine naturliche Klasse, und wenn die Klasse 
zugleicb yon groBem Umfange ist ; so bezeicbnen wir einen solcben 
Zusammenbang zwiscben Ursacbe und Wirkung als ein Naturgesetz. 


§ 58. Wahrscbeinlichkeit. 

1. All unserem Wissen und Urteilen baftet die Xlnvollkommen- 
beit an, daB es uns nicht absolute GewiBheit, sondern nur eine Wabr- 
scheinlicbkeit bietet. Darin, daB man von einer groBeren oder kleineren 
Wahrscbeinlichkeit sprecben kann, liegt aber scbon ein Merkmal fur 
die Moglichkeit, die Wahrscbeinlichkeit auf das Zahlenreich abzubilden 
und aus den Zahlenoperationen Scblusse tlber Wahrscheinliehkeiten 
zu ziehen. Ehe wir aber zu einer genaueren Bestimmung dieser Ab- 
bildung tibergeben, mtissen wir die folgende allgemeine Bemerkung 
Yorausscbicken. 

Wahrscbeinlichkeit ist nicht eine Eigenscbaft der Dinge, sondern 
nur ein Zu stand unserer Meinung oder unseres Wissens iiber die 
Dinge. Wenn wir auf irgend eine Frage keine bestimmte Antwort 
haben, so werden wir nur dann die Antwort im einen oder im 
anderen Sinne fur wahrscheinlicher balten, wenn wir dafiir bestimmte 
Griinde baben.. Diese Griinde konnen rein subjektiYer Art sein, in 
unserer Stimmung, in unserem Temperament oder in unseren Wiinscben 
liegen; dann aber werden wir ibnen bei Yernunftiger Uberlegung kein 
entscbeidendes Gewicht beilegen. Sie konnen aber aucb durcb unsere 
augenblickliche Kenntnis der begleitenden Umstande bestimmt sein. 
Es ist kein Hindemis, daB wir jeder solcben Wahrscbeinlichkeit nacb 
unserem jeweiligen Ermessen einen bestimmten Zablenwert beilegen, 
und ein gewisses Bild unserer augenblicklichen Meinung kann da- 
durch immerhin gegeben werden. DaB dieses Bild aber aucb etwas 
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richti^es und wertvolles fiber die iiulieren I>i nge lehre, werden wir 
nur dann erwarten dfirfen, wenn tier KinHuB di*r unbekannten Uirt- 
stande gegenilber dem der bekannten faring anzusohlagon ist. Ich. 
betone dies, am auch bier wieder (larauf hinzmveisen, dab der Zahl- 
beoriff und seine Anwembmg auf die Hinge eine willkurliche Schopfung 
nnseres Denkens ist. 

2. Wir sprechen niebt blob bei zukiinftigen, suudern auch bei 
vergangenen aber noch unbekannten Hreignissen, ja aue.h bei dauerndeu 
Zustanden von Wahrsebeinliehkeit. I’m das zusaminenzufassen, 
wollen wir bier von Ersebeinungen und Krsehe inungsklassen 
reden, in demselben Sinne, wie wir triiln-r den Ausdnudc Ereignis- 
klassen gebraucbt baben. 

Eine fruchtbare Amvendung des Zablbegritls auf Wahrseheinlich- 
keiten ist nur dann mnglieh, wenn es sieb um einfache Er- 
scheinungsklassen (in dem Sinne, der in § f»7, 1. fe*tgelegt ist) 
handelt. 

3. Wir denken uns nun eine solebe Krsehoinungsklasse K in 
irgend eine Zahl, etwa Tei I klasseu 

(1) A), /•;, K it .... /•; 

zerlegt und zwar von der Art, dab wir von einer zu bourteilenden 
unbekannten Erscbeiiuing r. dor K lasso /•' naeh dem augenblick- 
licben Standc unseres Wissens koinen (irund hahen zu ver- 
muten, dab sie eher zu tier eineu als zu einer andoren dieser Teil- 
klassen gehort. 

Wir wollen solebe Teilkla>sen gloiohwortig neiinen. Eine 
solebe Einteilung biotet sieh bisweilon ganz von solbsf, besonders in 
solcben Fallen, wo, wie b(*i Eliieksspioloi! , rin niiberes \\ issen fiber 
die Einzelereignisse absiehilieli ausgesehlossen wink In anderen 
Fallen wird aber bei der Fibbing gloiohwortigor Klasseu viel dem 
subjektiven Ermessen uberlassen Ideilion miissen, und oin orfahrener 
und sebarfsinniger Beoburhter win! die Aufgabo riolitigor und besser 
losen, als der minder begable. 

Ist die Einteilung von K in n gleiehw ort igo Klasson gotroflen, 
bo sebreiben wir der Zugehorigkeii dor Krseheinung r zu oilier be- 
stiinmten der Klasseu (I i, etwa zu E ,, die Wahrsehoinlirhkcit 1 jn 
zu. Dies ist reine Definition, duroh dio ebon melds woiter aus- 
gedriickt ist, als die (J lei <s Invert igkeit dor h Klasson. 

4=, 1st k ein Teilor von n und u Ini', so lassen sicli die 
Mas sen (1) zu je k in grdbero Klasseu zusainmenfassen, die wir mit 

( 2 ) i-:;, k:,..., ir 
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bezeichnen, worm etwa JE t ' aus den Klassen E t , E 2 , . . ., E k besteht. 
Aucb diese Klassen E! werden wir nacb unserer Kenntnis fiir gleicli- 
wertig balten miissen, und demnach ist die Wahrscheinlicbkeit, daB 
das Ereignis e zu E t ' gehort, gleieb 1/n = Ic/n zu setzen. So groB 
ist also die Wahrscheinlicbkeit, daB e zu irgend einer der 
Klassen E t , E 2 , . . ., E k gehort. 

Wenn 7c = n ist, so wird dieser Zablenwert gleieb 1. Die 
Klasse E t ' fallt mit E zusammen, und da e nacb Yoraussetzung zu E 
gebort, so ist die Wahrscheinlichkeit 1 gleieb der Grewifibeit 
zu setzen. 

5. Aber aucb wenn 7c kein Teiler von n ist, konnen wir nacb 
der Wabrscbeinlicbkeit fragen, daB die Einzelersebeinung e zu irgend 
einer der Klassen E if E 2 , . . ., E k gebort. Es ist nun zwar ein- 
leucbtend, daB diese Wabrscbeinlicbkeit um so groBer sein wird, je 
groBer 7c ist, weil ja e sicher zu dem Komplex E 1} E 2 , . . ., E k ge- 
bort, wenn es zu einem der Komplexe E 1? E 2 , . . ., E k _ t gebort, aber 
nicht umgekebrt. Ein Zablenwert fiir diese Wabrscbeinlicbkeit 1'aBt 
sicb aber aus der Definition 4. nocb niebt ableiten. Wenn aber die 
Klassen E l7 E 2 , ... gleichwertig sind, so wird diese Wabrscbeinlicb- 
keit nur von der Zahl 7c, nicht von der besonderen Auswahl der 
E 17 E 2j . . ., E k abhangen. Allen diesen Forderungen geniigen wir, 
wenn wir diese Wabrscbeinlichkeit gleieb dem eebten Bruche Ic/n 
setzen, was wiederum eine Definition ist, die aber die Definition 3. 
als speziellen Fall in sicb enthalt. 

Nehmen wir irgend zwei Komplexe E', E'\ von denen der eine h 7 
der andere 7c der Teilklassen E. enthalt, so baben die Wahrscheinlich- 
keiten, daB c zu E' oder E" gebort, das Yerhiiltnis h : 7c. Hierbei 
ist es gleichgultig, ob die Klassen E' und E" gemeinschaftlicbe 
Elemente entbalten oder nicht. 

Wenn aber E' und E" irgend zwei Teilklassen von E sind, so 
wird man nur dann das Yerhaltnis der Wabrscbeinlicbkeiten durcb 
einen rationale!! Bruch ausdriicken konnen, wenn man die Klasse E 
so in gleicbwertige Teilklassen E { einteilen kann, daB E' und E " 
je durcb eine bestimmte Anzabl h und 7c dieser Teilklassen er- 
schopft sind. 

In den meisten Fallen bietet sicb eine Einteilung in Teilklassen 
E\ E'\ von denen wir zwar sofort sehen, daB sie nicht gleichwertig 
sind, obwohl wir kein Mittel baben, sie in eine bestimmte Anzabl 
gleicbwertiger Teilklassen zu teilen. Dann feblen die Grundlagen fiir 
eine zahlenmaBige Bestimmung der Wabrscbeinlicbkeit. Trotzdem ist 
baufig die Ungleichwertigkeit so groB und augenfallig, daB wir keinen 
Augenblick im Zweifel sind, in welche der Teilklassen wir eine Einzel- 
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erscheinung e zu verweisen haben. In solchen Fallen ware auch ein 
Zahlenausdruck fiir die Wahrscheinlichkeit ganz zwecklos. 

6. Wir wollen clas Gesagte an zwei einfachen Beispielen er- 
lautern. Ein Wiirfel, wie er zum Wiirfelspiel gebraucht wird, zei»t 
auf den Tisch geworfen, eine der Zahien 1, 2, 2>, 4, n, 6. Hierin 
bestehe die Erseheinungsklasse K VVeim der Wiirfel keine mir be- 
kannte Tlnregelmafiigkeit hat nnd wenn nach den Vorselirifteu des 
Spieles geworfen wird, so sind die seeks Ersrheinungsklassen 
E g, . . E C)J bei denen der Wiirfel 1 oder 2 . . . oder 0 zeigt, gleich- 
wertig. Die Eegeln des Spieles verlangen geradezu, dab sie gleicli- 
wertig seien. Wir haben also bier fiir jede dieser Nummern die 
Wahrscheinlichkeit 1/6. 

Die Wahrscheinlichkeit fiir eine gerade Zahl ware 1/2 und die 
Wahrscheinlichkeit, dab eine der Ziffern 1, 2, 4, f> fiillt, ist f> /(>. 

Ein anderes etwas komplizierteres Beispiel ist das folgende: Die 
Sterblichkeitstabellen zeigen, dab im Durehsehnitt von den sechzig- 
jahrigen Mannern der sechsundzwanzigste im Laufe nines Jahres 
stirbt (abgerundet). Es wird naeli der Wahrseheiniiehkeit gefragt, 
dab ein bestiinmter einzeluer Menseh .V, der heute do Jahre alt ist, 
im Laufe des niichsten *1 ah res stirbt. 1st mm von dent N liiclits 
weiter bekannt, so bestcht der Inhalt nndnes Wissens fiber die Frage 
lediglich in der erwiilmten Angabe der Statistik. Dio Krsehcinungs- 
klasse E ist liier die Gesamtheit der seidizigjahrigen Manner. Die 
Einzelerscheinung r ist der besagte X. Teilen wir die Klasse E in 
die beiden Teilklassen der im naehsten dalire Sterbenden und dor 
TJberlebenden, so sind diese beiden Klassen nieht gleicli wertig. Um 
gleichwertige Klassen zu erhalten, nntb ieh nach Anga.be der Statistik 
die Klasse der Uberlcbenden noelt in 2.> gleieh wortige Klassen teilen. 
Ich brauche alter diese Hilling nieht wirklieb auszufuhren, da, es fiir 
die gestellte F rage in keiner V\ eise aut ihre l . nterseheidung an- 
kommt. Das Ergebnis ist dann also die \\ ahrseheinliehkeii von 1 /2(> 
fur den Tod des N im niichsten la lire. 

Dieses Resultat ist von der griiLUen Bedeutung fiir die Lebens- 
yersicherungsgesellschaften, weil da die Gleiehwertigkeit: der an- 
gegebenen Klassen teststeht. FIs ist aber von sehr germgein Wort, 
angewandt aut eiuen bestiminten uns bekannten A. Da ist die 
Gleiehwertigkeit der Klassen nur sehr unsieher geschiit.zt und wurde 
sofoit zerstort we r den , sowic etwa der Gesimdheitszustand o<ler die 
sonstigen Lebensumstande des A in Betraeht gez< >gen werdeu. 
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§ 59. W alirschemliclikeit mid Wirkliehkeii 

1. Wir haben in dem letzten Beispiele einen Punkt beriihrt, der 
nocb einer genaueren Erorterung bedarf. Wir haben oben scharf 
betont, daB die Zahlen, durch die wir Walirsckeinlichkeiten aus- 
driicken, nicht eine Eigenschaft der Dinge der AuBenwelt darstellen, 
sondern nur zur Charakterisierung unserer Meinnng oder Erwartnng 
liber zukunftige oder nnbekannte Ereignisse dienen. 

Damit seheint auf den ersten Bliek im Widerspruch zn stehen, 
daB sich die aus der Wahrscheinlichkeitsrechnung gezogenen Folge- 
rungen in der Erfahrung bewahrt haben, daB z. B. die Soliditat der 
Lebensversichernng sich anf die tfberzeugung griindet, daB die An- 
craben der Statistik sich bewahrheiten werden, wenn man nur eine 

O ^ ' 

geniigend groBe Zahl von Einzelfallen betrachtet, oder, um ein 
anderes Beispiel zu wahlen, daB ein Wiirfel, der sehr haufig, sagen 
wir 1000 mal geworfen wird, nahezu in einem Sechstel der Falle die 
Zahl 6 zeigen wird. 

Darauf ist aber zu erwiedern, daB dieses Ergebnis keineswegs 
sicher, sondern nur wieder mit groBer Wahrscheinlichkeit zu er- 
warten ist. Ganz ausgeschlossen ist es nicht, dafi bei den 1000 Wurfen 
immer die Zahl 6 fallt, auch dann, wenn das Ereignis ein wirklich 
zufalliges ist. Schon Jacob Bernoulli und spater Laplace haben dar- 
getan, daB diese RegelmaBigkeit sich mit einer unbegrenzt wachsenden 
Wahrscheinlichkeit einstellt, wenn die Zahl der Falle ins Unbegrenzte 
wachst. 

2. Ein einf aches Beispiel wird dies erlautem. Nelnnen wir an, 
es werde mit einer Mlinze „Kopf oder Schrift" gespielt. Die Klassen, 
daB Kopf oder Schrift fallt, seien vollstandig gleichwertig. Wenn 
nun dies Spiel n mal wiederholt wird, so kann 1 mal, 2 mal, 
3 mal, . . ., n mal „Kopf“ fallen. Diese n Klassen sind aber keines- 
wegs gleichwertig. Um ihre Wahrscheinlichkeit zu bestimmen, miissen 
wir die gesamten Klassen aller Kombinationen von n Wurfen in 
gleichwertige Teilklassen teilen, und da bildet jede mogliche Auf- 
einanderfolge mit oder ohne Wechsel von Kopf und Schrift, deren 
Zahl 2" betragt, eine gleichwertige Klasse. Es fragt sich, wie viele 
dieser Klassen eine bestimmte Anzahl von Malen, etwa h mal, 
„Kopf" enthalten. 

Das ist aber offenbar so oft der Fall, als man n Elemente zu 
je k ohne Widerholung kombinieren kann; denn jedes Element einer 
solchen Kombination aus den n Wurfen kann man mit „Kopf" und 
die iibrigbleibenden mit ,, Schrift" belegen; und diese Zahl ist also 
nichts anderes, als der Binomialkoeffizient 
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Die W ahrscheinlichkeit , da6 1c mal ,,Kopf“ fallt, ist also nach 
§ 58, 5. gleich : 2* 

Da die Koeffizienten eines entwickelten Binoms nach der Mitte zu 
am groBten sind, so zeigt es sich, dafi die mittleren Werte yon Jc 
die groBte Wahrscheinlichkeit haben, und je groBer n ist, um 
so mehr wird sicli yermutlich das Yerhaltnis der Zahl der Wiirfe 
der einen Art zu der Gresamtzahl der Wiirfe dem Werte 1/2 niihern. 

Nehmen wir etwa n = 10, so haben wir die Binomialkoeffizienten 

1, 10, 45, 120, 210, 252, 210, 120, 45, 10, 1; 

unter 1024 Fallen, von 10 Wiirfen ist es also mu* 1 mal zu er- 
warten, daB 10 mal „Kopf“ fallt, und 252 mal, daB nur 5 mal 
„Kopf“ fallt. 

Die Wakrscheinlicbkeit, daB das Yerhaltnis der Zahl der „Ivopf“- 
Wiirfe zu der Gesamtzahl der Wiirfe einen der Werte 4/10, 5/10, 
6/10 bat, ist gleich 672/1024 = 21/32, wall rend die Wahrscheinlicli- 
keit fur einen der iibrigen aekt Werte nur 11/32 ist. 

3. Ahnlich verhalt es sich mit den sogenannten Massen- 
erscheinungen der Statistik, die, obwolil sie zum Teil von einem 
nnberechenbaren Faktor, dem menschlichen Willen abliangen, doeh 
eine groBe RegelmaBigkeit und scheinbare GesetzmilBigkeit z eigen, 
z. B. der Hanfigkeit der EheschlieBungen , der Verbrechen, der un- 
bestellbaren Briefe. 

Nehmen wir z. B. die Bevolkerung einer groBen Stadt und 
zalilen etwa die Zahl der Selbstmorde in einem Jahre und in einem 
zweiten Jahre, so stehen diese beiden Zalilen in dem Verhaltnisse 
zweier ganzer Zalilen, die zwisclien Null und der Ib'volkerungszalil 
schwanken konnen. 

Irgend ein Wert dieses Verbal Blisses wird <lure.li nine gewisse 
Anzahl von moglichen Fallen heiworgebra-cl.it, und wenn wir diese 
Falle als gleich wertig be track ten, so konnen wir die Wahr- 
scheinlichkeit irgend eines Wertes dieses Verhiiltnisses ebenso wie 
beim Wurfelspiel berechnen. Ms ergibt sich cine iiberwiegend groBe 
Wahrscheinlichkeit tiir die Werte, die der 1 nalie koninnui, a, Iso eine 
Wahrscheinlichkeit fur das ungefalire Gleich bleiben der Zahl der 
Selbstmorde in den beiden Jaliren. 

Hier ist nun freilich die Gleieliwertigkeit der Falle nur eine 
robe Annahnie, und bei genauerem Zusehen werden sicli sehr be- 
dentende Unterschiede ini Einzelnen ergeben. 

Wir diinen daher auch nur bei g r o B e n B e v < » 1 k e r u ngszahlen 
auf eine Ubereinstimmung der Wirklichkeit mit dieser Schatzung der 
Wahrscheinlichkeit rec.Vmpn Win m-nR A r /oi,i ft An* 
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wird davon abhangen, welchen EinfluB die angedeuteten Verschieden- 
heiten haben. Dieser EinfluB wird groBer sein in den komplizierten 
Verhaltnissen eines Kulturvolkes, in dem die Individuality des Ein- 
zelnen mehr entwickelt ist, als in den einfachen Verhaltnissen eines 
Naturvolkes. DaB aber trotzdem eine Ubereinstimmung uberall ein- 

<D 

tritt, ist ein Beweis von einern gewissen Arteharakter auch in der 
Menschennatur. 


§ 60 . Walirsclieinliclikeit von Ursaclien. 

1. Wenn die Aufstellung einer Wahrscheinliehkeit in Wider- 
spruch steht mit der nachfolgenden Erfahrung, so deutet dies darauf, 
daB unser Wissen, nachdem wir die Wahrscheinliehkeit geschatzt 
haben, nicht hinreichend war, daB die unbekannten Umstande 
von entscheidendem EinfluB gewesen sein miissen, und wir werden 
darauf hingewiesen, nach solchen unbekannten Einfliissen zu suchen 
und dadurch unser Wissen zu erweitern. Wir werden vor die 
Frage gestellt: 

Ist das Eintreten eines unwahrscheinlichen Ereig- 

nisses zufallig oder gesetzmaBig? 

Welchen Sinn diese Unterscheidung hat, ergibt sich aus § 57, 2. 
Die Beantwortung dieser Frage ist also wiederum nur die Entsehei- 
dung, welche von zwei Wahrscheinlichkeiten die groBere ist. Die 
Antwort wird davon abhangen, welchen Grad von Wahrscheinliehkeit 
die GesetzmaBigkeit des Ereignisses an sich, vor Eintritt des Er- 
eignisses, fur uns hat. Oft laBt sich diese Wahrscheinliehkeit nicht 
in Zalden abschlitzen; aber sie gehort zu den oben erwahnten Fallen, 
wo wir auch oline eine solche nicht im Zweifel sind, auf welche 
Seite wir neigen sollen. 

2. Ein paar Beispiele werden den hier zugrunde liegenden Ge- 
danken klar niachen. 

Wenn 100 mal mit einem Wiirfel geworfen wird, so bestehen fur 
die Aufeinanderfolge der gefallenen Zahlen (5 100 verschiedene Mog- 
lichkeiten. Alle diese sind gleichwertig, wenn fiber die Art des 
Wiirfelns und liber die Beschaflenheit des Wiirfels nichts besonderes 
bekannt ist. Jeder dieser Kombinationen kommt also eine ver- 
schwindend kleine Wahrscheinliehkeit zu und doch muB eine von 
ihnen zum Vorschein kommen. Flat diese irgend eine bestimmte 
RegelmaBigkeit, besteht sie z. B. aus lauter Sechsen oder auch nur 
aus einer tlberzahl von Sechsen, so sehlieBen wir mit einer an Ge- 
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Umstand, etwa in der Beschafl'enheit den \V Uriels (z. B. der Lage 
seines Schwerpunktes), der diesen Krfolg herbeigefiihrt hat. Bei 
irgend einer beliebigen imregelmaBigen Folge, die dock yon vorn- 
herein dieselbe Unwahrseheinliehkeit hat, nmehen wir diesen SchluB 
nicht. Dies erklart sich dadureh, dab eine IhiregelmaBigkeit, die ein 
bestimmtes Fallen des Wuriels, z. B. auf Seeks begilnstigt, sei es 
in betriigerischer Absicht oder zufiillig, an nidi uirhts umvahrachein- 
liches hat, wahrend das zuffdlige Kntstehen der besonderen Kombi- 
nation in hohem Mafic unwahrsehoiiiiieh ist 

' Wenn nun auch die unregelmuBige Ueihenfolgc die gleiehe Un- 
wahrseheinlichkeit fur ein zuflilliges Kntstehen bietet, so hat dort die 
entgegengesetzte Amiahme (vines gesetzinaBigen Kntstdiens dieser 
Konibination durch eine unbekannte Kinrichtung des W Uriels oder 
der Art des Wurfelns genau dieselbe, wenn nieht eine nodi grofiere 
Unwahrseheinliehkeit, und es liegt also jet zf kein <irund fiir uns vor, 
eine GesetzmaBigkeit anzunehmen. Wenn wir auf einer Buehdmcker- 
tafel die Buchstaben KOXSTANTINOPKL sehen, so indnnen wir mit 
Toiler tfberzeugung an, dab nieht der Zufall diese vierzelin Buch- 
staben zusaminengestellt hat, sondern die howufite A bandit eines 
Menschen. An sieh ist. jede zutaliige Kombination von vierzelm 
Buchstaben gleicb wahrseheinlieh, und wmm wir irgeml cine uns un- 
verstandliehe Zusaininensteilung von Buehsfahen \orfindeu, so kdnneu 
wir durchaus ini Zweifel sein, ob der Zufall oder eine uns unbekarmte 
Absicht, 7 j . ,B. eine (iebeimsdirift, Buehstahen zusnniiuengefulirt 

hat. Wenn es sidi aber inn ein gehriitiehlidies Wort handolt, so ist 
die Wahrselieinliebkeit einer Ahsielit unvergleiddidi grdfier. Fine 
Bias kann nieht (lurch Zufall entstambm sein. 

3. Auf diesen Schlussen lx*ru hi in den Xatunvissensebafton die 
Auffindung gesetzniiifiiger Zusannnenhiinge in der Natur, d. b. soldier 
Erscheiimngsklassen, die wir Wilier iiat.fi rlie.b genaimf. haben (§ f>7, 2.). 

Wenn wir in einer Erscbeinungsklnsse (vine gewissc Hegel niilBig- 
keit wahrnehmen, din nieht sdiou zu her I hdinit ion dieser Klasse 
gehort, so haben wir zunliehst wieder die Alternative, diese Ivegel- 
mafiigkeit fur zufall ig oder fiir gesd.zmaLiig zu lialten, und je ein- 
facher diese Regelmafiigkeit ist, desto geringer ist die Wahrsohein- 
lichkeit eines Zufalls und uni so mebr neigen wir (labor zur Annahme 
einer GesetzmaBigkeit, die uns leiciit. zur vollen I 'berzeugung wird. 
Die Auffindung dieser GesetzmaBigkeit, d. h. der einfaehen Ursachs- 
klasse, ist dann die Aufgabe der Forsehung. 

Wenn wir z. B. selien, wie stark sicli die Atomgewichte des 
grofiten Teils unserer chemiscben Eleniente ganzen Zahlen anniiliern, 
so kann es wohl kaum einem Zweifel unterliegen, ob dies ein zu- 
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falliges Zusammentreffen ist, oder ob ein noch unbekanntes Gesetz 
bier im Spiele ist, dessen Auffindung ein groBer Triumpb der 
Cbemie ware. 

Die Entscbeidung zwischen GesetzmaBigkeit und Zufalligkeit ist 
tibrigens nnr ein extremer Fall. Dieselben Grundsatze werden an- 
gewandt, wenn eine Erscheinung, nnserer Kenntnis nach, mit der 
gleicben Wahrsebeinlicbkeit aus yerscbiedenen Ursaclien heryor- 
gegangen sein kann. Wir werden nns dann fur die Ursaclien ent- 
scheiden, deren Vorbandensein, abgeseben yon dem eingetretenen 
Erfolge, die groBte Wahrscheinlichkeit bat. Aucb bier werden wir 
nur in gewissen einfachen, willkarlich ersonnenen Fallen (Spielf alien) 
in der Lage sein, dieser Wabrscbeinlichkeit einen Ausdruck durch 
Zablen zu geben, 

Spater werden wir hierfiir nocb einige Beispiele geben. 

4. Die Beurteilung der Wahrbeit eines Berichtes, einer Er- 
zahlung stiitzt sicb auf die gleicbe Erwagung. Ein Bericbt bat zu- 
nachst, abgeseben yon seinem Inhalt, die Prasumption der Wahrbeit 
fur sicb, aber auch die Moglichkeit einer Luge, eines Irrtums, kurz 
der Unwahrheit des Berichtes liegt yor. Die bericbtete Tatsacbe 
kann gleichfalls, abgeseben yon der Glaubwurdigkeit des Berichtes, 
groBere oder geringere Wahrscheinlichkeit baben. Je unwabrscbein- 
licber an sicb die bericbtete Tatsache ist, einer urn so starkeren Be- 
glaubigung wird der Bericht bedurfen, wenn wir die Tatsacbe fiir 
wahr balten sollen. Das Entscheidende dabei ist, daB die Wahr- 
scheinlichkeit eines falschen Berichtes kleiner sei als die Wahrschein- 
lichkeit der berichteten Tatsache. Gewisse Tatsacben wird uns 
keinerlei Bericht glaubhaft erscbeinen lassen. 

Dies sind die logischen Grundsatze, nach denen Wahrscheinlich- 
keiten zu beurteilen sind. Es sind dieselben, durcb die der gesund 
und besonnen denkende Menscb in der Wissenschaft und im Leben 
sein Urteil, seine Erwartungen und scblieBlicb auch sein Handeln 
bestimmen liiBt. 

Auf sic stiitzt sicb auch eine richtige Anwendung der Wabr- 
scheinlichkeitsrechnung, die, wie Laplace sich treffend ausdriickt, 
nichts anderes ist, als der in Redlining gesetzte gesunde Menscben- 
yerstand. 


A < 'miter A I nsc hnitf . 
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§ 61 . Rednien in it \\ ahrsHi<M a nIichk<M a tni. 

1. Mit den Zalilen, die wir den Walirsrlndidiehkeifon zugeordnet 
haben, konnen Rechenoperationen ausgefiihrt werden: diese werden 
aber nur dann einen praktisehni Wert hahm, weun sie bestirmnten 
Verbindungen der Walnxselieinliehkeiien entsprerhen, und wenn den 
Resultaten der Redlining wiedrr die Pedeuiung einer YVuhrsehein- 
licbkeit beigelegt werden kami. Ilier kommm aber fast nur die 
Addition und die Muliiplikai ion in Rdraeht. Da b selbsl die Addition 
nur in bescliriinktem Umfange gebraueht worden kann, ergibfc sick 
sell on daraus, dab alle \\ alirseheinliebkeiten erliie Hrilrhe sem niussen. 

2. Rei der Bostiniuiuiig des Zahhmweries dimr Wuli rschoin liclikeit 

kommt es, wie in § f>S ausgeitihr: i sf , v«.r alien! da ran f an, eine 
Ersch einu ngsklasse l\ in eine gewisso Anzahl, » , von gleich- 

wertigen Teiiklassen zu teilrn. 

Wir setzen (due sob-lie Kinndluini’ ;i J o,*troj]bn voraus und 
nennen diese Teiiklassen h\, /■.; jet/.t die Elemental 

kl as sen. 

kassen wir irgend (din* Anzaiii /• der ,/ klomnitarklasseii zu 
einer Komplexe E' zusammen, so ist 

tr 

t< 

die Wain sdieinlie.il keit, dab enn* ikm-Ii imbtd\uuut' a Krsrheinung r der 
Klasse A deni .Komplex /v angdiurt. Da y ■ h ist , so ist ic 1. 

Bezeiclmeii wir mit 1\ (dnen /.weiten Kompb-x, der aus s Elemental*- 
klassen bestelit, und nehiin-n an, dab /*, und I/' koine genieiu- 

samen Eiementarklassen enilialte, so hosldit. «b*r Komplex V" von 
E und E aus r + .s* Ebuneniarklas-ou, und wrim /r" die Wabr- 

R cdi A i ri 1 1 rd i lr a 1 f ■Pm* i. t • 1 1 • i* ? i •. i <> 
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zu E'" gehort, gleich w + w”. Hierauf ist also die Anwendung der 
Addition beschrankt. 

3. Multiplikation. Es seien, immer unter Voraussetzung 
gleich wer tiger Elementarklassen, E', E " zwei Teilklassen von E, die 
hier aber auch gemeinschaftliche Elemente enthalten, ja sogar iden- 
tisch sein konnen, denen die Wahrscheinlichkeiten w' } w" zukommen. 
Nack der Definition sind dann 

r = niv', r" = nw" 

die Anzahlen der Elementarldassen in E' und E 

Es wird nach der Wahrscheinlichkeit gefragt, daB yon zwei 
Erscheinnngen d und e" aus E die erste zu E', die zweite zu E " 
gehort. 

Um diese Frage zu beantworten, miissen wir eine neue Er- 
scheinungsklasse G bilden, deren Elemente g die Paare der Er- 
scheinungen von E sind. Die Elementarklassen G ilc von G 
bilden wir so, daB wir unter G.- hh die Gesamtheit der Falle verstehen, 
bei denen das erste Element des Paares g zu E iy das zweite zu E k 
gehort. Da nun i und h von 1 bis n gehen, so ist die Anzahl der 
Elementarklassen G.^ h gleich n*. 

Die Armahme, daB von den beiden Erscheinnngen d, e", die eine 
Erscheinung g zusammensetzen, die erste zu E\ die zweite zu E" 
gehort, gibt r Werte von i und r" Werte von 1c, und folglich 
r'r" Elementarklassen G^ h . Es ist also die Wahrscheinlichkeit dieser 
Annahme r r" : n 2 7 also gleich dem Produkt w in". 

4. Die Annahme der Gleichwertigkeit der Klassen G i k setzt 
voraus, daB die Erscheinungen e und d r voneinander unabhangig 
seien, d. h. die Wahrscheinlichkeit von E" darf nicht verandert 
werden, wenn wir wissen, daB das Ereignis e zu E' gehore. Ob 
diese Voraussetzung zutrifft, muB in jedem Falle durch eine be- 
sondere Uberlegung festgestellt wer den. 

Diesclben Betrachtungen gelten, wenn wir nicht bloB zwei, 
sondem eine beliebige Anzahl von Teilklassen E' y E" 7 E"' } . . . an- 
nehmen. 

5. Wir konnen das Resultat dieser Betrachtungen in dem Satze 
aussprechen: 

Das Produkt der Wahrscheinlichkeiten mehrerer 
voneinander unabhiingiger Erscheinungen ist die Wahr- 
scheinlichkeit fiir das Zusammentreffen aller dieser 
Erscheinungen. 


IV. Walirsdieinlichkeitsrechnung. 


Beispielsweise ist die Wahrscheinliclikeit, daB beim Werfen mit 
einem Wfirfel 6 fallt, gleicli 1/0. Die Wakrschemliclikeit, daB der 
Wiirfel n mal bintereinander auf 0 fiillt, ist, also (1/0)". Dieselbe 
Wabrscheinlichkeit bat jede vorgeschriebenc Reihenfolge von. 
n Zahlen. 

Damit ist die Anwendung arithmetischer Operationen auf die 
W ahrscheinli chkeiten ersckopft. Das Ilauptinteresse in den An- 
wendungen der Wahrschemliehkeitsrochnung iiegt immer in der Er- 
mittelung gleichwertiger Klassen. In vielen b alien wire! dabei dem 
subjektiven Ermessen, der Erfalirung imd Klugheit ein gewisser Spiel- 
raum gegeben sein. In anderen Fallen, zu denen besonders die Zu- 
fallsspiele gehoren, ist die Aufgabe rein mathemntisch durch Ab- 
zahlung zu losen. Hierffir betraebten wir in der bulge einige typisebe 
Beispiele. 

§ 62 . Beispiel fur abliangige und unabhangige Krcignisse. 

1. Wir betraebten zunilchst ein Beispiel, das den (Jnterscliied 
zwischen abhiingigen und imabhiingigen E reignissen zur Anschauung 
bringen soli. 

Wenn zwei Spielkarten verdeekt auf dem Tisehe liegen, so gibt 
es fur die Farbe, der diese Spielkarten angohdren, vi(*r Miiglielikeiten; 
die erste rot, die zweite rot (r, r) 1 die erste rut, die zweife sehwarz (r, $), 
die erste sehwarz, die zweite rot. is, rj und endlieh Inside se.hwarz (s,s). 

Wenn wir niebts weiter wissen, werden wir jedem dieser Kalle 
die gleiche Wabrscheinlichkeit 1/4 znsclireiben. 

Die Wabrscheinlichkeit fin* einen der beiden Fiille ( /*, s) und (s } r) 
ist aber 1/2. Es ist also wahrsrheinlirher, dab von den beiden 
Kartell die eine rot ; die aiulere sehwarz ist, als dab beide rot sind. 

Dies bleibt nocli alios ebenso, wenn wir wissen, dab die zwei 
Karten aus zwei verschiedenen Spielen gezogen sind. 

2, Wenn aber beide Karlen aus demselben Spiele gezogen sind, 

dann ist die Sadie amlers. AVhinen wir an, das Spiel enthalte 
2n Kartell, n rote und u seliwarze. Fiir die erste Karte ergibt sicb 
die Wabrscheinlichkeit 1/2 fur rot und 12 fur sehwarz. Ist aber 
eine rote Karte gezogen, so sind nur noch n 1 rote und u seliwarze 
Karten im Spiele. Die Wahrselieinlirlikeit fiir rot ist also jetzt 
(n — 1) / (2n — 1), und fiir sehwarz h : {2u I). 

Demnaeli ist die Wahrscheinliclikeit 


n l 

2 (2 n • - 1; ’ 


fiir (V, r): 
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imd ebenso 

fur (s, r) : n — — 

v 7 J 2 (2 n — 1) 7 

fur (s, s): ~ 

also eine erbobte W ahrsclieinlicbkeit fur (r, s) gegenuber (r,r). Alle 
yier Wabrscbeinlichkeiten nabern sicb um so melir dexn Werte 1/4, 
je groBer n ist. 1st n = 1, also iiberbaupt nur eine rote und eine 
sckwarze Karte vorbanden, so sind die Falle (r, r) und (s, s ) ganz 
umnoglicb. Fiir ein Wbistspiel z. B. ist n = 26, also die Wabr- 
scbeinlicbkeiten 

25 26 26 25 

102 7 102 7 102 7 102 * 


§ 63. Der walirscheinliche Wert. 

1. Wir baben in § 59, 2. geseben und an einem Beispiel er- 
lautert, wie die Erwartung, daB die Yorbersagungen der Wabrscbeinlicb- 
keitsrecbnung eintreffen, selbst wieder ein Gregenstand der Wabrscbein- 
licbkeitsrechnung ist. Diese Frage ist von so fundamental Bedeutung 
fur eine ricbtige Auffassung der ganzen Tbeorie, daB wir bier an der 
Hand ernes verwandten Beispiels auf eine nahere Diskussion ein- 
gehen wollen. 

2. Wir wollen annebmen, in einer Urne befinden sich weiBe 
und schwarze Kugeln gemiscbt, in bekannter Anzabl. Es sei n die 
Gesamtzahl der Kugeln, a die Zabl der weiBen, b die Zabl der 
scbwarzen, also 

n ~ a + b. 

Wird aufs geradewobl bineingegriffen und eine Kugel berausgezogen, 
so ist die Wabrscbeinlicbkeit fur eine weiBe Kugel ajn und fiir eine 
scbwarze b/n. 

Wir nebmen nun an, der Zug werde ofter wiederbolt und, um 
die bekannten Umstande gleicb zu erbalten, werde nacb jedem Zuge 
die Kugel in die Urne zuriickgeworfen und geborig umgescbiittelt. 
Es sei v die Anzahl der Zuge, cc die Anzabl derer, die eine weiBe, 
/3 derer, die eine scbwarze Kugel ergeben haben, also 

v = a + (3. 

Wir wollen die Wabrscbeinlicbkeit W a fiir irgend eine Zabl a be- 
recbnen. 
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3. Bestimmen wir zuniielist die Wahrsoheinliclikeit, daB a mal 
eine weiBe, 0 mal eine schwarze Kugel in einer bestimmten vor- 
geschriebenen Reihenfolge gezogen werde, so babea wir fur jede 
weiBe Kugel eine Wabrscbeinlicbkeit a/n mid diese ZUge sind von- 
einander unabhangige Ereignisse im Simie von § HI, 4. Es ist also 
die Wahrseheinlicbkeit, daB bei a bestimmten Ziigen jedesmal eine 
weiBe Kugel gezogen wird, («/«)"• Ebenso ist die Wahrscheinlicli- 
keit fur die j) scbwarzen Ziige (/>/«}* und folglieli die Walirscbeinlicli- 
keit fur das Zusammentreften beider Ereignisse 


( 1 ) 


( a \ “ f Y 

\n ) \n J 


4r» Nun ist aber nur naeh der Wahrsdieinlichkeit gefragt, daB 
cc weiBe und /3 scliwarae Kugelu zum Vorscheiu komniou, nicht daB 
dies in einer bestimmten Reihenfolge gesehieht. Wir haben also 
noch zu ziihlen, wie viele soldier Reihenfolgen es gibfc. Diese Reilien- 
folgen sind gleicliwertige Klassen, und iblgiieh erhalten wir die ge- 
sncbte W ahrscheinlichkeit , wenn wir die Zahl ( l) mit der Anzahl 
der Reihenfolgen multiplizieren. 

Es handelt sich also nod 1 durum, */.u ermittoln, aui; wie viele 
yerscbiedene Arten man a Dingo aui* die ZahKn 


yerteilen kann, oder 7 was dasselbe ist, auf wit* viele Arten man 
v Elemente zu je a olme Wiederholung kombinieren kann. Diese 
Zabl haben wir mit />j r) bozeic, lined und 




V (> I I t v *2) • • • V C. ; 1 I 

1 • 2 • :i • • • <: 


gefunden. Bd. I ; § f>;> tier der A ullage. 

Es ist also die YYahr.srheinlirhkeit, daB uuter r Ziigen a mal 
eine weiBe Kugel gezogen wird. 


( 2 ) 




6. Die Zahl a kaim bei gegebem»iu v jeden der Werte. 0, 1, 2 ; ...,v 
haben, aber keinen aiideren. Dit* Suinme oiler dieser Wahrseheinlicli- 
keiten 

H'o + lV t + W, 1 + \V t 

ist die Wahrscheinliehkeit, daB eine uiibestinimte Konstellation yon a 
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und /3 erfolgt, also gleieh und dies ergibt sich auch aus der 
Bedeutung der Binomialkoeffizienten, wonach 

ist. 

7, Um die verschiedenen W a miteinander zu vergleichen, bilden 
wir den Quotienten 

W • W = ( a ~~ 1 ) ! a = P + 1 JL 

* * a ~ 1 al§\ b a b 

Soil W ct >W ce _ 1 sein, so muB 

crt> < (/3+ l)a = (y + 1 — a) a 

oder 

na < (v -f* l)a, £<: < — 


sein. Es wird also W a _ 1 mit waclisendem cc wacbsen, so lange 
diese Ungleichbeit erfullt ist ; und daraus folgt, daB W a bei ge- 
gebenem v den groBten Wert W ttQ erbalt, wenn cc = a 0 die groBte in 
(v-fl )a/n entlialtene ganze Zabl ist. Setzen wir dann 


_(y + l)a 
~ n 

so ist 6 ein positiver echter Brucb. 

Es wird 




~h — ”• 

v n v 


nnd dieser „wahrscbeinlichste Wert" des Verbaltnisses a : v kommt 
also dem Verbaltnisse a : n der Zahl der vorbandenen weiBen Kugeln 
zu der Gresamtzahl um so naber, je groBer die Zabl v der Ver- 
sucbe ist. 


8. Wenden wir die Forrnel in 7. auf zwei aufeinander folgende 
Werte von a an ; so ergibt sicb 

W a /3 + 1 a_ W a + l § a 
W a _ x a b’ W a u+lb’ 

und daraus 

W « + i _ W a = ±. a P—( cc + 1 )(P + 1 ) ^ _ a V + 1 
W a W a - 1 b “ a(a + 1 ) ' b a(a + 1 ) * 

Da dieser Ausdruck fur jedes a negativ ist ; so scblieBen wir: 

Der Wert des Verhiiltnisses W a :W u _ 1 nimmt ab, 
wenn a wacbst. 
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§ 64. I)(T Safz von Jacob Bernoulli. 

1. Das letzte Resultat zeigt mis zwar, welduu* Wert des Ver- 
haltnisses a : ?' und damit aueli weleher Wert von a : fi der wahr- 
scheinlichste ist. Es ist aber aueh damit noeli nieht viel gewonnen 
so lange wir nieht die versebiedenen Wahrseheinlirhkeiten unter- 
einander vergleichen konnen. 

Vor alleiri ist es aber von Interest, was aus diesen Wahrschein- 
lichkeiten wird, wenn die Anzahl v der Versuelie unbegrenzt wiiehst 

Hierbei diirfen wir aber nieht naeh der Wahrsrlieinliehkeit eines 
einzelnen bestimmten Wertes dieses Verhiiltnisses fragen ; denn diese 
Wahrscheinlichkeit wiirde mit imbegrenzt waehsendem v unendlick 
Mein, was wir bier allerdings nieht Imgriindon konnen; sondern wir 
mussen die Frage so stellen, wie groB die Wuhrsolminlichkeit sei 
dafi das Verluiltnis a : v nieht fiber eine gewisse UrbBe von dem 
wahrscheinlichsten Werte abweiehe. Hieniber gilt der ibigende Satz 
worm an die Stelle der Kttgeln des Beispids beliebige gleiohmiiBia-e 
Ereignisse, an Stelle der weiBen Kugeln die einer bestimmten Ab- 
siebt gunstigen, an die* Stelle der sehwarzen die ungiinstigen Fiille 
getreten sind. 

2. Wenn unter n mdgliehen Fallen a giinstige sind, 
und der Vcrsuch win] v mai wiederhoit, darunter cc mal 
mit giinstigem Erfolge, so niihrri s i <• ii die. \V a h rseheinl licli- 
keit, daB das Verbal! n is u:v von dem \\ erle it : // uni weniger 
als eine gegebene UrbBe ,1 abweieht, mil war. h send e in v un- 
begrenzt der GewiBheil, 

3. Um den Beweis dieses Sat/ws element ar iuhren zu konnen, 
wollen wir, wie es Jacob Bernoulli gdan hat, einige vereinfaehende 
Yoraussetzungen machen, die indossen das Wcsen der Sadie nieht 
berubren. 

Zunachst wollen wir brmerkrn, daB d<*r Ausdruek I'iir die Walir- 
scheinliehkeit eines bestimmtm WrHes c 



nieht von den absoluten Worten von <( y h y n, sondern nur von deren 
Verbaltnissen abhiingt. Man erhalt also bei gleichbleibendem v 
denselben Wert \Y uJ wenn die Zahl n aller mdgliehen Fiille beliebig 
veigibBert wird, wenn nur das Veriialtnis, in dem giinstige und un- 
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giinstige Falle gemisclit 
sfroJB annebmen, daB 

beliebig klein wird. 


sind, dasselbe bleibt. 



Man kann also n so 


4. Wir nehmen nun ferner an, daB die Anzabl der Versucbe, v } 
ein Vielfaches von n sei, und setzen, indem wir mit q eine nattir- 
licbe Zabl bezeicbnen ; 

v = qn. 


Diese Voraussetzung ist nur zur Yereinfaehung der Recbnung ge- 
macht. Sie wird aber das Resultat nicht wesentlicb beeinflussen 
konnen, wenn nur die Zabl v im Yergleieb zu n als groB an- 
genommen wird. 

Als wahrscheinlicbster Wert von a bat sicb im vorigen Para- 
grapben die groBte in (v + 1 )a/n entbaltene ganze Zabl ergeben. 
Es ist aber unter der jetzt geltenden Voraussetzung 


(* + *)a 

n 


= qa + 


a 

n 7 


und da a/n ein echter Brucb ist, so ist qa die groBte ganze Zabl, 
die in diesem Brucb enthalten ist. Also ist qa der wabrscbeinlichste 
Wert von a und qb der zugeborige Wert von /3. 

5. Wir fragen nun, wie groB die Wabrscbeinlicbkeit ist, daB 
das Verbaltnis a : v zwiscben den Grenzen a/n — /I und a/n + z/ 
liegt (wobei wir die Grenzen mit einscblieBen konnen). Setzen wir 
J = 1/n, so ist dazu erforderlicb, daB 

Gi 1 ^ Ci Ct — j- 1 

n — v — fix ) 

folglicb 

qa — q <. a <. qa ■+ q 

ist; also ist unsere Frage gleichbedeutend mit der nacb der Wabr- 
scbeinlichkeit, daB a einen der Werte 

aq , aq ±1, aq ± 2, . . aq ± q 

habe. Bezeicbnen wir diese Wahrscheinlicbkeit mit w, so ist, da bier 
die Voraussetzungen fur die Addierbarkeit der Wabrscbeinlicbkeiten 
erfullt sind (§ 61, 2.), 

« W at + w aq+l + w ail+2 + • • • + w at+t 

+ W as _ 1 + W as _ a + ---+W ai _ r 

Die Gesamtsumme aller W a ist gleicb 1. Yon diesen W a felilen in 
der Summe w die, in denen a > aq + q oder cc < aq — q ist. Be- 
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zeichnen wir die ersten dieser Zahlen mit r, die zweiten mit s, v er . 
stelien also unter r und s alle Zalilen, die den Ungleichungeu 


( 2 ) 

geniigen, so "ist 


(i(J "f - q >' .■> a q, 

U < s < at{ — q 


wenn sick die Summenzeiehen auf alle zulassigen Werte von r und 
von $ erstrecken. Setzen wir nuch 


so wird 

( 3 ) w = 1 - li 


6. Wir machen jetzt von dem Sat zts Gebraueh, daB das Ver- 
haltnis W a :W C( __ 1 mit waehsendeni u abnimmt ($$ S.) ? und daB 

also, wenn a < a angenommen winl, 


und daher auch 


' <r + i 


w. 


\v , 


K 

ir 


ir v , 

H* . 


und daraus, indem wir « (lurch e' j 1, « + 1 ; dann (lurch r/ -f- 2, 
« -f 2 u. s. f. ersetzen, lur ein positives />: 


( 4 ) 


W tt . ^ W\, 

u* ir 


•f* /' # 

i- V 


Setzen wir darin a - at/, u (/ j so folgt fiir jrdes r, das 
der Bedingung (2 j geniigt, 

1C n\ 


»«v ■' »' 


und setzt man in (4 ) a p uq q, <: -j- p <n/, so crgilit sich 

»■ 


"Vk v , 

,r -v »: 


Bedeutet also M eine Zalil. die griillcr ist ids die groBte der 
beiden Zablen 


( 5 ) 


11 «'/+•/ 


so ergibt sich aus den letzten Uiigleiehuugen 
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W r <MW r _ 2 , 

W S <MW S+J , 

und wenn man die Snmmen iiber alle r und alle s nimmt und be- 
denkt, daB jede Summe aus einem Teile der W a kleiner als 1 
ist, also 

yw +yw ^ < i 

— — 1 r — q r rr s + q \ x 7 

so ergibt sick 

(6) R < M. 


7. Wir beweisen nun, daB die beiden Quotienten (5) Null 
werden, wenn q ins Unendlicke wacbst. Daraus folgt dann, daB 
man M, das keiner anderen Bedingung unterliegt, als daB es groBer 
ist als diese beiden Quotienten, so klein annebmen kann als man 
will, wenn man q, d. b. v hinlanglich groB annimmt, und daraus 
folgt weiter, daB die Wabrscbeinlicbkeit w der Einbeit beliebig nabe 
kommt, wenn v groB genug genommen wird, wie in dem Satze 2. 
bebauptet ist. 

Nacb dem Ausdrucke (1) ist 

W ai + 9 = (“2)K&2'd (a\t (]L\~ a 

W aq (aq-fq)<{bq — q)\ \n / \n) 

= (bq — q + 1) {bq — q + 2 )--bq /a\'i 
(aq + 1) {aq + 2) • • • {aq + q) \b J ’ 

"V, = (“2 — 2+1) {aq — q + 2) • • -aq / 6 Vi 
w at ' (!"1 + Q (bq + 2) • • • {bq + q) \a) ' 

Der erste dieser beiden Quotienten besteht aus q Faktoren 


a(62 — 2 + *) 
b(aq + <) ’ 




..,q. 


Diese Faktoren f t liegeu aber der GrroBe nach alle zwischen den 
Werten 





a 

a + 1 > 


denn man erhalt die Differenzen 


b — 1 

tici — b — j— 1) 

1) ” 


a 

ct(q — t) (a — b + 1) 

a -f- 1 

b{a-\-l){aq + t) ’ 


die ein entgegengesetztes Vorzeichen baben. 

Da nun die beiden GroBen (7) positive ecbte Briiche sind, so 
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sind samtliche f t kleiner als ein gewisser positiver ecliter Bruch, und 
es ergibt sick, wenn wir diesen echtcn Bruch mit r bezeiehnen 

II' 


a 7 -j- 7 

W\ 


CL 


Ebenso findet man, daB die Faktoren 

h (a (j — if -f- 1\ 


<h = 


a {h q ~j- t ) 




aus denen der Quotient : II',,, zusainmcnge.setzt 1st, zwisehen 

a — 1 
a 

liegen, und damns dann aueh 


a — 1 , h 

und . , f 
a h i 


,r 'i ~ , 


ist. Die vier echten Briicln 
a ~ i 


a h i h 

7 ft 4- I ’ h ■ h • l 


lassen sich aueh so darstellen: 


1 - 


tt ■ i 


, 1 


h ■) l 


und man kann fur r den grdBteti unto.r ihnen wiihlen, also j« nach- 
dem a oder b in-oBer ist. 


setzcn. 


1 i t 1 

, , nd»*r r 1 

a 1 (, : i 


8. Je kleiner man das Interval! ./ angeimminen hat, am so 
gibber w ild man (lie Zahimi s < t , //, deren \ erli;iltni;-Ne nur als ge- 
geben bctituhtet weiden, annennnm inussen, und uin so mein* wird 
sich dei Li mil ( der Finheit mdiiern. I )<*-(*> gr<d.»i*r muB also aueh q 
angenommen werden, wenn man die Wahrsehrinl irhkrit tr auf nine 
bestimmte 1 1 olio bringen will. 

Nehmen wir a^b } so wird r it n 1 i gesetzi warden kdnnon 
und es ergibt sich aus id) 


damit nun It mit Sicherlmit untm* eine jmwissr (iren/.«\ !>. I : 1 ()(J() ; 

heruntersinke, muB ’ ; 


1 ,, 


1 non 


ji 4 - 1 


1 

loon ' 


1 1 
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folglich 


2 (log (a+ 1) — log a) > 3 


sein. Nehmen wir z. B. a = b an und setzen n = 200, a = b = 100, 
so ist z/ = 1 : 200, lg (a -f- 1) — lg a = 0,0043 ... Es miiBte also 


® ^ 0,0043 > 

v = nq = 150000 

werden. 

Wenn also in der XJrne gleichviele weiBe nnd schwarze Kugeln 
enthalten sind, so ist die W ahr s cheinli clikeit , daB bei 150000 Yer- 
sucben das Verhaltnis der weiBen zu den schwarzen Ztigen zwischen 
den Grenzen 0,495 und 0,505 liegt, mein* als tausendmal groBer^ 
als daB dies Yerhaltnis auBerhalb dieser Grenzen liesrt. 


§ 65. Beispiele. 

Wir betracbten nocli einige einfaclie Beispiele filr die Bestim- 
mung von W abrselieinlicbkeiten , wobei es sich immer urn die Er- 
mittelung gleichwertiger Klassen oder bei ungleichwertigen Klassen 
um die Vergleiclmng der Werte liandelt. 

1. Das eine Beispiel ist von historischem Interesse, weil es das 
erste ist, an deni sick der Seharfsinn Pascals versuchte: 

Zwei Spieler A und B spielen miteinander, so daB in jedem 
einzelnen Spiele die Chancen des Gewinnens fur jeden dieselben sind, 
z. B. „Ko])f oder Schriffc“. Es ist dabei verabredet, daB dem der 
ganze Einsatz zufallen soil, der zuerst drei Spiele gewonnen hat. 
Das Spiel wird aber abgebrochen, nachdem A ein Spiel, B zwei 
Spiele gewonnen hat. Wie ist der Einsatz zwischen A und B nach 
Billigkeit zu teilen? 

Zum Gewinn des Einsatzes fehlen dem A noch zwei, dem B 
nur nocli ein gewonnenes Spiel. Wenn also weiter gespielt worden 
ware, so wiire nach liochstens zwei Spielen der Gewinn entsehieden 
gewesen, denn diese zwei Spiele muB entweder A beide gewinnen 
oder B gewinnt wenigstens eins davon. Die Mogliehkeiten des Ge- 
winnens in diesen beiden Spielen sind aber 

AA, AB, BA , BB, 

und jede dieser Mogliehkeiten ist gleich wahrscheinlicli, davon ist 
aber nur die erste dem A giinstig, in den drei letzten Fallen ware 
B Sieger. Die Wahrscheinlichkeit des endlichen Gewinnens ware 
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also \ fur A und f fur B und in diesem Yerliiiltnisse ist der Ge- 
winn zu verteilen; A erhiilt B erhiilt f des Einsatzes. 

An dieser tTberlegung wird niehts geandert, wenn man beriick- 
sichtigt, daB das Spiel beendet ist, sobald einer der Spieler gewonnen 
hat, daB also nur die drei Fiille 

A A, AB , B 

moglich sind. Denn der letzte Fall, daB B zuerst gewinnt, hat die 
gleiche Wahrscheinlichkeit wie die, daB einer der beiden Fiille BA 
oder BB eintritt. 

2. Man sieht, daB es hierhei nielifc auf die Zahl der zu ge- 
winnenden Spiele, sondern nur auf die Anzalil der jedem der beiden 
Spieler zum Gewiime noeli fehlenden Spiele ankommt. Wenn also, 
um ein anderes Zalilenbeispiel zu wahlen, dem A noeh zwei, dem B 
noeh drei Spiele fehlen, so ist nach hdehstens vier Spielen der Ge- 
winn entschieden. 

Hier sind nun die gkmdiwertigen Mogliehkoiten den Gewinnens 
folgende: 

AAA A, AAA It, A A BA, A ABB, 

ABA A, ABA II , ABBA . ABBB , 

It AAA, BA All, BABA , //,!////, 

It It A A , 7//M./J, II II B A, Bill! I>\ 

und hierin sind 1, 2, B, 4, f>, 0, 7, 0, 10, 11, IB dem A y und K, 12, 
14, 15, 16 dem II giinstig. Die Fhaneen fur A und II verhalten 
sich also wie 1 1 zu 5. 

Wenn dem A noeli a Spiele, dem 1 1 noeli h Spiele fehlen, so 
ist der Gewinn nach hdehstens a j h 1 Spielen enf sehieden. Diese 
Spiele konnen auf 2 n + f ' 1 gleieh mogliehe Arten verlaufen, und es 
handelt sich dami daruin, abzuziihlen, in wie vielen von diesem Kiilleu 
A friiher seine a Spiele als B seine h Spiele gewonnen hiiite. 

2. Es werden drei Wiirfel geworfen. Die Zahl der Augen, die 
fallen, kann jeden der Werte zwisehen B und is heirngon, die* beiden 
Grenzen eingeschlossen. Welehe Wahrseheinliehke.it hat: jede dieser 
Zahlen fur sich? 

Sind a, h , c die* Augenzahhm, die sich hei einem VVurf auf den 
drei Wiirfeln zeigem, und 

a ; h ; <; , 

so kommt es also darauf an, auf wie viele Arten fur ein gegebenes 8 
die a , b, o aus der Reihe der Zahhm 1, L\ 4, 5, 6 sich be- 
stimmen lassen. 
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Wenn man die Wiirfel umdreht, so zeigen sie die Augenzahlen 
7 — a, 7 — b, 7 — c und es geht also z in 21 — g uber. Die Zabl z 
bat also dieselbe Wabrscheinliehkeit wie die Zabl 21 — g und dem- 
nach konnen wir uns auf die Betraebtung der Werte 0 = 3, 4, 5, 6, 
7, 8, 9, 10 bescbranken. Diese baben dann dieselben Wabrscbein- 
licbkeiten wie die Werte 18, 17, 16, 15, 14, 13, 12, 11. 

Kiimmert man sicb zunacbst nicbt urn die Bescbrankung, daB 
die a, l, c die Zabl 6 nicbt tibersteigen dfirfen, so ergibt sicb: 

Eine Zabl z !> 1 laBt sicb auf z — 1 Arten in zwei 
positive Summanden zerlegen; denn man kann fur den 
ersten Summanden jede der Zablen 1, 2, . . ., s— 1 nebmen 
und erhiilt dadurch jedesmal den anderen bestimmt. 

Eine Zabl z > 2 laBt sicb auf 

(0-2) + (0-3) + . . . + 2 + 1 = 

Arten in drei positive Summanden zerlegen. Denn man kann wieder 
fur den ersten Summanden 1, 2, . . z — 2 nekmen und erkalt fur 
die Differenz z — 1 ? z — 2, . . . ; 2 die Zalilen der Zerlegungen in 
zwei Summanden z — 2, z — 3, . . ., 1. 

So lange nun z < 9 ist, kann in der Zerlegung der Summand 7 
oder eine nocli. grdfiere Zakl nickt vorkommen, und wir iinden also 
daB fur 

s - 3, 4, 5, 6, 7, 8 

die Anzalil der moglichen Wiirfe die Dreieekszaklen 

1 3 6 10 15 21 

sind. Fur z = 9 aber fallen die drei Zerlegungen weg, in denen 
einer der Summanden 7 ; die beiden anderen 1 sind und fur z — 10 
die neun ; in denen die Summanden 1 ? 1, 8 und 1, 2, 7 sind. Dem- 
nacb bleiben fur 

9, 10 

die Zalilen der Zerlegung: 

28 — 3 = 25, 36 - 9 = 27. 

Zur ITbersickt stellen wir in der folgenden Tabelle die mog- 
licben Wiirfe zusammen; dabei ist von je drei oder seeks Wiirfen, 
die durch Permutation auseinander entsteken, nur einer gesekrieben, 
wakrend die Anzalil der Permutionen in Klammern beigesetzt ist. 

3 = 1 + 1 + 1 (1) 5 = 1 + 1 + 3 (3) 

= 1 + 2 + 2 (3) 


4 = 1 + 1 + 2 (3) 
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9 == 1 + - + t> (G) 


6 = 1 + 1 + 4 (3) 
= 1+2 + 3 (6) 
= 2 + 2 + 2 (1) 

7 = 1 + 1 + o (3) 
= 1+2 + 4 (6) 
= 1+3 + 3 (3) 
= 2 + 2 + 3 (3) 

S = 1 + 1 + (I (3) 
= 1 + 2 + 5 (6) 
= 1 + 3 + 4 (6) 
= 2 + 2 + 4 (3) 
= 2 + 3 + 3 (3) 


— 1 + 3 + i) 

(G) 

=1+4+4 

( 3 ) 

= 2 + 2 + r> 

( 3 ) 

- 2 + :5 + 4 

(6) 

= 3 + 3 + 3 

(1) 

io =- 1 + n + g 

(6) 

,= 1 + 4 + f> 

(G) 

= 2 -|- + t» 

(3) 

— 2 + 3 + f) 

(0) 

- 2 -{- 4 + 4 

( 3 ) 

- 3 3 + 4 

(■>) 


Man siebt, daB die Walirseheinlielikoit, in it drei Wurteln eine 
bestimmte Augenzald z zu werfen, gegen die Mii to zu wiichst, am 
Anfang und am Elide aber starker als gegen die Mi tie. 

3. Wenn ich eine Anzald von n rirhtig abgekurzien Dezimal- 
brtlclien zu addieren babe, so kann der Felder in den lot//, ten Dezi- 
malen in einem jcden Sunnnanden zwisrheii 0,5 und + 0,5 
scbwanken. Die Mdgliehkeit des Felders in der ttumnie schwankt 
also zwisclicn — 0,5 u und -j 0,5 h, kdnnte also hei groBem n sehr 
betrachtlich werden. Die Krage naeli der Warscheinliehkeit eines 
Fehlers von bestiminter OrdBe ist naeli denselben (umndsatzen zu 
beurteilen, wie in dem ebon hehandelten Problem mil den drei 
Wiirfeln, und es ergibt sieli damns das beruliigende Rrsultat;, daB 
die in der Mitte liegenden, also hier die kleinen Felder sehr viol 
walirscheinliclier sind als die groBeu. 


§ 66. Beispiele fur die AValirsolieinliehkeil der llrsaehen. 

1. Wir haben schon in $ 60 diet allgemeinen < {(‘siclit-spunkte 
gegeben, naeli denen eine Erseheinung a in it grb Merer Walirseliein- 
lichkeit der einen oder tier anderen von mehreren denkbaren Ur- 
sachen a , b, c 7 ... zuzuschreiben ist. Die Wahrscheiidiehkeit, daB 
etwa a die Ursache von a sei, ist der Wahrsedieinlitdikeit gleieh- 
zusetzen, mit der das Eintreten dor Ursache a ohne iUieksicht auf 
den Erfolg zu erwarten war. 
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Die Frage liegt aber in Wirklichkeit oft niclit so einfach. Ein 
Beispiel wird dies klar macben. Es soli sich in einem bestimmten 
Todesfalle, iiber dessen nahere Umstande wir nicbt unterrichtet sind, 
um die Wahrsfcheinlichkeit dieser oder jener Krankbeit als Todes- 
nrsacbe bandeln. Dabei wird es nicbt sowobl anf die relative Haufig- 
keit der betreffenden Krankbeit an sich, sondern nnr auf die Falle 
mit totlichem Ausgange ankommen. Wir werden also erstens die 
Wabrscbeinlicbkeit der Krankbeit an sicb nnd zweitens die Wahr- 
scbeinlicbkeit des totlichen Ausganges in Betracht zn zieben baben. 

2. Sncben wir dies auf eine allgemeine Formel zuriickzufuhren, 
so stellt sicb die Frage so: 

Die Erscheinungen a , b y c, ... geboren in gewisse 
Klassen A y B y C y . . deren Elemente nur zum Teil die 
Erscbeinung a verursacben konnen. Welcbe Wabrscbein- 
licbkeit hat es, daB die Ursache von a unter A , unter B y 
unter C y zn sucben sei? 

3. Die Antwort auf diese Frage wird einfacb und anschaulich, 
wenn wir sie aus einem Spielfalle ableiten. 

Nehmen wir an, wir haben schwarze und weiBe Kugeln in der 
Menge N. Es seien im ganzen darunter n scbwarze Kugeln, also 
die Wahrscheinlichkeit, blindlings eine scbwarze Kugel zu zieben, 



Diese Kugeln mogen nun in eine Reihe von Beuteln (1), (2), 
(3), . . . verteilt sein. Es sei eine scbwarze Kugel gezogen und es 
wird naeh der Wabrscbeinlicbkeit W x gefragt, daB diese scbwarze 
Kugel aus dem ersten Beutel stammt. 

Es seien 

im Beutel (1) N t Kugeln, darunter n L scbwarze, 

r > v (2) -^2 ;; » 


Es sind also 



1\ = 


n 2 

N 2 > 


die Wabrscbeinlicbkeiten, daB bei einem Griff in den ersten oder in 
den zweiten u. s. w. Beutel eine scbwarze Kugel ergriffen sei, und 


-p ^1 p ^2 

-*1 ~ N 7 ^2 ] f > 

die Wabrscheinlicbkeiten, daB uberbaupt eine blindlings gezogene 
Kugel aus dem ersten, dem zweiten u. s. w. Beutel stammt. 
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Die Gesamtzahl aller schwarzen Kugeln, also der Moglichkeiten, 
die dem Erseheinen einer schwarzen Kugel gunstig sind, betragt n, 
und darunter sind n i9 die aus dem ersten Beutel stammen. Nehmen 
wir an, daB alle diese Ziige gleieli moglich sind, so ist die gesuchte 
Wahrscheinliehkeit 


und diese Walirseheinlielikeit ist also, wie es aueh vorauszusehen war, 
nur von der Zalil und der Verteilung der schwarzen Kugeln, nicht 
von den Zahlen der weiBen abliiingig. ' 

Benutzen wir aber nicht die Zahlen, sondern nur die Wahr- 
scheinlichkeiten p l7 P 1? so ergibt sich nacli den Formeln ftir 


Pi, P i? F 



4. Keliren wir wittier zu uuserer allgemeinon Darstellung zu- 
riick, so kdnnen wir wagon: 

Die Wahrscheinliehkeit, daB eine Erscheinung a 
aus der Ursachsklasse A stamnii, ist. gleieli dem Pro- 
dukt der Wahrseheinlieiikeii von A mit dor Wahr- 
scheinliehkeit, daB A der Krseheinung a gunstig sei, 
geteilt (lurch die Walirseheinlielikeit von a uborhaupt. 


5. Urn ein ganz einiaohos Zahlenbeispie! zu nehmen, seien drei 
Beutel gegeben, in deren crsiein zwei Uoldntunzen, im zweiten zwei 
Silbermunzen, im dritten eine ( iold- und eine Silhenminze liegen. 

Ich babe blindlings eine Gnldmunze ergriflen und frage nach 

der Wahrscheinliehkeit tc u daB die zweite Miinze desseilxui Beutels 
gleiclifalls eine Goldmiinze sei. 

Dies fin dot nur dann statt, wenn die zuerst gczogene Miinze 

aus dem ersten Beutel stammt. b) s ist bier 

P-- «, J\ p, r :) 

Pi e />., 0, /»., . i, 

und folglieh 


* r i 


Nach dem also eine Goldmihr/.e gezogen ist, ist es wahrschein- 
licher, daB in demselben .Beutel nor.li rino zweite Goldmiinze zu 
finden ist. 


6. Es ergibt sich hieraus ein Uesultat, was auf den ersten Blick 
befremdet, wie wold es richtig ist. 

Nehmen wir an, im ersten Beutel sei nur eine Kugel und zwar 
eine sehwarze, im zweiten sei eine sehwarze Kugel u liter einer sehr 
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groBen Zahl yon anderen. Die Wahrscheinlichkeit, aus dem ersten 
Beutel eine schwarze Kugel zu ziehen, ist Bier der GewiBheit gleich,' 
also ist jPjl = 1 zu setzen, wahrend p 2 einen verschwindend kleiuen 
Wert hat. Ist N die Gesamtzahl der Kugeln, so ist 



Pi = 1, 


N—i 

N 

l 


Pi N— 1 > 


P = 


2 

W’ 


und folglich w x = w 2 = Es spricht also hier die gleiche Wahr- 
scheinlichkeit dafiir, daB eine gezogene schwarze Kugel aus dem 
ersten, wie daB sie aus dem zweiten Beutel stamrnt. 


Zehntrr Alisrlmitt. 


Ausgleiclmng der Beobaclitungsfuliler. 


§ ()7. Iteobachtiiii^sfVhlor. 

1. Alles menstdiliehe Wisson und Knmion ist unvollkonmen. 
So auch sind alio Messungen in dor Astronomic, dor Bhysik, der 
Geoolasie, der Teelmik odor \v<> sio sons! vorkommon mbgen, auch 
wenn sie von dem geubtoston und sorgfaHigston Boolmohter mit den 
besten Instrumenton ausgefuhrt sind, niobt absolut gmiau, sondern 
mit groBeren odor kleinoron Fohlorn bohaftot. 

Es ist ein nalie liogondos Mitto], dio IiosuHaio daduroh zu ver- 
bessem, daB man ein und diosolbo Mos. ting niohrmals wiodcrholt, 
vielleicht untcr abgoiindorten Bodiiigungon. l)a, diose vorsohiedenen 
Messungen einer mid dorsolbon Broth* abor niomals gonau lniteinander 
ubereiiLstimmen wordon, s<> winl oin gowis<or mitfleror Wert mit 
Wahrscheinlichkoit als <l<*r riohiigo zu bofraohton soin. Es fragt sich 
aber ; nach welehon Besiohtspunktou man diosen initlloron Wort aus- 
zuwahlon Oder zu bostinnnon hat, und dies** Frag»* zu ldson ist eine 
Aufgabe der WahrsoJioiidhddvoitsroohmnig. 

2. Die Bcobuoldungsiolilor sind von zw«*i vrrsohiedonen Arten. 
Die erste Art bildon die sogonnnnton sv si oma t. iso lien odor auch 
konstanten be filer. Us sind dio I* « *! 1 1 # ‘ r, dm vorzugswoiso in eineni 
bestimmten Sinne wirken, fur dio dahor oino oinfaohe Ersaodie ('§ f>7) 
vorauszusetzen ist. Sio kbtinoit z. B. in oinor fohlorhafton Konstruktion 
dcs MeBinstnnnontes odor in s»*inor AufsfoIIung ihro l rsao.lio haben. 
Man wird sie nach Mogiirhkeit zu onniitoln suolion, indoin man die 
Messung an Objokton ausfiihrt, dor<*n Broth* bcroits andorswoher be- 
kannt ist, wobei sich dann zoigt ? ol> oino Tendon/ der Abwcbclmng 
im einen oder anderen Sinne vorhandon ist. Es ist die erste Anf- 
gabe des Beobachters, diese systematisohen Felder, die sich dor Wahr- 
s cheinlichkeitsr echn un g entziehen, zu ermitteln und iliren Einfiufi 
unschadlich zu maclien. 
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3. Die zweite Art von Fehlern sind die zufalligen. Es liegt 
in dem Begriffe des Zufalls, daB sicli diese Fehler nicht anf einfache 
TJrsachen zuruckfuhren lassen-, von diesen ist anzunehmen, daB sie 
nicht vorwiegend in einem Sinne wirken. Sie werden aber, je nacb 
der Geschicklichkeit nnd Sorgfalt des Beobacliters nnd nacb der Gtite 
des Instrumentes, in engeren oder weiteren Grenzen schwanken. Diese 
zufalligen Fehler sind nun, wie alle Zufallserscheinungen, der Wahr- 
scheinlicbkeitsrecbnung zuganglich. Es ist GauB, dem wir die Be- 
grundung einer Wabrscheinlichkeitstkeorie der Beobacbtungsfebler 
yerdanken, die unter dem Namen der Metbode der kleinsten 
Quadrate bekannt ist. Sie gibt dem recbnenden Naturforscher ein 
sicberes Mittel in die Hand, durcb das er Messungen, die nicbt yoll- 
standig untereinander ubereinstimmen, am besten zur Gewinnung eines 
Mittel wertes miteinander yerbindet, unter der Yoraussetzung, daB 
keine systematiscben Fehler im Spiele sind. Dem Geiste der Wahr- 
scbeinlicbkeitsrechnung entsprechend ist der Nutzen dieser Metbode 
der, daB zwar mdglicberweise im einzelnen Falle ein anderer Wert 
als der mit ihr gefundene der Wahrheit nocb naher kommen kann, 
daB aber im groBen Ganzen, wenn man regelmaflig nacb dieser 
Methode verfahrt, die Abweicbungen yon der Wabrbeit yerscbwindend 
klein sind (entsprechend dem Bernoulliscben Theorem). 

Da bei alien Wahrscheinlichkeitsfragen das subjektive Ermessen, 
Erfabrung und ricbtige Beurteilung unbekannter Umstande eine Rolle 
spielt, so liegt es in der Natur der Sache, daB in diesen Fragen yon 
einem mathematischen Beweise im Sinne der Arithmetik nicbt die 
Rede sein kann. Alle Ableitungen, die zur Begriindung der Methode 
der kleinsten Quadrate gegeben sind, baben keinen anderen Zweck 
als den, die Grande namhaft zu machen, die fiir diese Metbode 
sprecben, und das Gewicht dieser Grande moglichst zu verstarken. 


§ 68. Das aritlonetisclie Mittel. 

1. Jede Messung setzt sicb aus einer Menge undefinierbarer 
Akte unserer Muskeln, unserer Sinnesorgane und unseres Verstandes 
zusammen, deren jeder mit gewissen Feblern bebaftet ist. Dazu 
kommen nocb die zufalligen Fehler, die in dem MeBinstrument, der 
Beschaffenheit der Luft, kurz in der Umgebung ibren Grand baben. 
Alle diese Fehler zusammen haben EinfluB auf das Resultat der 
Messung, und zwar, wenn systematische Fehler ausgeschlossen sind, 
ebenso leicht im einen wie im anderen Sinne. 

Ob wir die moglichen Fehler als stetig annehmen, oder aus 
einer selir groBen aber endlicben Zabl einzelner Elementarfebler 
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zusammengesetzt (lenkcii, das wird nut das Kcsultat oline wessat- 
lichen EinfluB sein. Wenn wir aber die letztere Annahme inachen, 
so konnen wir ein sehr einfaches Bild an die S telle der Messung 
setzen, das die wesentlichen Verlmltnisse jeder Messung mag s i e gic^ 
auf eine Lange, einen Winkel, nine Zeit oiler was iinmer beziehen, 
getreu wiedergibt. 

2. Wir denken uns eine Erne, die sehwarze und weilie Kugeln 
in unbekanntem Verlialtnis enthait, Es soli das Verhiiltnis der Zahl 
der weiBen zn der der soliwarzen , oiler, was aut das.selbe liinaus- 
koinint, zu der Gesaintzalil der Kugeln ennittelt vverden. Zu dieser 
Bestimmung soli uns aber nur das Mittel zu Gehote stelieu, duB wir 
beliebig oft eine Kugel aus der Erne nehmen, winder zuriickwerfen 
und neu durcheinander mischen and dabei die gezogenen weiBen 
Kugeln abziihlen. 

1st wie friiher a die Anzaid der weilbuu tt die Gesaintzalil der 
Kugeln, die in der Urne enthalteii sind, so ist 

O 1 


die gesuchte Zalil, die der zu messenden GroBe entsprieht. Die ein- 
zelnen Ziige entspreeben den Element arak ten einer Messung, und, in 
Gruppen zusaimnongefaBt, den einzehmn Messungen derselben GrdBe. 
Das Verlialtnis — a:v der Zalil der gezogenen weiBen Kugeln zu 
der Gesamtzalil v aller Ziige ist das Result at, der Messung. 

Nach dem Bernoullisrhen Theorem wiiehst die Wahrseheinlieli- 
keit, daB § in einem belirbig gegehenen Inters nil x ,/ und x + J 
liegt, mit der Zalil v ins I’nbegrenzte, und t’olglieh wird bei liin- 
langlicli groBem v dieses Verhiiltnis ein Niilierungswert fur das un- 
bekannte x sein. 

ii. Wenn nun einrnal v Ziige gesrhdien >ind und niehts winter 
bekannt ist, so werde ieii keinrn ti rund liale-n, eh«*r auzunelimen, 
daB x fiber als daB es miter £ lieg{, und ieh werde also bis auf 
weiteres § als den wahrseheinliehsten Wert von x zu hetrachfcen 
haben. Die Wahrseheinliehkeit, daB x mu mehr uU . / von i; ab- 
weicbt, wird inn so kleiner, je grbBer die Zahl v ist. Ieh werde 
daber dem itesultat der Ziihlung, das zu H geiuhrt lmt, ein um so 
groBeres Gewiclit beilegen, je groBer r ist. 

Das Gewiclit einer solehen Messung, vergliehen mit. anderen, die 
sicb nur durcli den Wert von r un terse hr bleu, erliiili damit eine 
MaB zalil p } die wir mit v proportional anuehmen. 

4r. Wir denken uns nun die gauze Ziehung von r Ziigen in 
nacheinander ausgehihrte Teilziehiunren von r. . v.,. r Zii<ren 
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zerlegt nnd jedesmal die Zahl a 2y # 3 , ... der weiBen Ziige be- 
stimmt. Es ist dann 

v — v i + V 2 H - V d + * * *; 
und die Zabl der weiBen Kugeln 

a ~ + #2 + a 3 + * * *• 


Betracbten wir jede der Teilziekungen als das Bild je einer be- 
sonderen Messung, deren Resultate 


h~- 


t _ C 8 


sind, so ist 


und folglick 


a V 1%1 + v 2%2 + r S §3 + * * 


6-3 


il d~ V 2 £2 ~b V Z Is + * 


^+^2 + ^-1 7 

oder, wenn wir die Gewichte p i} p 2 , p 3 , ... einfuhren, 


( 1 ) 


— h ^ ..+ JP*Ss +.; • * 


Pl+P2+P S J t 7 

nnd das ist also der wahrscheinlichste Wert, der dem x als Resultat 
der verschiedenen Messnngen zuzuscbreiben ist. Haben diese Messnngen 
alle das gleiche Gewickt, sind es also Messnngen einer nnd derselben 
GroBe, die nnter unveranderten TJmstanden und mit derselben Sorg- 
falt angestellt sind, so liaben wir == v 2 = v z = • * • zn setzen, und 
wenn wir also die Anzahl der Messungen mit m bezeichnen, so ist 

+ §s + *_ h 

m > 


( 2 ) 


1 = ' 


d. k. der wakrscheinlichste Wert, der sick ans mekreren Messnngen 
derselben GroBe x ergibt, die nnter denselben TJmstanden angestellt 
sind, ist das arithmetische Mittel (Dnrckscknittswert) aus den 
einzelnen Ergebnissen. Dies ist das Prinzip des arithmetiscken 
Mitt els, das sich also aus dem yon uns gewaklten Bilde okne 
weiteres ergibt. 

Sind irgend welcke Umstande vorkanden, die der einen Beoback- 
tung einen V orzug vor der anderen geben, so werden wir den Be- 
obachtungen Yersckiedene Gewichte beilegen und die Form el (1) statt 
der Form el (2) anwenden. Das Gewicht p der Gesamtheit der Beobach- 
tungen ist die Sum me der Gewichte der einzelnen Beobachtungen. 

(3) p = +J9j + • • .. 

Fur die Schatzung der Gewichte lassen sick aber keine allgemeinen 

» OA’D I n rm/vonon 
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§ 69. Der mittlere Wert oilier Beohachiuu^si^ihe. 

1. Wen n sich in einer groBeren /ahl von Messungon, die gj^ 

auf eine und dieselbe (ini Be j' beziehen mid die Werte g 

ergeben haben, eine vorfindef, die weit nits deni Bereirhe der tibrigen 
hinausfallt, so kann del* Verdueht vorliegvn, daB bei dieser ein gan z 
besonderer Umstand eineu auBergewblmlirh groikn Felder herbei- 
gefiilirt hat, der den Wert dieser Beohaehtmnr ganz aufhebt; um e i u 
grobes Beispiel in unserem Bible anziduhrmi, daB man si eh etwa bei 
der Feststellung der Zahl der weibeii Kugvlu ver/jihlt italic. 2i ne 
solche Beobachtamg mtiUie dann bei *1 *m* I-Vststidhmg den Wertes, den 
mail fur x zu nehmen hat, auBer Betraelit bledien, da s i*> m )er ^ 
wahren Wert dieser BrbBe a leu » In t uiehts lehren kbunte. 

Die Frage aber, welehe Bren/.** dor Aburirhung von den mitt- 
leren Werten eiiien solrhen \ erdaehf innlsie- begnimiet, von wo an 
man also eine, sobdte irrvgulmv Beidembtung an /imehalien hat, lafJt 
sich wieder nicht naeh allgeiimiuon Prin/ijoeM beaut wurten und muB 
der Brfahrung und dem 1 aktg.t mi d«*- Be. bm.'hfeis tiberlassen 
bleiben. 

Man win! viei e.nem A Mate am \\ dlkar aus/usehlioBen 

und ihn vor der BVfahr zu -mat /»"•, u J.; i*twa eine vorgefaBte 
Moinung fiber das zu ♦truariemb* lb* bau aum-vt ab* EitiiluB gewinne, 
die Vorsrhrift gehem aiie BenUmbt uag»*a : nee mm ib**/eln d<*r Walir- 
scbeinlichkeitsreelnmtur zu i i«* < ■ e ?! uao am* auszusehalten. 
Dem erfahrenen I' nrxdo r mud «•>» a «»•** A<'* ; n -u * * ! »*j % bier in 
jedetn besonderen {alb* iui« * 1* o»* a m \\ * * n *-■ : e ::t * louden. 

2. KinigennaLien u iru ■ !.>• * lb • imam? imtragen bei 

einer zweiten Method**, an * . *■ lb: • -a I ’•••.,<, ;t ,-htungen den 
wahrsehe.iulirhsbm \\ ert <e r . • • m ?■ A- an a* mm, die von 

Diriedi let iheuivtisejj out.-- ;• ; 

Wenn man sirh umiAom a ;* • ... *■ e! Ami.!, fur die Ver- 

bindung der Benbnehtu- > ui o> . a >• a * a iomd*-„ von dem 

Ergebnisse der Beobaeh: a - * m ... ■ 1 ■ • . - \ • e- ana u / . sondern, 

was jirinzipiell nehtm j a, A" ... ! ■ ..edit unv.en stdbst 

bei der Art ilmw Wr.o rf nm a. a je- . . n A a • . , *•> aaat man dazu ; 

den Messungen, die \<ei d«*m dn. *a n > a - *-.i*u»-m als minder 

zuverliissig ein g»- ri n^r»* r*^ 1 1 • a. . - . i . » ; * . In weir, hem 

MaBe <lies gestdieloui >uil, barb * ... : .. a. ! e- ; aueh keine all- 

1) He.m»‘rk’uiiL r * ii a»'i' ** »■ v.» • a a •?, angen zur Be- 

stimirmntr unheloimitrr K.«a:e :,u . * V, - : ■ r 11. S. «‘M7. 
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gemeine Regel angeben. Eine Art aber ; wie dies gescbeben kann ; 
ist die folgende: 

Angenommen, es sei eine nngerade Anzabl 2 m — 1 yon Messnngen 
einer unbekannten GroBe x angestellt. Wir ordnen die Resultate 
der Messungen der GroBe nacb 

^2> • * •; $2m- 1 

und nebmen fur x den mittelsten dieser Werte 

X = L- 

Man siebt, daB bei dieser Bestimmung der Wert von x nicbt ver- 
andert wird, wenn etwa einer der auBersten Werte oder % 2m -i von 
den iibrigen weiter abweicbt, wabrend das aritbmetiscbe Mittel dabei 
in demselben Sinne verschoben wird. 

Man gelangt zu dieser Regel durcb Anwendung des Prinzips 
vom aritbmetiscben Mittel, wenn man der mittelsten Beobaebtung 
ein beliebiges Gewicbt, das gleicb 1 genommen werden 
kann, zuscbreibt und die Gewicbte der iibrigen mit ibrem 
Abstand vom Mittel umgekebrt proportional annimmt. 

Urn dann die Formel § 68, (1) anzuwenden, baben wir die Ge- 
wichte so zu bestimmen, daB 


Pi “ 
Pm + 1 “ ' 


2 


Pa 


2 


: ’ Pm + 2 t __t 

»m 4- 1 »//* -1- 2 

Pm ^ 


<1 


71 " > 

— 1 


*? Pm — l 

j * * *? Psm -l “ J ™“F~ > 
b 2m-l 


wird, wenn q ein beliebiger Faktor ist. 

Es ist dann 

Prtr = Prln ~ S; WeilU T < * n > 
pX = pX + <b wenn r > m, 

Pm Pm ^ m * 

Da nun ebenso viele r liber m wie unter m liegen, so ergibt 
sicb durcb Addition aller dieser Ausdriicke 


Pi ii + Pa la + jPs.|s _ £ 

Pi +P2+VS+--- m ‘ 

Das Entsprecbende fiir eine gerade Zahl von Beobacbtnngen 
wiirde sein, daB man das aritbmetische Mittel zwischen den 
zwei mittelsten Werten annimmt. 




WahrscheinlichkeitHreclniuuir. 



§ 70. Wahrselieinlichcr Kohler. j 

1. Werux eine unbekannte UroBc ./• (lurch Messuugen und I 

Beobachtungen irgend welcber Art brstirnint ist. und dafiir ein ge- 
naherter Wert g, gefunden ist, so we rile ich Ids auf weiteres diesen 
Wert fur den wahrscheinliehsten Wert von x haltm miissen. | 

Wenn aber auf anderen Wegen odor (lurch neue Messuugen fiir die- 
selbe GrriiBe x andere Werte g„, g ;1 , ... gefunden sind, so ist es nock 
ungewiB, welcber Wert fur den wahrscheinliehsten zu halten ist. [ 

Icb werde, um die Kegel des urithmetischen Mittels anwenden 
zn konnen, jedem dieser Werte £.„ ... ein gewisses Gewicht j 

Pu V 2 , lh> beilegen miissen, und dann das Mittel 

fc /'l £( '! /'s£» I /'n t.n : I 

* /' I -r /'s ' ! • I 

I; 

fur den wahrscheinliehsten Wert halten. | 

Soli dieser Wert £ wieder m it. andenveitigeji Bestimmungeu von x } 
verbunden werden, so win! ilnn das Gewieht j 

P Pi i Pv : Pv. : ' * * I 

beizulegen sein. j; 

2. Die Schwimgkoifc hesteht mm imumr in dor riohfigen Ab- ! 

schiitzung des Gevviehtes, die bei den kompliziertm \ orgiingeu oinc*r ; 

messendcn Beobaehtung nielli auf genam* mat hemat isohe Grundsiitze 
znruckgefulirt warden kann. j 

Um aber trotzdem v . u einem heMinimfen Verfahren zu gelungen, • 
miissen wir eine Ifypnthese mar lam, 

Bei jeder Beobaelifung t win!, womi man i« ■ wir sich, nlino 
Riieksieht auf die tibrigen, bet raehtet, rail* geu is »• \\ ahrsoheinlirhkeib 
dafiir vorhanden Hein, dab ihr Fehler dem absoluten Werte naeli 
einen gegebenen posit iven Wort nirltt lii-m* cbroitot Kino absolute 
Genauigkeit hat eine vorsdiu indrud kloino \\ abr oheinliohkeif, wiibnmd 
es andererseits sieher ist, also die W 'nhrselndnliehkrit „Kins“ bat, dab 
der Fehler zwisehen Null und l nendheli imgt Ks mub also cine 
bestimmte Grime r gehen, b«*i dor ti i» * Waiiiv.i'brinliolikoif , dab der 
Fehler darunter liegt, I f ist, und es bat dann die gloiche 
Wahrscheinliehkei t, dab dor absolute Wert des Kelilers 
unter r liegt ; wie dab or da ruber ho. *„ r t. Dion* Grbbe r 
lieifit der wahrscheinliehe Fehler dor IWnhar h< ung 

Man kann die Definition von r aurh so ausdriieken: Ks ist 1 
gegen 1 zu wetten, dab der Fehler unter /* liegt. 

Je znvfi'rl:i.s«io , i»r /li*. \\ 1. •> -• U ♦ 5 1 ’ ’ ‘ ' 
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wird ikr wakrsckeinlicker Fekler sein und dieser kann daker 
als MaB fur die Genauigkeit der Beobacktung dienen. 


3. Man wird in einer Beobacbtungsreihe einer Beobaclitung ein 
um so groBeres Gewiekt einraumen, je kleiner der wakrsckeinlicke 
Fehler ist, und uber diesen Zusammenkang, der sick aus allgemeinen 
Griinden nickt exakt bestimmen laBt, muB eine Annakme gemackt 
werden. 

Das Nackstliegende ware wokl, daB man das Gewiekt dem wahr- 
sckeinlicken Fekler umgekekrt proportional setzt.. Diese Annakme 
ist aber nach dem Urteile erfakrener Forscker wie GauB, Laplace 
nickt als die beste anzuseken, sondern das Gewiekt einer Beoback- 
tung nimmt in einem starkeren Yerhaltnisse ab. Man kat einer 
Beobacktung, die den doppelten wakrscheinlicken Fekler kat, wie 
eine andere, weniger als die Halfte des Gewicktes der ersten bei- 
zulegen, und die Annahme, die allgemein gemackt wird, ist die, daB 
das Gewiekt umgekekrt proportional mit dem Quadrate des 
wakrsekeinlieken Fehlers ist. 

Das Gewiekt ist eine Yerkaltniszakl, die nur einen Sinn kat, 
wenn es sick darum kandelt, mekrere Beobaektungen miteinander in 
Yerbindung zu setzen, und es kann nack Belieben einer dieser 
Beobaektungen das Gewiekt 1 beigelegt oder auck eine andere Ein- 
keit gewaklt werden. Der wakrscheinlicke Fekler dagegen ist in 
denselben Einkeiten ausgedriickt, wie die zu messende GroBe selbst. 
Wir konnen demnack auck, indem wir Liber die Einkeit des Gewicktes 
verfugen, mit p das Gewiekt, mit r die wahrscheinlicken Fekler be- 
zeicknen, 


setzen. 


P 


4. Wenn eine Reike von Bestimmungen § 2 , | 3 , ... einer 
und derselben GroBe x vorliegt mit den Gewickten p lf p 2y p S7 ... 
und den wakrsekeinlieken Feklern r l9 r 2 , r 3 , . . ., so erkalt man 
daraus nack Nr. 1 ein Mittel §, dessen Gewiekt = p x + p 2 + p 3 + * • ■ 
ist. Fur den wakrsekeinlieken Fekler r dieses Wertes % erkalt man 
1 : '\/p und daraus 



§ 71. Messung von Vielfachen einer Unbekannten. 

1. Wir kaben friiker den Fall betracktet, daB eine unbekannte 
GroBe x mekrmals direkt gemessen sei, und kaben die Bestimmung 
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§ 71. 


erkannt. Wir betraeliten jetzt emeu etvyas allgtmicineren Fall, dafi 
nicbt x selbst, sondern verscliiedene YiUfaelie von x 


( 1 ) 


a 1 %, <ux, <t,.x, . . . 


cemessen saian, uud dab diti AI assu n u'oi i die \\ cite 
© 

(2) $I> *»’ • • • 

ergeben baben. Hierin sullen die a u a :u • * • g^gebene positive 
Zablen sein. Aus diesen Messungen erhiilt man die Werte von x 


die, wenn die Messungen absolut genau wiiren, alle miteinander idea- 
tiscb sein miifiten, wegon der Booharhtungsfehler a, her voneinander 
abweicben werden. Ids ist die I* rage, welehen Wert iiir x wir fur 
den wahrselieinlidbsten zu halten haben. 


2. Diese Aufgabe ist dumb das arithmef iselie Mittel gelost, 
wenn die Gewichte 

(4) /*i, !';> • • • 

der einzelnen Bestinmiungen (B) bekanni sind; denn dann ist der 
wahrsclieinliehste Wert von ./• 


( 5 ) 


P\ £| 

ft t 1 '*■. " 


mid das Gewielit dieser Bestimmuug bei ctuaiger woiterer Komhi- 
nation mit anderen Messungen ist 


(6) l> /», !<:■ I'.. ' • ■ 

3. Nelmien wir an, dab dir Mes-migen « B ■ alle denselben 

Grad von Zu verliiss igkeii haben, mi uinl iimeii alien der gieiche 

wahrscbeinliebe Kohler o /.u/.usrhreiben sein. I>er daraus ab- 

geleitete Wort Hj/n, hat dann utnw nur den u aimeheiulirlteu Fabler 
g/<i l7 und donmao.Ii sind die ualirsriieinliehrn Kehler der Bestim- 

inungen (3) 

0 ij i> 

f/j ' a.. *». 

und nach der in £? 7u, 3. geinaelitew An nab me l’i I >« * r den Zusaninien- 
bang zwisclien Gewieht uud walirselieiidiehem Kidder haben wir 
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10. Ausgleichung der Beobaclitungsfekler. 


zu setzen und finden nach (5) 

t ___ #1 §i ~h ftg i g H~ a 3 £3 ~t~ • • • 
a i 2 "f a 2 2 + a $ 2 H — ; 

wofiir wir auch abgekiirzt 
( 8 ) 


= j'gj i 

2 a,* 

sckreiben konnen. . Das Gewicht dieser Bestimmung ist 
v == ^i 2 H - ^a 2 + ^s 2 H 

1 ' ~ Q* ’ 

und folglick ihr wahrscheinlicher Fehler 


}/ a, 2 + «2 2 + a s 2 H — 


§ 72. Kleinste Summe der Felilerquadrate. 

1. Wenn die XJnbekannte x genau bekannt ware, so waren auch 
die Fehler der Messungen § 3 , £ 3 , ... bekannt, namlieh 

== (lj X ; A? === ^2 ^ ^2 ? -Aj == ^3 ^ ^3 ; • • • j 

wenn wir eine zu kleine GroBe als mit einem positiven, eine zu 
groBe als mit einem negativen Fehler behaftet annekmen. 

2. Nun ist aber x nicht genau bekannt, und also sind es auch 
nicht die Fehler. Der fur uns wahrscheinlichste Wert von x ist 
aber % (§ 71, (5)), und folglich sind 

z/j. = ( 'h £ ^1? ^2 = ^2; A — ^3; • • • 

bis zu einer genaueren Kenntnis von x die wahrscheinlicksten 
Werte der Fehler IJ l7 IX , l) ?t , ... (Hier ist der wahrscheinlichste 
Wert eines Fehlers wohl zu unterscheiden von deni wahrscheinlichen 
Fehler, der in § 70 ; 2. definiert ist.) 

3. Zur Beurteilung der Zuverlassigkeit einer Bestimmung ist 
von Wichtigkeit die Summe der Fehlerquadrate 

Q = A 2 + A 2 + A 2 + ' * ‘ > 

auf deren Wert positive und negative Fehler gleickmaBig einwirken. 
Diese Summe hat immer einen positiven Wert, und sie ware nur 
dann gleich Null, wenn alle Messungen ganz exakt waren. Q ist 

± 1 J 1 /v» t. s-. U nlrn -i-> -y. 4- i o 4- IV r\VI TIToIt**- 
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§ 73 . 


scheinlichsten Wert JR von Q orhalton wir alter, wenn wir den wabr- 
scbeinlichsten Wert von x einfiihnm, niinilieli 

it « A* + A" ■■■ - >■/ + • 

4. Wir beweisen nun den Sat/.: 

Unter alien m»*rl icin' n Annahmen, die man iiber 
den Wert von x xnachen kann, ^ibf $ der Sunnne der 
Feblerquadrate den kleinsten Wert. 

Es ist namlich 

/j) (*/>, : ./,• 

n l (x~- § i ! u, x ; i k’ i , ) , 

trnd wenn wir dieselben Au-uirtieke t'iir A., . /„. //, , ... bilden 

und die Sunnne nelnnen, so foljjt 

Q-ll~(r Sl|v : $3'V 1*3", S, I- 


Es ist aber mich § 71 , < * » 
und folglieli 

I! j 


V 


■ v. 


also immer ]>ositiv (anBer wenn ./ :* i t*, dalmr ist f { ) // und /i 
ist der kloinste unter alien Wrrten. dir fj aimrluuni kann. Wegen 
dieser Eigensrhaft drr Humnie drr Frldrnpiadralr t’iihri dir Methode, 
die wir hi or auHcdnandergeset/.i hubm, rim* IiVihr \nn limlmrliluugen 
am zweakmaliigstnn zur Best -nimning »*inrr Inbrkannien zu verbinden, 
den Namen der Methmlr drr k lei n s t. * * 1 1 < } n a d rat «*. 1 ) 


§ 7 ;k Wahrseheinlicher Felder und mittlrm* Fehler. 

1. Der wahrs(di(*inlirhr Frld«*r o d» t Brulnirht unLrsnblie • 

ist in der Hegel nielli brkannt, und da rum ist. rs au<*h drr wahrsr.hein- 
liche Felder r des FnidrrgvIuiisseH i nirld. Abrr dir Beobarlitungeii 

1) Es ist. ohnc. Zweifel <JnuL>, * i * • r u i > * e M» tinui.- ..ucr.d t-r. .--nuiirti mid an- 
gewandt hat (scit 1 7 1*7 u \ «*roH»*nt li **1 it hat cr abcr it * ■, i**i , piifiT rfwas dtinihcr 
(1809 in der .Theoria iiiotu." crponnu riii'hea mm , i > i in * i « ■ i* Xcii.sehrili Hir 
Astronomic und scit. 1 .S 12 I in imdnvren Ahimmli .iejf*n in <h*n Schriit.cn der 
Gottinger Gesellscliaft der WissenHchat'hm .(ianl', Werk.* Hand 4|, Inzwiselicn 
waren andere Forseher unahhiiugig auf *il.* eihe M.-thmie g.-kommen (Legendre 
180 i> t Adiain in Amorika, IHus.. \ nn hcM»nd»Tcr l >c<icut uicjf sind die t.heo- 
letischen Untersuohuiigen von Lupine** in der Th*Mirir auuistiegic den Proha- 
bilites (in drei Auflagen von isou— is^o 
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selbst geben dann eine gewisse Yermutung fiber die GroBe des wahr- 
scheinlichen Fehlers, ebenso wie die Anzahl der gezogenen weiBen 
Kugeln eine Yermutung iiber das wabre Yerhaltnis der weiBen zu 
den schwarzen Kugeln in der Urne gibt; nnd diese Yermutung wird 
um so besser begriindet sein, je groBer die Zabl der Beobach- 
tungen ist. 

Da wir die wabren Fehler D lf D 2 , -D 3 , ... nicht kennen, setzen 
wir die wabrscbeinlicben z/ 1; z/ 2 , z/ 3 , . . . an ibre Stelle ; nnd es folgt 
nun ans dem Begriffe des wabrscbeinlicben Fehlers q, da B, wenn 
nnr die Anzabl dieser Febler groB genug ist, etwa ebenso viele dem 
absolnten Werte nacb iiber als nnter q liegen. Die bekannten Daten 
sprecben also fur folgende wabrscbeinlicbste Annabme iiber den wahr- 
scheinlichen Febler: 

Man ordne die absolnten Werte der z/ ibrer GroBe 
nach. Ist die Anzabl der z/ eine ungerade, so nebme 
man den mittelsten von ibnen fiir q. Ist aber die An- 
zabl eine gerade, so kann mit gleichem Recbte jeder 
zwiscben den beiden mittelsten A gelegene Wert fiir q 
genommen werden. 

Denn jeder solebe Wert von q bat die Eigenschaft, daB gleicb 
viele z/ iiber ibm. als unter ibm liegen. 

2. AuBer dem wahrsebeinlicben Febler kann znr Cbarakterisiernng 
der Zuverlassigkeit der Beobachtungen irgend einer Art nocb eine 
andere GroBe, der mittlere Fehler m, dienen, den wir so definieren 
konnen: 

Es seien die. Beobacbtnngen in groBer Zabl n ansgefiibrt nnd 
ibre Fehler seien I) l7 J ) 2 , D 3 , . . D n . Dann setze man 

2 _ A: + A 2 + ^!+ll L±*l 

n ; 

also 

V n 

Der mittlere Fehler ist also die Quadratwurzel aus 
dem arithmetischen Mittel der Feblerquadrate. 

Diese Definition gibt allerdings erst bei einer unendlich groBen 
Zabl von Beobacbtnngen einen genaueren Sinn. Man wird aber, 
wenn man nnr eine beschrankte Zabl von Beobacbtnngen bat, ancb 
diesen endlichen Ausdruck als einen Naherungswert von m betracbten 
diirfen nnd wird iiberdies, wenn man die wabren Febler nicbt kennt, 
an deren Stelle sicb mit den wabrscbeinlicbsten begniigen miissen. 
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“ + _A, 2 + 2 -L .... L J^a 


der wabrsebeinlichste Wert des mittleren F P i,u , 
liegenden Beobacbtungsreibe. 1 e llers der vor- 

Der mittlere Felder stebt in noeh direkteren, 7 
mrf der Methode der kleinsten Quadrate, die' nnn J, V‘T imen V 
ckaraktensiereii kann: 111 <in auch 

Der wabrscheiuliebste Wert der n,,k„i 
sich aus einer gegebenen Beobaehtu n<rs roili^ 11 Ute f " der 

1 Sid ‘ *" Wort “If ’■ i “ 

leren i ehlers ergibt. Veifc “ es nutt- 


■ge 

so 


Eme Betrachtung, die nieht ekmentarer Natnr i«f , 
auf eme plausible Annahme sh'itzt, fiihrt duzn le, * ? d S1 '<* 
licbe und der mittlere Felder in einem j ’ duB <ler wabrschein- 
Verbiiltnisse steben: ** ,U !,estlnimt( '« ntmerischen 

P = 0,(i7448<)7 w . 


§ 74. 


^ erallgomwiiwun^ 


-*» **»% «•** «•« 
Reibe von GriJBen, die von diesen C„l . , ' B,,1 H <*«B eine 

abbiingen, gemessen werden und d i " ‘“t >0,i!U!1 ‘ tol ' Weise 

Fall, auf den iibrigens alle anderen i ' mtHlw ,1(jr 
VorMn,, ,, s *H.. m 

Vii nelmien drei Lnbekunnfe « •• ,,,, , , 

w Bneare Yerbindungen ’ ' ’ " v °nius, dafi 

^ x + l, i H ‘I- <\ a ., ./■ ; i . 

mit bekaimten ivoeffizienten a h <■ 

(2) gemessen seen und die Werte 

ergeben haben. ' ’ *' J> ’ ' ' 

Jiese Ausdrtieke (I) hdm™ l "id™''”| ,r!l ' lt """ ''" r daB 

?*’ ■■■ » A) -uiThi' 1, I'" "I'"", ^ »®i*r 


‘ e 2) • - • stat-fc A 


tracliten. 

2. Wenu n 


'1 ; 


So liiiMe man run* L 


i,Ls die gemes.senen (m'dbm zu be- 


3 1St ’ 80 erha,ton drei (ileiehungen 
+ hy -r r . = ; / . j •> •> 
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74 . 


und wir konnen daraus fur x , y y z keme anderen Werte ableiten als 
die, die sick durcb Auflosung dieser drei linearen Gleicbungen nacb 
der Algebra ergeben (Bd. I, § 40 der l teu , § 44 der 2 ten Auflage). 
1st aber n > 3, so sind im allgemeinen diese Glei cbungen nicht mit- 
einander vertraglieb, was davon berriihrt, daB die gemessenen %. mit 
Felilern bebaftet sind. Je drei dieser Gleicbungen geben andere 
Werte fur die TJnbekannten, und es handelt sicb wieder darum, 
welcbe Werte |, rj, £ fur die x, y , z wir nacb den yorliegenden 
Beobacbtnngen fiir die wabrscbeinlicbsten zu balten baben. Wir 
nebmen dabei an, daB die Messungen, durcb die die Werte . . . 

gewonnen sind, alle denselben Grad von Zuverlassigkeit, also denselben 
wabrscbeinlicben Febler baben. 


3. Um zu einem Ansatz zu gelangen, wollen wir einfacb das 
Prinzip, das wir im vorigen Paragraphen fiir einen besonderen Fall 
gewonnen baben, verallgemeinern, d. b. wir wollen |, rj, £ so an- 
nebmen, daB der mittlere Febler, der sicb aus dieser An- 
nabme fiir die Messungen ergibt, so klein als moglicb wird. 

Sind x } y , z die wabren Werte der Unbekannten, so sind die 
wabren Fehler der Messungen 

D t = a t x + h t y + c t z — 

A — a 2 x + hy + V - 


und fiir den mittleren Febler m erbalten wir also 


m* = 


A L> + A> 2 H 


und wenn wir fur x 7 y , z nicbt die wahren, sondern irgend welcbe 
Werte setzen, so nimnit diese Summe immer andere, aber nur positive 
Werte an, unter diesen Werten wird einer der kleinste sein, und 
unsere Hypotbese gebt dahin, daB die Werte x = V ~ ^ 

die diesem kleinsten Werte entsprechen, die wahrsehein- 
1 i c b s t e n seien. 

Die wabrscheinlicbsten Febler sind dann 



A = aj + \ri + — 

(3) 


und 



2 2 4 - Zi , " -f- • • • 4 - 

y n 


ist der Minimalwert der Funktion m 2 . 
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4. Urn dim- Wen, *. ; , u ^ 

D r ■ i>, . /, ~ J -j i, , , 

Wemi «-ir nun {-, ; s .. 

(4) 3 ;/^ ./ /, o. / w 

wire! fiir idle .r, //. ■■ .... ,.t,t , ,i . 

Df—d? fiir / * ,lN1 ' 1 > “ !lu “ afu, ti <ler Diflfe] 

H ! /// “ IV V /; ^ 

also immer positiv und w is, i„ im ,r Kr j;ii,.' r d* „ 

befriedigen W,,,UI «Ieichu ng ( 4) 

«. Di. #lwfflllrIi , llI . r ^^ w! b ' 


§ 75 , 


irenz 




und da sie fiir all- U ,. r(t . , . ’ . ' ’ . 

sie m die drei 0 'lricliung,.!i ’ ‘ " ‘ 1 S,, U, no zorffillt 


( 5 ) 


v. 


•/. H, V, , 


V 


/ ii 


worin nun fiir ,/, dir “ ; ‘ 

Wir fulim i cino uldii'i iv, .a,;,. H .. sm,i 

Cl > e *> //,. //, ipo-nd IV'T* ' v ' r> weM 

w. n * liwiBen ^ 


’Z:J ,n 

(c) v 

! 7 . 0 ;; 

' r ^L- ■ ; 


diV ifilgende 


soiuit Imlx*n wir . { j , T • • 

™ erlmi^n, duivi/ ^ ^ 1 raten 

"’*«■ =■ v-pfiiml™ 

„ , * 7; '- IMOeu. 

iNehmei! wii- an . 

" best “"”'"''. ;t: xt" : *•"* *— •» 

(1) - U! ' oiiangigKcil 

be «t. Es seien ■/,. f! ,, ” 

® 8; H1 WeJck ™ ^110 .ii,' V/i,Vi I!*, "T r ln r r, ‘ rllhvi,1,iii ^ Dr ei- 

( 2 ) _ l,n '- 1 ' di- I- urn, orluilt: 

./ J 4 ,4 
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Es seien n Messungen dieser GroBen x : y, z you gleicbem Ge- 
wicbt ausgefiibrt, die die Resultate 

X l> Vl) ^ 1 ? x 2) } # 2 ? * * •? X n? Vn? 

ergeben haben mogen. 

Die Metbode der kleinsten Quadrate lebrt ; daB der Wert you x 
zu nebmen ist, fur den die Summe der Febler quadrate 

(3) J = A(0 - x { Y + (y- y,) 2 + (* ■ — Z> 2 ) 

so Mein als moglicb wird, aber so, daB dabei die Bedingung (1) er- 
ffllt ist. 

Man kann dieser Aufgabe in folgender Weise eine anscbaulicbe 
geometrische Deutung geben: 

Man betracbte x, y , z als recbtwinklige Koordinaten eines 
Punktes P im Raume. Der gesucbte Punkt P muB dann auf der 
durch die Gleicbung (1) dargestellten Flacbe liegen und dabei die 
GroBe z/ so klein als moglicb macben. Im Falle (2) ist diese Flacbe 
ein gerader Kegel mit dem Koordinatenanfangspunkte als Spitze und 
der 0 -Acbse als Acbse. Die gemessenen GroBen x i9 y i7 z i sind die 
Koordinaten von n Punkten P i? die nicbt genau auf der Flacbe f 
liegen werden. 

Aus (3) erhalten wir 

(4) A = nix 3 + y 3 + z 2 ) — 2x ^x { — — 2s^s t 

+ 2 ( x i 2 + Hi + g T) > 

und wenn wir 

na=^x., nl=^y v nc = J5-z { 

setzen, so sind a , b , c die Koordinaten des Scbwerpunktes s der 
mit gleicben Massen belegten Punkte P.. 

Es wird nacb (4) 

(* - + (y - ty + o» - «) 2 = | - 12 w + y ' + *<*) + « 2 + 62 + ^ 

und da auf der recbten Seite auBer z/ alles gegeben ist, so muB 

(5) (x — a)^ + (y — b) 2 + (z — c ) 2 = r 2 

so klein als moglicb sein. Ist keine Bedingung (1) Yorbanden, so 
ergibt dies ; wie im vorigen Paragrapben, 

x = a, y = b, z = c. 

Ist aber die Bedingung (1) zu beriicksicbtigen, so ist (5) fur 
ein konstantes r die Gleicbung einer Kugel mit s als Mittelpunkt 
und r ist so zu bestimmen, daB diese Kugel die Flacbe f beriibrt. 
Der Berubrungspunkt ist der gesucbte Punkt P. 
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§ 76 . Genaherte Berechimng von Irrationakahlen. 

1. Wir wollen fur die Anwendung der Metkode der kleinsten 
Quadrate ein Beispiel betrackten, das zwar keinen praktischen Wert 
hat, aber dock lehrreich ist, weil sick alle Verhaltnisse klar uber- 
sehen lassen. 

Wenn wir eine beliebige Reihe von Irrationalzalden haben und 
wir ersetzen jede dieser Zahlen durch die zuniiehst gelegene ganze 
Zahl, so begeken wir einen Felder, der positiv oder negativ sein 
kann, deren absoluter Wert niemals groBer als 0,5 ist. Wir kaben 
also kier eine Fehlergrenze, d. k. einen Wert, fiber den kem Fekler 
kinausgeken kann. Innerkalb dieser Grenze nnissen wir aber jeden 
Fekler fur gleick wahrsekeinlieh kalfen, und es wird sich durck- 
scknittlick ebenso oft ereignen, dali ein Fekler fiber, als daB er unter 
0,25 liegt (dem absoluten Werte naek). Der wakrseheinlieke Fekler 
ist also 0,25, und denselben Wert hat in diesem Falle der raittlere 
Fekler. 

2. Dies konnen wir anwenden, uni den wahrseheinlieksten Wert 
des Feklers und damit also einen genaueren N nherungswert einer 
Irrationalzakl x m bemrlmen, wenn wir die. erwfihnten erston. An- 
nakerungen (in ganzen Zaklen) fur eine Keihe von Vielfaehen von x 
kennen. Es seien etwa 

£ t t 

* 

die den Irrationalzalden 

.r, 2./\ six, . . . 

zunachst gelegenen ganzen Zahlen: dann gibt das Verfahren nach 
der Metkocle der kleinsten Quadrate (§ 71) den wahrseJubnlieksten 
Wert | von .r: 

* ' 1 + :i s ’ 

und daraul laBt sick ein Verialiren griinden, hid die Zahl x naherungs- 
weise zu berechnen, also z. B. aueh eine Niilioninixsinethode zur Auf- 
losung numeri seller Gleiekungen. Man wird IVeilieh eine groBe Zahl 
von Gliedern bereeknon iniissen, tun einen einigennaBen genauen 
Wert zu erhalten, und es wird daher diese Meihode wohl kauni in 
der Praxis Anwendung linden. Zur Krliiuterung wollen wir es an- 
wenden auf x = ]/2. 

3. Geken wir z. B. bis zu 22 ]/2, so erhaUen wir fur 

V2, )/8, )/l8, V'A 2, .... 22 | 2 
die Nakerungswerte 
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1, 3, 4, 6, 7, 8, 10, 11, 13, 14, 16, 17, 18, 20, 21, 23, 24, 

25, 27, 28, 30, 31, 

und wir erbalten fur die Zahler yon % 

1 + 2 - 3 + 3 - 4 + -. . + 22.31 = 5371 . 

Der ISTenner ist 

12 + 22 + . . . 4- 22 2 - 3795 

(Bd. I, § 57, 3. der l ten , § 61, 4. der 2 tea Auflage) und daraus ergibt sich 

1 = 1,4155..., 

wahrend der wabre Wert 

x = 1,414 213 562 373 
ist. Gebt man bis 70 ]/2, so erhalt man 

§ = 1,414 15. 


4. Lassen wir die Anzabl der benutzten Yielfacben von x ins 
Unendliche wacbsen, so erbalten wir eine unbegrenzt wacbsende Ge- 
nauigkeit, also eine genau ricbtige Darstellung der Zabl x. Wir 
gelangen so zu einem analytischen Satze, der mit der Wabrscbeinlicb- 
keitsrecbnung nicbts mehr zn tun bat und den wir aucb obne diese 
beweisen konnen. Der Satz lautet so: 

Bezeicbnen wir allgemein mit E(x) die ganze Zabl, die der 
positiven irrationalen Zahl x so nahe als moglicb kommt, und ist x 
eine gegebene positive irrationale Zabl, so ist x der Grenzwert des 
Bruches 

j E(x) 4~ %E{2x) -\-&E(3x) + • — b nE(nx) 

1 * 4 - 2 * + 8 *+ b n 2 


fur ein unendlicb wacbsendes n. 

Setzen wir far h = 1, 2, 3, . . ., n 


E(lcx) = lex 4~ £ n y 


so liegt nacb der Definition von EQex) die Zabl s k zwiseben 
und 4- \y und es wird also 


worm 


Es ist also 


Eh E {lex) 
Eh 2 


= x 4“ Q, 


Q 


Ehs k 

Eh 2 


1 _ Eh_ 1 Eh 

2 Eh 2 < ^ < 2 Eh 2 ’ 


X 


und darin ist 
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«(«+!) 


Jp = 1 + 2 + 3 H + n - 

1 3 + 2 2 + 3 2 + • • • + n-= 0 

also ist (Bd. I, § 56, 57 der l tc ", § 61, 62 der 2 tcu Auflage) 


>t ()i -f- 1 ) (2 u ~|- 1 J 


3 


2(2 n + 1 ) 


V Q i) ( Y> 


3 


(2 H + 1) ? 


und man sieht also, daB q unter jede Grenze herun torsi nkt, wenn 
n iiber alle Grenzen wachst. 

Ubrigens wiirde sieh dasselbe Iiesultat ergeben, worm wir andere 
Multiplikatoren nehrnen als die, die uns die Wahrsdieinlichkeits- 
recbnung geliefert hat. In der Tat ist, wenn j) eine beliebigc positive 
ganze Zahl ist, x ebenso gut der Grenzwert von 

2k*' 1 K{k.r } 

2k v 


Infolge der versehiedenen Vorzeirhen der t k wird aber die GroBe q 
noch starker abnehmen, als die obige Grenzbestinnnung angibt, und 
in dieser Beziehung ist also naeh der Wahrsrheinliehkeitsrechnung 
der Exponent j) = 2 der giinstigste. 

Fur p = 1 z. B. gibt unset* Beispiel den Wert 1,4110, was von 
dem wahren Werte mehr, und zwar naeh der entgegiingt^etzten Seite, 
abweicht. 


FtlNFTES BTJCH. 

GRAPHIK. 



Elfter Abschnitt. 


Parallelprojektion auf eine Tafel. 


§ 77. Aufgabe und Methode der darstellenden Geometrie. 
Zentral- und Parallelprojektion. 

1. Die darstellende Geometrie stellt sich die Aufgabe, raumliche 
Eiguren so auf eine Ebene, die Bildebene, abzubilden, daB i. a. 
den Punkten jeder Geraden des Raumes im Bilde wiederum Punkte 
einer Geraden entsprechen. Diese Abbildung wird durcb Projek- 
tion bewirkt, d. h. man nimmt auBerhalb der Bildebene rj nocb 
einen festen Punkt 0 , das Projektionszentrum, an, das aucb in 
irgend einer Ricktung im Unendlichen liegen kann, und weist jedem 
Punkte P des Raumes den Punkt P' der Bildebene als Bild zu, 
der mit 0 und P in einer Geraden liegt. Diese Gerade OP , die 
das Projektionszentrum mit dem darzustellenden Punkte P yerbindet ; 
heiBt der Projektionsstrahl yon P. 

Fallt P mit 0 zusammen ; so wird der Projektions- 
strahl unbestimmt, und mit ihm das Bild des Projektions- 
zentrums. 

Jeder Strakl durch das Projektionszentrum projiziei't die unend- 
lich vielen Punkte, die auf ihm liegen; alien diesen Punkten ent- 
spricht also ein und derselbe Bildpunkt, namlich der Schnitt- oder 
Spur punkt des Projektionsstrahls mit der Bildebene. Jedem 
Punkte Q' der Bildebene entsprechen also umgekehrt im 
Raume die unendlich yielen Punkte der Geraden 0 (/ als 
Originale, deren Bild Q' ist. 

2. DaB die Abbildung des Raumes auf eine Ebene nicht ein- 
deutig sein kann, lieB sich voraussehen. Denn schreibt man einer 
Geraden oo yiel Punkte zu, so hat eine Ebene deren oo • oo = oo 2 y 
da man sie in den oo yielen Geraden dieser Ebene unterbringen 
kann, die auf einer Geraden dieser Ebene senkrecht stehen; der 
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Raum liat daiin oo 1 2 • oo = co a Punkte, die etwa (lurch die oo 
Yielen Normalebenen einer Geraden ersehopft warden konnen. Folg- 
lich muB bei der Abbildung der oo : > Punlcte des Ratlines auf die 
oo 2 Punkte einer Ebene jeder Punkt dieser Ebene oo viel Raum- 
punkte reprasentieren. Die darstellende Geometric, so wie sie 
wenigstens zurzeit ausgebildet ist, erfullt nun diese Forderung 
in der Weise, daB die oo yielen Punkte, von denen ein be- 
liebiger Punkt P f der Bildebene das Bild ist, den (lurch 
diesen Punkt gekenden Projektionsstrahl erftillen. 

3. Die Projektionsstrahlen sind ubrigens die oinzigen 
Geraden des Raumes, deren Abbildung je auf einen Punkt 
zusamxnenschrumpft. Denn verbindet man 0 mifc den Punkten 
einer nicht durch 0 gelienden Geraden p 7 so liegen diese Strahlen 
in der durch 0 und p festgelegten Ebene, die die Bildebene auf 
alle Palle in einer Geraden dem Bilde von p trifft; auf// liegen 
die Bilder aller Punkte von p. Jede nicht durch das Projektions- 
zentrum gehende Gerade p wird also durch eine Geradep' 
abgebildet, und diese ist zugleieh das Bild jeder der oo 2 Ge- 
raden, die in der durch 0 und p gehenden Ebene (O, p) 
liegen; alle diese Geraden liaben die Ebene (0 7 p) zur „pro- 
jizierenden^ Ebene A ), d. h. die Projektionsstrahlen der Punkte 
jeder dieser Geraden liegen in dieser Ebene. Ganz nllgeniein liiBt 
sich sagen: Eine beliebige Kurve k der Bildebene ist das 
Bild jeder der nnendlich vielen Kurvi-n, die auf dem Pro- 
jektionskegel dieser Kurve I ,* liegen, d. h. auf den Strahlen, die 
das Projektionszentrum mi t <len Punkten von I: verbinden. 

4. Aus der bio Ben Angabe ilires Bildes ist demnach 
eine raumliche Figur nicht eindeutig rek o nsiru ierbar; es 
mxissen vielmekr, um die Beziehung von Bild und Original vdllig 
eindeutig zu machen, noeh andere Angaben liinzul reten, und nach 
der Art dieser Angaben unterscheidet man zahlreiehe Projektious- 
yerfahren, von denen wir nur die praktiseii wiehtigsten werden kennen 
lernen. AuBerdem teilt man die Projekiionen oin in Zentral- und 
Parallelpr oj ekti onen, je naehdem das Pmjektionszenf rum ini End- 
lichen oder im Unendlichen iiegt. Siimtlir.he Iha>)Yktionsmetlioden 
machen Angaben, welclie vor allem die Rekonst rukfion des Projek- 
tionszentrums ermoglichen ; die weeliselseitig e i n d e u t i ge Beziehung 
zwischen Original und Bild wird erreieht entwedor, indent man 


1) Der kiirzere Ausdruck Projektionsobem* ist nicht verfugbar, da er 

vielfach der Bildebene beigelegt wird; statt Projaktionsslrahl muBte man eigent- 
lich, aber nnbequemer, projizierender Strati!* sagen. 
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zwei verschiedene Projektionen desselben Gegenstandes angibt, oder 
die Projektionen dreier in einer Ecke aneinanderstoBender Kanten 
eines zum Yergleicb dienenden Wiirfels. Das erste Yerfahren wird 
bei zentraler Projektion als Photo gramme trie ausgebildet, d. h. als 
Lehre von der Rekonstruktion eines Ranmgebildes aus mehreren 
Photographieen; bei Parallelprojektion ergibt es die verschiedenen 
Zweitafelsysteme. Das zweite Yerfahren liegt den verschiedenen 
axonometrischen Darstellungsweisen zugrunde. 

5. Die Zentralprojektion oder Perspektive gibt die raumlichen 
Gegenstande im wesentlichen so wieder, wie wir sie mit einem starr 
gehaltenen Auge sehen; denn die vom Objekte durch die Pnpille aaf 
die Linse fallenden Sehstrahlen bilden angenahert ein Strahlenbiindel, 
das durch die Linse mit ihren verschieden brechenden Schichten in 
eigen tiimlicher Weise umgewandelt wird ; und zu unserem BewuBtsein 
gelangt schlieBlich das (umgekehrte) Bild, das dieses durch die Linse 
dringende Strahlenbiindel auf der ISTetzhaut entwirft; bringt man nun 
das Sehstrahlenbiindel, bevor es ins Auge dringt, mit einer Glas- 
scheibe zum Schnitt, so erhalt man auf dieser ein Bild des raum- 
lichen Gegenstandes, wie es die Zentralprojektion liefert, und da man 
sich das ins Auge gelangende Strahlenbiindel statt vom Raumgegen- 
stand auch von diesem Bilde ausgehend denken kann, so muB das 
Bild (bei monokularem Sehen) auf das Auge dieselbe geometrische 
Wirkung hervorbringen wie der Gegenstand. Der Yorzug des pro- 
jektiven Bildes ist also die Bildtreue; dagegen fehlt ihm die un- 
mittelbare MaBtreue, d. h. die Gegenstande erscheinen nicht in 
ihren wirldichen GroBenverhaltnissen; ein dem Projektionszentrum, 
z. B. dem sehenden Auge, naher Mensch erscheint groBer als ein 
sehr entferntes Haus. Mittelbar hat natiirlich auch das projektive 
Bild MaBtreue, insofern man namlieh die wirklichen MaBverhaltnisse 
der dargestellten Gegenstande aus den scheinbaren des Bildes in rnehr 
oder minder einfacher Weise rekonstruieren kann. 

6. Charakteristisch fiir die Zentralprojektion ist das Yerhalten 

paralleler Geraden: diese werden nur dann auch im Bilde 
durch parallele Geraden dargestellt, wenn sie zur Bild- 
ebene parallel sind. Denn da die projizierenden Ebenen a und /3 
zweier paralleler Geraden a und 6 den Punkt 0, das Projektions- 
zentrum, gemeinschaftlich haben, so treffen sie sich in einer durch 0 
gehenden Geraden p, die den gemeinschaftlich en unendlich fernen 
Punkt von a und b projiziert, also zu a und b parallel ist; sie trifft 
die Bildebene im Fluchtpunkte, d. h. im Bilde des unendlich 
fernen Punktes von a und b , und dieser liegt selber nur dann im 
TTnAnrlliVTi^n wAnn /n nnf] rln.mif. n, 7) *znr BilrlAkpriA ist. 


7. LaBt man das Projektionszentrum in irgend einer Richtung 
ins Unendliche riieken, so werden die projizierenden Ebenen a und /3 
einander parallel, treffen also die Bildebene in parallelen Geraden' 
Parallele Geraden werden also bei Parallelprojektion immer 
wieder durch parallele Geraden (Iargestellt, falls sie nicbt 
zur Projektionsricbtung parallel sind, wo nacb Nr. 1, 2, 3 die Bilder 
der Geraden in ilire Spurpunkte zusammensdmunpfen. Infolge 
dieser Tatsache hat die Parallelprojektion mehr unmittel- 
bare MaBtreue als die Perspektive und erfullt deshalb vorzugs- 
weise die Anforderung, die der Architekt und Ingenieur an die ebene 
Abbildung raumlicher Gegenstiinde stellen, daB man Winkel und 
Strecken des liaumgegenstandes aus dem Bilde mbglielist leiclit ent- 
nehmen kann. Da die Bilder paralleler Geraden bei Parallelprojektion 
wieder parallele Gerade sind, so isfc jede Parallelprojektion eines 
Parallelogramms wieder ein Parallelogramin, das in eine 
Strecke ausartet, wenn die Ebene desselben zur Projektionsrielitung 
parallel ist. Damns folgt waiter, daB die Parallelprojektionen 
gleicher und gleicli geriehteter Strecken wieder inn gleiche 
und gleicli gerichtete Strecken sind; donn liegen zwei solcher 
Strecken auf verscdiiedeuen Geraden, so best im men ilire Endpunkte 
em Parallelogramin, liegen sie uul derselben Geraden, so bestimmejo. 
sie mit einer dazu parallelen und gleiehen Strecke auf einer anderen 
Geraden zwei Parallelogramme, die allemal als Parallelogramme pro- 
jiziert werden. 

8. Diese Tatsache folgt atioh unmittelbar aus der Almlichkeits- 
lelire und kanu so vorallgeimdnert werden: W enn ein Punkt cine 



Strecke in irgend einem Vcrliilltnisse teilt, so teilt in jeder 
Parallelprojektion das Bild dieses Pun kies das Bild der 



11. Parallelprojektion auf eine Tafel. 


411 


§ 78. 


Strecke in demselben Verhaltnisse; denn aus Figur 195 ent- 
nimmt man, wenn AA'\\BB'\\CC' ist : 

AC: CB = A'C' : C'JB\ 

Bei Zentralprojektion bleibt dagegen das einfacbe Verhaltnis 
zweier Strecken einer Geraden nieht ungeandert, wohl aber das 
Doppelverhaltnis. Sind z. B. (Fig. 196) die- Geraden u nnd u durcb 
ein Strablenbiischel 0 aufeinander perspektiv bezogen, so daB den 
Pnnkten A } B, 0, JD von u die Punkte A B\ C\ JD ' von u ent- 
sprechen, und sind h 7 \ die you 0 auf u und u' gefallten Lote, 
so ist: 

AB AID \AB-h m \AD-h AOB AO D 

BO : DC " iBC-h : \l)C-h BOG 1 * DOC 

\OA • OB sin AOB ^ OA-OD sin AOD 
\OB- OG sin BOO : \ODOC sin DOC 

__ sin AOB % sin A OD sin A' OB' t sin A'OD' 

sin BOG sin DOG sin B'OC' * sin D'OC' 

A'B ' A'D' 

J B'C' : D'C ' 5 

also gilt ganz allgemein der Satz: 

Bei Zentralprojektion bleibt das Doppelverhaltnis 
you Yier Punkten einer Geraden ungeandert. 


§ 78. Sclirage axonometrisclie Parallelprojektion. 

1. Aus den Satzen des § 77, Nr. 7 ; folgt unmittelbar das 
allgemein e KonstruktionsYerfahren der axonometrischen 
Parallelprojektionen. Wir nehmen zunachst an, es sei uns bereits 
gelungen, die drei von einer Ecke 0 ausgehenden Kanten OX, OF, 
OZ eines Wlirfels durch Parallelprojektion auf eine Ebene abzu- 
bilden 1 ), 0*X*, 0*F*, 0*F* seien die Bilder. Es sei der Spezial- 
fall yermieden, daB von den vier Punkten 0* X*, F*, Z * drei in 
gerader Linie liegen. 

Die drei Geraden OX, OF, OZ betrachten wir als Achsen eines 
recbtwinkligen Cartesiscben Koordinatensystems. Um jetzt einen 
beliebigen Punkt P des Raurnes in der vorliegenden Parallel- 
projektion darzustellen, fallen wir von P auf die drei Koordinaten- 


1) Mit 0 wird in diesem Paragraphen, abweichend vom vorigen, der An- 

fangspunkt eines Koordinatensystems bezeichnet; in § 77 war 0 (oculus) das 
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achsen die Lote PP X , PP y , PP,. Dann Kind x =..= Op x) y = OP 
0 = OP, die Koordinaten von P. Es gilt jotzt, auf <)*X* } 0*Y* 0* Z* 
die Bilder P*, Py, P* von. P x , P„, P, m linden. I >uk gesehieht auf 
Grand der Bemerkung, daB nach § 77, S. 

0*P* : 0*X* - OP x : OX, O'P; : O* }'* =. OP y : OP, 

0*P* : O'Z* OP. : OZ 

sein muB, dureh Reduktion der drei Koordinaten x, ;/, g, 

Man zeichnet zu diesem Zweeko OX kin (Fig. 1H7), triigt in 



i‘iK r.u. 



irgend einer R.ichtung die Strecke OX' O' X’ daran, triigt, auf OX 
die Strecke OP x ab und zielit AX'. I»ann hriLit 
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wollen wir die Y ereinfachung vornehmen, dafi die Bild- 
ebene zur #-Achse parallel liegt. D aim ist (Fig. 199) 0*Z*lfcOZ, 
die Reduktion der #-Koordinate fallt also fort. Die Yereinfachte Reduk- 
tion der anderen Koordinaten 
ist dann unmittelbar aus 
Figur 199 ersichtlich, wo 

0*5 = oa = or= oz ist. 

Dieses Verfabren ist neuer- 
dings yon Bey el weiter aus- 
gebildet worden (ygl. Archiy 
fur Math, und Pbys. (2), 4, 

Seite 237.) 

3. Wie man sieht, konunt 

bei diesen auf Koordinaten ge- 
stiitzten Parallelprojektionen, 
die desbalb axonometrische 
genannt werden, alias daranf 
an ; die drei gleicben und auf- 
einander senkrechten Strecken 
OX, OY,OZ in Projektion zu 
setzen und umgekebrt aus ibren Bildern die Strecken zu rekonstruieren. 
Da gilt nun der Pundamentalsatz Yon Poblke 1 ): Drei yon 
einem Punkte 0* ausgebende Strecken 0*X * 0*Y * 0*Z* 

konnen immer als Parallelprojektion eines Systems you 
drei gleicben und aufeinander senkreebten Strecken OX, 
OY \ OZ angeseben werden, wobei hochstens drei der Punkte 
0*, X *, Y*, Z * in einer Geraden liegen diirfen; und zwar gibt 
es im allgemeinen Yier Systeme OXYZ, yon denen 0*X*Y*Z * 
eine Parallelprojektion ist, und die durcb ParallelYerscbiebung in 
der Ricbtung der Projektionsstrahlen nicbt ineinander iibergeben. 

Dieser Satz hat bis jetzt nur tbeoretiscben Wert gebabt, prak- 
tisch ist die Rekonstruktion Yon OXYZ aus 0*X*Y*Z* im all- 
gemeinen Falle zu verwickelt. Wir diirfen daher yon einem Beweise 
abseben und werden uns auf Falle beschranken, die der unmittelbaren 
Behandlung besonders zuganglicb sind. 

4. Die vorangehenden Ausfiibrungen gelten fur jede axono- 
metriscbe Parallelprojektion; ausfuhrlicher wollen wir jetzt das Ver- 
fabren der schragen axonometrisehen Parallelprojektion 
entwickeln. 


1) Vgl. Fr. Schilling, Uber den Pohlkeschen Satz, Ztscbr. f. Math. u. Phys. 
48 (1902'), Seite 487 ff. 
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Das ist eine axonometriseke Parallelprojektion, deren Projektions- 
strahlen gegen die Bildekene sekrag, nicht senkreeht stehen und deren 
Bildebene zu zwei Koordinatenaclisen, etwa- zur x- und zur s-Ackse, 
parallel ist. Das Ergebnis dieser Projektion heiBe kurz ein Schrag- 
bild. Im Sckragbilde ersclieinen duller alle zur x- und zur 
#-Achse parallelen Strecken in ihrer waiiren (Jrolio, nur die 

H tree. ken in der Ricbtung 
der ?/- Aeh s <* siud in dem- 
selben \ erluiltnisse ver- 
kiirzt oder vorliingert. 1 ) 

Die Figtu* lSW geht jetzt in 
Figur 200 tiber, wo <)*X**=* OX, 

o*x* ox, <n>; 

au f 0*X* ist uach unten ( )*Y 0 
*=-■■■01) 01*" if abgetragen, und 
dureh Pi! ist, p;;p; p.p ge ~ 
zogen. Dadureh ist. P* hestimmt. 
Fine andere Konstruktion des 
Punkfes V * geht von O* P* x 
aus, erridilet. P* t .P” ;,.P*P$^y 
und zielit (lurch P* zu ()*Y* 
mid (lurch P" zu )’* Y" die Pu- 
rallelen, diese Ircllen sieh in 

p;. Dunn ist p*p; n p;p;. 

Durek Angabe von 0* 9 Y*, V 0 ist also das Vorfahrcn test- 
gelegt. 

5. Diese Ableitung d<;s fSehragbildes fiihrt zwar umniftelbar zum 
Meehanismus der Konstruktion, ist abcr geometriseh zu wcnig an- 
schaulick. Um einen tiefcrcn Finblick in die Bedeutung der Ililfs- 
linien dieser Konstruktion zu bekonimen, maelien wir uns zuniiehst 
die Tatsache znnutze, daB die Parallelprojektion nines Oegon- 
standes sick nicht andert, wciin man die Bildebene parallel 
zu sick selbst versckiebt. Wir dfirfen duller die Bildebene mit 
der ##-Ebene einfach zusammenfallen iassen. Die Bilder der Punkte 
dieser Ebene sind daker mit iliren Originalen idenfisrh, werden also 
ebenso bezeichnet. Dagegen sollnn die Scliriigbilder aller an deren 
Raumpnnkto von nun an die Marke .s erhalteu (Fig. 2< ) 1 ). Der FuB~ 
punkt des von P auf die a’s-Ebene gefiillten Dotes, die () rthogonal- 
projektion von P, heiBe P", der FuBpunkt. des Dotes von P auf 
die a^-Ebene wird, etwas inn stii rid lick, abcr der i’herein.stiminung 

1) Man wahlt die Projoktionsrichtung 1 in der Kegel so, daft keino Ver- 
langerung eintritt; vgl. Anm. aid* Seit-e 412 . 




Z* 
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mit dem folgenden Abschnitte wegen, mit P r bezeichnet, sein 
Schragbild mit P/; ebenso sei P'" der FuBpunkt des Lotes von P 
auf die ^y-Ebene, P'" sein Bild. In der Figur ist OY' die wahre 
Lange von OY s ; ferner OP x = x, P x P'=y und senkrecbt auf der 
^-Aclise, P'P;\\Y'Y S , P x P;\\OY s , P s 'P s #P x P" = s. 

Wie man sieht, kann jeder Punkt mittels seiner Koordinaten 
bildlich dargestellt werden, wenn nur die eine, auf der Bildebene 
senkrechte Strecke OY dargestellt ist. Da ist nun klar, da£ je 
nach der Wabl der Projektionsrichtung jeder beliebige 
Punkt Y s der Bildebene als Projektion von Y auftreten 
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kann, man braucbt nach. willkiir- 
licber Annabme von Y $ nur YY S 
zur Projektionsrichtung zu machen. 
Das ist der wesentliche Inhalt 
des Pohlkeschen Satzes im vorliegenden Falle. Wir geben uns die 
Projektionsrichtung Z, die nur nicht gerade auf der Bildebene 
senkrecht stehen soli, durch ihre kleinste Neigung cd zur Bild- 
ebene und durch die Orthogonalprojektion Z" eines Projek- 
tionsstrahls l ; diese wird erhalten, wenn man alle Punkte von Z 
senkrecht auf die Bildebene projiziert, und co ist der kleinste 
Winkel zwischen Z und l". Die Orthogonalprojektionen aller 
Projektionsstrahlen sind zueinander parallel, also auch 
parallel zu l". Das Schragbild der auf der Bildebene senk- 
rechten Geraden ist zu l" parallel. Um jetzt OY zu projizieren, 
ziehen wir durch 0 die Parallele y s zu Z" (siehe Fig. 202), errichten 
in 0 auf ihr das Lot OY° = OY und ziehen durch Y° die Parallele 
zum freien Schenkel Z° des irgendwo an Z" angetragenen Winkels cd; 
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sie trifft y s in Y,. Die Figur 202 lost zugleich aucli die Aufgabe, | 

aus der Lange OF und der Projektion OY a von OY die Pro- ! 

jektionsrichtung zu rekonstruieren. f 

6. Jetzt konnen wir mis vom Koordinatensystem ganz [' 

frei machen, denn da OY jedes beliebige Lot auf der Bildebene j 

sein kann, so kann das Verfaliren der Figur 202 auf jeden Punkt Y f 

angewandt werden. Sei also P ein beliebiger Punkt vor der Bild- [ 

ebene und P" seine Ortkogonalprojektion auf die Bildebene. } 

Wir ziehen dann durck P" die Paralleled zur IJiehtung /" und er- \ 

kalten so einen geometrisehen Ort filr das Bild P a von P. Auf f 

dieser Geraden errickten wir in P" das Lot P"P* =~ y und ziehen j 

dann durck P° die Parallele zu P; sie trifft die erste Parallele in P 

In Figur 202 konnte der Punkt 0 7 als Orthogoualprojektion von Y 
aufgefaBt, auck mit Y' bezeiclmet werden. Htiinde die Projektions- 
ricktung des Sckragbildes 7 was wir ausgesehlossen batten, auf der 
Bildebene senkrecht, so ware P s mit P" identiseh. Zeiehnet man in ( 
Figur 202 znr Erholmng der Plastik wilder das Koordinatensystem 
ein, so ist P"P T OY x1 P"P r steht senkrerht auf der x Aehse, und 
es ist P S P' It P"P r . — Figur 202 zeigt aue.h die Darstellung eincs 
Punktes Q , der hinter der Bildebene liegt, und zwar haben wir Q 
zu P hinsichtlich der ’Bildebene syminetriseh angenommen. Ba 
im Unterrichte als Bildebene die Wandtafel benuizt zu werden pflegt, 
so wircl der senkreckte Abstand eines Punktes von der Bildebene als 
Tafelabstand bezeiclmet. Wir konnen nun me hr also einen 
Punkt P aus seiner Orthogonal p rojek ti o n /*' und seinem 
Tafelabstande PP' darstellen; der Tafe I abstand eines Punktes 
ist seine Ordinate //. 

7. W r olltc man in dieser Weise eine aus eincr grbBeren Zahl 
bestimmender Punkte zusaminengesetzte Figur darstellen, so wiire das 
Yerfakren immer nock umstiindlich genug. Man konnte sick da in 
der Weise helfen, wie es in der Praxis olt gesdiiehl, daB man (durck 
passende Wakl der Projektionsrie.htung ) dem Yerhiilt nisse des wahren 
Tafelabstandes PP" zum selieinbaren I\P” einen bequem zu kon- 
struierenden Wert gibt, z. B. den Wert Denn da 

PP" :P S P" - P*P" : P 3 P n tgm 

nur von dem Winkel co abhangt, so ist dieses IJ.edu ktions- 
verkaltnis r zwisclien dem wahren und dem selieinbaren 
Tafelabstande fur alle Punkte dasselbe, und wenu man etwa 

} genommen hat ; so hat man einfach P"P. parallel zu f und 
gleich ry = r • PP" ~ JPP" anzutragen, was besonders dann von 
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Nutzen sein wird, wenn alle Abstande in irgend einem MaBstabe 
gemessen werden ; was jedocb im folgenden nicbt vorausgesetzt 
werden soil. 

8. Bei der Darstellung. yob Gegenstanden der Arcbitektur und 
Tecbnik sind baufig die Ortbogonalprojektionen der wichtigeren Punkte 
anf eine Horizontalebene, im vorliegenden Falle also etwa auf 
die #?/-Ebene, gegeben. Um diese Proj ektion, den GrundriB, zu 
verwerten, stellen wir uns die allgem einere Aufgabe, von einer 
geradlinigen Figur der xy- Ebene, etwa einem Quadrat, ein 
Scbragbild zu entwerfen. Zur Erbobung der Anscbaulicbkeit 
nebmen wir in der xy - Ebene 
eine Gerade u\\x an, welcbe die 
2 / -Acbse in Y treffe, und fugen 
nocb eine Parallele w zur 
y- Acbse so binzu, dafi das dar- 
zustellende Quadrat von clem 
aus x, y , w gebildeten 
Recbteck eingescblossen wird. 

Dann stellen wir zuerst Y dar 
(Fig. 203) und legen u s durcb 
Y s parallel zu x. 1st T der 
Schnittpunkt von w mit x, so ^ 

geht w a durcb T parallel zu 
OY s . Jetzt Happen wir die 
x y -Ebene um die x- Acbse 
berunter, bis sie mit der Bild- 
ebene xz zusammenfallt; Y\ 

u, w sind dann die neuen Lagen von Y ’ u , w. Die darzustellende 
Figur, etwa ein Quadrat A'B'C'IJ, wird jetzt in ibrer ricbtigen 
Lage zu x und y in der Umklappung eingetragen, als A'B'C'D'. 

Sind M und N die Scbnittpunkte von A'D' und B'C' mit u und 
M', JS r ibre Umklappungen , so ist MM'\\NN'^ YY\ also aucb 
MM'\\N N'\\Y'Y\ wodurcb M e und N auf bestimmt sind. Jetzt 
lassen sicb die Geraden A'D' und B'C V unter Benutzung ibrer Scbnitt- 
punkte P, Q mit der x - Acbse obne weiteres darstellen, ibre Bilder 
sind PM S und QN S . Da ferner A'A'\\ MM'\\B'B'\\ N'N^C'C'\ : D'D', 
indem alle diese Geraden unter 45° gegen die xy - und xz - Ebene 
geneigt sind/ so ist aucb A ' A f || B'B ' || C 'C* jj I) ' T) r |l M S M'\\ Y s Y', wo- 
durcb A s \ B', C', D' auf BM S bezw. QN s bestimmt sind. Man hatte 
aucb die Geraden A'B' und C'JD' oder gar die Diagonalen des 
Quadrates abnlicb wie A'D' und B'C ' abbilden konnen. Eine oder 
die andere dieser Konstruktionen wird man stets zur Kontrolle der 
Genauigkeit binzufiigen. Aucb entbalt dies Yerfabren zur Festlegung 
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von A', B’, O', D’ Angaben genug, vim aueb olme Vcrwendung der 
Geraden u auszukommen. In Figur 203 iefc A'B'D'D' als Basis 
eines Wiirfels betrachtet worden, der ebenfalls dargestellt ist. 

9. Da jede auf xz senkrechte E bene die Rolle der xy- 
Ebene ubernebmen kann, so gilt das Konstruktionsverfabren 
von Nr. 8 fiir jede dieser Ebenen, •/.. B. uuch fiir die i/-- Ebene. 
Ist eine Figur der v/^-Ebene darzustellen, etwa vviederum ein Quadrat 
ABCB , so klappt man diese Ebene um die Aelise iu die Bild- 

ebone, indem man sie wie ein 
Blatt eines Buelies naeb links 
wendet. Die Luge des Qua- 
drates in der Bible bene sei 
A"'l I diese denken wir 
uns gogeben (Fig. 204). Da 
jetzfc wiederum A A"’ (!(!"' 

Dir \ so win! au(*h ; wonn A SJ 
J* s i ( '*> IK diu tfesuehten Bilder 
von A, /#, (', I) si nd 7 A A m 
lljr in. Diese 

Riehtung mnittein wir, indem 
wir norh cine Strecke 0 Y der 
//-Achse mit umklappen, deren 
Endpunkt dann in die Lage 
} aui der Achse libcrgelien, 
Fig. 201. w i r d ; wo OV"' ()] r Q )" 

ist', wenn ) ' diet Bedeutimg 
der vorangehenden Figuren 201 und 20 ;# hut. JHz i ist also J A"' 
l|I,I j und die Darstellung kaiin nun in der, niHiinigluehsten 
Weise erfolgen. In der Figur sind die SehniU punkte F"\V"' der 
Geraden AB mit der umgelegfcen <?/- Aelise und der Parallele durch 
Y "[™ ^benutzt, V s V r " Y t Y"', IF, 11 "" YJ gmnacdit und A, A”' 
\\B S B"'\\Y S Y'" konstruiert. Ahnlich sind die uhrigon Punktc iiW 
tiagen. — — Beim Studium dieser Bcispiele wird deni Loser geraten, 
die Figur immer neu an zuferti gen und diet z/ahlreielien IYoben der 
Richtigkeit zu beacliten, die sich aus der ( berbesi nmnUieit der Punktc 
ergeben. 

10. Wie bereits gesagt, LiBfc sich dieser Gedankengang auf jede 
znr Bildebene senkrechte Ebene ubertragen. Eine solehe Ebene sei 
nun etwa durch ein Rechteck MM"N"X plastiseh gmnaeht, dessen 
Seite M N in der Bildebene liegt und die Ortliogonalprojektion 
von MN ist 5 klappt man dieses Rechteck um 31" X" in die Bild- 
ebene xs, so erhalt man in dieser ein dem gegebenen Rechteck 
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kongruentes Rechteck JKNN" 1 W" (Fig. 205) ; das wir jetzt konstruieren 
wollen. Dazn branch en wir nnr die Lange von NN" ans N S N" zu 
bestimmen, indem wir nns etwa das Rechteck durcb sein Bild 


M S N S N"M" nnd durcb Y s , Y r gegeben denken. Zn diesem Zwecke 
zieben wir JY"_N f \\OY r , N t N'\\Y s Y'] dann ist N"N' = N'N nacb Nr. 8. 
Also ist N"N = N" N r bestimmt ; nnd damit die TJmklappung des 
Recbtecks. Ist S irgend 


ein Punkt der Ebene 
dieses Recbtecks ; ge- 
geben durch sein Bild 
S s , nnd S seine TTm- 
klappnng,__so ist SS 
'$MM\\NN 9 also aucb 
S s S\\M s E\\N„N. 
Macbt man nocb S $ S" 
|| N S N", wo S" auf 
M"N" liegt nnd die 
Or tbogonalproj ektion 
von S auf die Bild- 
ebene ist, nnd ziebt 



man _S"S || N"N, S s S Fig. 205. 

so ist S aus S s __ 

bestimmt; nmgekehrt ergibt diese Figur S s ans S. Es lafit sicb also 
jetzt jede Fignr der Recbteckebene ans ibrer Umklappung abbilden ; 
nnd ans dem Bilde kann immer die wirklicbe Grestalt, die ja die Um- 


klappung zeigt ; rekonstruiert werden. 


11. Auf diese Weise ist in Figur 205 ein Rechteck ABCD 
dargestellt worden , das in der Ebene MNN" M" liegt. Zngleicb 
ist dieses Rechteck als Basis eines anf jener Ebene stehenden 
Qnaders anfgefaBt worden. Die vier anf dieser Ebene senk- 
recbten Kanten sind znr Bildebene parallel, erscbeinen dort also in 
ibrer wahren GroBe 7 nnd zwar steben die Bilder dieser Kanten anf 
M"N" senkrecht, da sie parallel sind zu dem Lote der Ebene 
MNN"M" im Punkte N", das in die Bildebene fallt. Die gauze 
Figur ist absichtlich nicbt mit der Mindestzabl von Hilfslinien ans- 
gefubrt, einmal, nm anf niitzliche Kontrollen anfmerksam zn machen, 
dann aber, weil es wiinschenswert ist, mebrere Konstrnktionen des- 
selben Pnnktes zn kennen, da oft die eine oder die andere prak- 
tisch versagt. 

12. Die Fignren 201 nnd 202 zeigen, wie das Schragbild eines 
Pnnktes P ans seiner Ortbogonalprojektion P" gewonnen wird, wenn 
nocb die XJmlegnng seines Tafelabstandes in der Ricbtnng der ^-Achse 
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Oder in der Ricktung senkreckt zum Bilde der y-Achse gegeben ist. 
In Figur 205 ist dieses Verfahren in seiner allgenminen Form zu 
erkennen: Von einem Punkte III ist das Bild die Ortho- 
gonalprojektion M " und ihre Umlegung M"M in irgend 
einer Ricktung gegeben; diese Angabe lixiert naturlieh die Pro- 
jektionsriebtung. Um dann einen beliebigen Punkt H yon be- 
kanntem Tafelabstande y und bekannter Orihogonalprojek- 
tion S" darzustellen, ziekt man S"S parallel zu M"M und 
gleick y\ die Parallelen durch S" und S zu M"M g und StM] 
treffen sick dann in S s . 


§ 79. Afflnitat 


1. Das Gemeinsame in den- Ldsungsmet.hode der Aufgabon § 78 ; 
Nr. 7 — 11 tritt nock melir hervor, W(‘im wir sie zusaimneniassen und 
yerallgemeinern durck folgende Aufgabe: 

Eine beliebige JSbene y sei gegeben dureh die Bilder 
U } V s? W ikrer Schnittpunkte l\ V, IF m it den Koord inaten- 
acksen; es sei entweder das Bild einer in >/ liegenden Figur 
aus ikrer wirklichen Gestalt abzuleiten, odor umgekehrt 

aus dem Bilde der 



Figur ihre wahre 
Gestalt. zu ermitteln. 

Der urst.e S cirri tt 
zu r Iiusung bei alien 
A u fgalxMi d i eser Art 
best 4 * lit darin, daB 
man die Kbone urn 
i h r<* S pur i n <1 i Bild- 
ebene, dreht. 


Filter S 


pur einer 


Ubene oh in* liiihercn Zu- 
satz vorst.elien wir ihre 
SehniUlinif niit der 
I* i 1 dr Im* n t*, bite* also 
die Gerade 117/. Zur 
Li m 1 eg ung d<*s D rei- 
ce, k s / ' V (F eignen sieli 
fnlg4*nd»‘ beiden Kon- 
st ruk tio ii4‘n : 

I. Man legt V um. 
(Fig. 206.) Zu diesem Zwecke fill It man O il A 117/ und zieht V S IL 
Dann ist TH. _L UW. Nach der I) rehung von yj um / IF wird also II V 


Fig. 20fi. 
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auf die Gerade OH zu liegen kommen. Der Endpunkt der umgelegten 
Strecke iZF beiBe F 0 . Er liegt also auf OH, und zwar im Abstande 
WV 0 = IFF"' von W, weun F'" bei Umklappung der yz- Ebene 
um z in die Bildebene die Endlage von F ist, also OV '" = OF'. 

II. Man legt einen Punkt F von UV um (Pig. 206). Zu 
diesem Zwecke ziebt man F s J\OV s , JF' J_ OTJ \ F s F r \\V $ V', wodurcb 
F' bestimmt ist, JF 0 _L W1J 7 UF 0 = UF ', wodurcb F 0 als Um- 
legung von F festgelegt ist. Je naber F s bei V s liegt, um so genauer 
wird natiirlicb die ganze Pigur. 

2. Nacb dieser Yorbereitung stxitzt sicb die weitere Bebandlung 
der Aufgabe auf die einfacbe Tatsacbe, daB jede Umklappung 
sicb durcb eine Parallelprojektion ersetzen laBt. Ganz all- 
gemein gilt namlicb der in der darstellenden Geometrie baufig an- 
gewandte Satz : 

Werden zwei Ebenen cc und /3 durcb Umklappung auf- 
einander eindeutig bezogen, indem man die Punkte paarweise 
einander zuordnet, die nacb Drebung einer dieser Ebenen um die 
gemeinsame Scbnittgerade bis zum Zusammenfallen mit der anderen 
Ebene einander bedecken wiirden, so kann diese Beziebung aucb 
durcb Parallelprojektion jeder dieser Ebenen auf die andere 
vermittelt werden, und zwar stebt die Projektionsricbtung 
senkrecbt auf der Halbierungsebene des Ebenenwinkels, 
den a bei der Drebung durcblauft. Sind A, B, G, . . . irgend 
welcbe Punkte von a, die nacb der Umklappung auf die Punkte 
A 0? ^0; • * * von /3 fallen, so ist AA Q \\BB Q \\CC 0 \\ . . und diese 

Parallelen sind die Projektionsstrablen. 

3. Im vorliegenden Falle seien A, B, C , . . . Punkte der Ebene rj] 
A s} B H , C s , . . . ibre Bilder, A 0 , B 0 , O 0 , ... ibre Umldappungen. Da 
nun die Geraden AA 0 , BB 0 , CG 0 , ... parallel laufen und ibre 
Scbragbilder aucb parallel sein miissen, so ist 

A S A 0 \ \JB,B,\\C t C 0 \\..., 

und diese Ricbtung ist durcb V S V 0 oder F S F 0 gegeben. Daber konnen 
die Punkte A 0 , B 0 , C 0 , . . . unmittelbar aus A s , B s , C s , . . . abgeleitet 
werden, und umgekebrt. Dazu wird man moglicbst ibre Verbindungs- 
geraden ubertragen. In Pigur 206 sind z. B. die Punkte A s? J3 S> , C s 
so angenommen, daB A S G S die Gerade WTJ in D , die Gerade UV S in 
E s trifft, wabrend A S B S mit UV S den Punkt F s gemein bat. Bei der 
Umklappung bleibt D liegen, E s gebt, da EE Q ^AA 0 \\ . . . ist, in einen 
Punkt E 0 auf UV 0 fiber, fur den E S E Q \\A S A 0 1| V S V 0 ist. Dadurcb ist 

Koc'f.irnrYvf. nmrl p.nf rlipspr frArfl.rlAn wprrlp.n A. mittpls dfvr 
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Parallelen durch A s , C s zu V S V 0 gefunden. Ebenso liegl B 0 auf der 
Geraden A 0 F 0 und auf der Parallele durcli B s zu V S V 0 . 

Betrachtet man umgekekrt A 0 , /> 0 , U 0 , . . . als die Punkt© der 
gegebenen Figur, die also in ikrer waliren Gestalt vorliegt, so findet 
man nack dieser Verfahrungsweise die Bildpunkte A s> B s , C s , .... 
Unsere Aufgabe ist dam.it allgemein gelost. 

4. Die Beziekung zwiscken den Punkten A s> B sJ (J s7 . . . und 
A 0 , J5 0 , C 0 , ... der Bildebene ist ein Beispiel fiir eine wichtige ein- 
deutige Punktverwandtschaft, die Affin itiit, <1 it* wir eingehender 
untersuchen wollen. Diese Verwandtschaft liilit sofort iblgende 
Eigensckaften erkennen : 

I. Jedem Punkte A s der (Bild-) Ebene ist ein und nur ein 
Punkt A 0 dieser Ebene als affiner Punkt zugeordnet; 

II. besekreibt A s in der Ebene eine Gerade a M} so durchlauft 
der affine Punkt ebenfalls eine Gerade, die zu a H affine 
Gerade a 0 ; 

III. die Verbindungsstraklen der Punkte der Ebene mit ihren 
affinen Punkten sind parallel: A JI A n B X B 0 U. U 0 : diese 
Straklen he i Ben A f f i n i t ii t s s t r a h 1 e n , i li re Rielitimg 
Affinitatsriektung; 

IY. es gibt Punkte, die zu sick selbst afli n sind; diese erfullen 
eine Gerade, die Affinitiltsachse, 
im yorliegenden Falle die Gerade U W. Die Eigenschaft IV ist 
eine Folge von I, II und HI. Denu jedes Preioek steht 

zu dem affinen A Q B {) C 0 in der Bezielmng, daB die Geraden A S A {) , 
B s B q , C s C 0 (nack III) parallel sind; folglieh sdmeiden sich die 
Geraden A s B s und H 0 7? () , BJJ S und /> () ( , I . und U 0 J U auf Grund 
des Satzes von Desargues in einer Geraden. Diese dnu Punkte sind 
zu sick selbst affin und folglieh aueh die Gerade, auf der sie liegen. 
Andere zu sick selbst affine Punkte als die der A fl ini tiitsaehse kami 
es nickt geben, denn jede durcli einen solehen Punkt gehende Gerade 
ware, weil sie auck die Afftnitatsaehse in einem zu sirh selbst affinen 
Punkte trafe, zu sick selbst affin; es entsprilelie daher jeder ihrcr 
Punkte sick selbst, und das wii rde von alien Punk ten der Ebene 
gelten. Wenn also eine Affinitiit niehf in der Ideniitiit der 
Ebene mit sick selbst besteht, liegen die zu sich selbst 
affinen Punkte auf einer Geraden, der A if i n i tiltsne hse; dabei 
soil die Affinitiit 1 ) ganz allgemein als eine Pu nk t ver vvandt- 
sckaft in der Ebene mit den Eigensckaften 1, II, III defi- 
niert sein, aus denen wir alle biskerigen Sehliisse gezogen liaben. 

1) Genauer Affinitat bei affiner Lage, da <*s cine nnch uinfassonderc 
gibt als die des Textes , von der wir jedoch keinen ({(‘branch maehen wordcn. 
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5. Durch Annahme der Affinitatsachse x und eines 
Paares entsprechender Punkte A und A ± auBerhalb dieser 
Ach.se ist eine Affinitat vollkommen hestimmt. 

Die Affinitatsrichtung ist dann namlich die yon AA ± (Fig- 207), 
und wenn B ein weiterer 
Punkt der Ebene ist, so 
liegt der dazu affine Punkt 
B x erstens auf dem durch 
B (parallel zu AA t ) gehen- 
den Affinitatsstrahle; zwei- 
tens auf der zu AB ho- 
mologen Geraden durch 
A 1; welche die Affinitats- 
achse in demselben Punkte 
W trifft wie AB. Da- 
durch ist B t festgelegt. 

Yon einem dritten Punkte 
C ausgehend haben wir 
filr den affinen Punkt C 1 gleich drei geometrische Orter: 

1. die Gerade A t V, die zur Geraden AC affin ist und sie auf 
der Affinitatsachse x in V trifft: ebenso 

2. die Gerade B t U 7 die zur Geraden BC affin ist und sie auf 
der Affinitatsachse x in U trifft 5 schliefilich 

3. den durch C gehenden Affinitatsstrahl. 

Durch 1. und 2. allein schon ist C t bestimmt, und durch diesen 
Punkt geht 3. von selbst, d. h. ohne einschrankende Annahme fiber 
x, A, A x , B und C , auf Grund des Satzes von Desargues. 

6 . Bei der Affinitat entspricht deru Schnittpunkte zweier 
Geraden (nach II.) der Schnittpunkt der affinen Geraden; zu 
parallelen Geraden sind also^ immer wieder parallele Ge- 
raden affin, zu einem Parallelogramm wieder ein Parallelo- 
gram m. Das kann zur Erleichterung des Konstruierens dienen: Sind 
zu einer groBeren Anzahl von Punkten A, B, C, ... die affinen zu 
konstruieren, so nimmt man eine oder zwei Geraden h , 1c zur Hilfe, 
die moglichst alle mit zu fibertragenden Verbindungsgeraden dieser 
Punkte treffen, sucht h 1} \ und konstruiert zu jenen Schnittpunkten 
von h, h mit den Verbindungsgeraden die affinen Punkte auf h l7 l\. 
Haufig genfigt zu diesem Zwecke eine einzige Hilfsgerade h zusammen 
mit der Affinitatsachse, und mit Yorteil wird man h zur Achse 
parallel annehmen. Welche von alien diesen Methoden im einzelnen 
Falle sich am meisten empfiehlt, das zu entscheiden ist Sache des 



424 


V. Graphik. 


§ 79 . 


praktischen geonietrisclien Blicks, dor dutch viele Lbung ei worben 
werden kann. 

7, Vor einem leicht moglichen Irrtum sei bier ausdrueklich 
gewarnt: die Affinitat ordnet zwar jedem Punkte V der Ebene emeu 
affinen Punkt P 1 zu (Fig. 208), alinlieli wie aueh die Kreisverwandt- 

sehaft (Inversion) jedeni Punkte einen 
inversen zuweist. A her die Affi- 
n i t ii t is t keine weeliaelseitige 
Verwandtsehaft wie die Inversion, 
zu 1\ ist nielli; notwendig P affin. 

1st etwa U ein Punkt dor Affi- 
nitatsaolise t( 7 so ist zu UP die 
Geracle Ul\ affin, zu einem Punkte 
It von UP der Punkt L\ von UP U 
der auf deni Affinitiitsutrahle durck 
Ii liegt. Fassen wir jetzt I\ als 
Punkt Q auf, (lessen affinor Punkt Q t 
zu bestimmen ist, so braucht man nur QP mit der A i’f i 1 1 i tiitsuch.se 
zum Scbnitt zu bringen (in B) und den Sehnilt punkt mil R l zu ver- 
binden. Auf dieser Geraden sowie auf PI\ liegt . 

Wenn Q t mit P zusammenfiillt, so halbiert die AffinitiitHachse u 
(nach Bd. II, § 5, 1.) die Strccken IiR i und PP { . Die A ffinitiit ist 
stets und nur dann wechselseitig, wenn die A ffi n i t ii tsaehse 
deu Abstand zweier und damit allor zusam rnengehdrigen 
Punkte halbiert. 

Es ist zur Yermeidung des genannton lrriums und zu Erholuuig 
der Anschaulicbkeit zweckmiifiig, sieh die Flame der A ffinitiit; ■// dvnvli 
Aufeinanderlegung zweier versehiedener Ebenen entstanden zu denkcn, 
von denen eine die Punkte P, Q, It , . . die andere die dazu affinen 
entbalt. Man spricht dann von zwei in der Phene Iicgenden 
ebenen Systemen oder kurz System en A’ und A,, die zueinander 
in der Beziehung der Affinitat stehen, und sagi zu den Punktcn 



P, Q , R von 


A seien die Punkte l\ 7 


ll 


affin. FaBt 


man aber (Fig. 20-S) 1\ als Punkt von A auf, so ist Q { zu ihm affin. 


8. Bei der Affinitat finden wielitige lieziehuiigen in et riseher 
Natur statt, die in der darstellenden Geomeirie oft mit Nutzen an- 
gewandt werden. 

Sind (Fig. 209) A 1 und G\ zu A und (' affin, so trellen sich 
die Geraden AC und A 1 C 1 in einem Punktcn S der A ffi nitii tsaehse u, 
der aucb im Unendlichen liegen kann; indem wir mit M und N die 
Schnittpunkte der Affinitiitsachse u mit AA t und (■ (\ bezeielmen, 
haben wir: 
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(1) AM:A X M = CN:C x N=r, 

wo r eine Konstante der Affinitat, und zwar die ckarakteristiscke 
Affinitatskonstante ist, da durck Angabe dieser Konstanten, der Achse 
nnd der Ricktung, die Affinitat 
bestimmt ist. Au£ AA 1 nehmen 
wir nock JB und B x so an, daB 
BC\\ u |! B x C x wird; dann ist B x 
zu B affin und 

AB : AM = BC : MS, 

A X B X :A X M=B X C X :MS=BC:MS, 

daker: 

(2) AB : A X B X - AM : A X M X - r. 

LaBt man I? mit Af, also C mit S und auck B x mit M zusammenfallen, 
so gekt Formel (2) in (1) fiber; beide Formeln beweisen also den Satz: 

Bei der Affinitat ist das Yerkaltnis einer Strecke 
ernes Affinitatsstrakles zur affinen Strecke gleick der 
Affinitatskonstanten. 

Die Affinitat ist also immer nur dann eine wecksel- 
seitige (involutoriscke) Punktverwandtsckaft, wenn ikre Kon- 
stante den Wert 1 kat (vgl. 7.). 

9. Wir betrackten jetzt ein Dreieck ABC und das dazu affine 
A X B X C X (Fig. 210); ABC 
erganzen wir zu einem 
Parallelogram m AB CD, 

worauf auck A x B l C x D 1 ein 
solckes ist. Die Parallelen 
BC und AD sowie B X C X 
und A X D X bestimmen im 
allgem einen ein Parallelo- 
gramm PQBS, von dem 
die Ecken P und B auf 
der Affinitatsackse u liegen. 

Eine Ausnakme erleidet 
dieser Satz nur, wenn die 
genannten Parallelen auck 
zu u parallel sind. Jetzt 

finden zwiscken den Inhalten 21() - 

der genannten Figuren folgende Beziekungen statt: 

(3) ABCD : PQBS = AD : PS - A X D X : PS X , 

(4) A X B X C X D X : PQBS = A X D X : PQ, 
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da Parallelogramme mit gleicher Hoke sich verlialten wie die Gruud- 
linien. Aus (3) und (4) folgt: 

ABC I) : A,BA A = ■ I>S i = I!S ■■ 1>S u 

und wenn T den Scknittpunkt von SS t mit u bezeiehnet, ist: 

BS : PS 1 = ST : SyT, 

mithin: 

ABC : A t B t c; - ABC I) : A x P> { C\ 1), - H T : S t T, 

d. L: Das Verhaltnis einer Flaehe zu Hirer affinen Flaehe 
ist konstant, namlich gleich der Affinitats kons tante. 

Das ist zunaehst von Dreiecken bewiesen, wobei der oben er- 
wahnte Ansnahmefall leicht noch zu erledigen ist, dann von alien 
geradlinig begrenzten Figuren, da sie sich in Dreiecke zerlegen lassen, 
und endlich auch von krummlinig begrenzten Fliiehen, da sie sich 
durch umgeschriebene und eingeschriebene Polygone in unbegrenzter 
Annaherung ersetzen lassen. 

10 . Ans der Metrik des Winkels wollen wir nur die Frage 
nach denjenigen rechten Winkeln aufwerfen, deren affin entsprorhende 
Winkel ebenfalls rechte sind. Ist UP V (Fig. 211) ein Winkel, 
dessen Schenkel die Affmitatsachse tr in U und V t, rotten, ho ist, 
wenn P 1 den zu P affinen, Punkt bezeiehnet, U P { V der affine 
Winkel. Sind nun diese Winkel beide einem reehton gleich, so 
liegen die Punkte U, V , P 7 P l auf einem Kndse, der von tr halbiert 



*’ig- 211. I-')-. ‘JP.!. 


wird. Dieser Kreis ist aber durch tr, P und I\ bestimmt, da sein 
Zentrum AT auf deni Mittellote von PP\ liegen niuB, und zwar 
eindeutig bestimmt, wenn dieses Lot nicht mit tr identisch ist; in 
diesem Ausnahmefalle liegen P und P { zu tr symmetrise!!, und die 
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Affinitat ist dann eine axiale Symmetries bei der jeder Winkel dem 
entsprecbenden gleicb ist. Wenn bingegen PP t zwar auf w senk- 
recbt stebt, aber P und P x nicbt zu w symmetriscli liegen (Fig. 212), 
so artet der Kreis der Figur 211 in die Gerade PP 1 aus, V ist der 
Scbnittpnnkt von PP t mit w, U ist der unendlicb feme Punkt 
Ton iv , und der gesucbte recbte Winkel mit dem Scbeitel P ist also 
derjenige, dessen einer Scbenkel auf w senkrecbt stebt. 

Alles zusammenfassend baben wir den Satz: 

Yom Falle der axialen Symmetric abgeseben ist 
jeder Punkt der Ebene der Scbeitel eines einzigen 
rechten Winkels, der dem affinen gleicb ist, 

und die Konstruktion dieses Winkels ist aus Figur 211 zu ent- 
nebmen. Dieser Satz bedarf nocb des Beweises fur den Fall, daB P 
auf der Affinitatsacbse w liegt, wo unsere Konstruktion versagt. 
Da aber parallelen Geraden immer wieder parallele Geraden ent- 
sprecben, so konnen wir feststellen: 

Die recbten Winkel, die ibren affinen gleicb sind, 
liegen zueinander parallel. 

Daber gilt der yorige Satz aucb in dem erwabnten Falle. 

11. Bisber baben wir nur die affinen Bilder des Punktes und 
der Geraden untersucbt. Um zu krummen Linien die affinen zu 
finden, nimrnt man auf ibnen binlfnglicb viel Punkte an und sucbt 
die dazu affinen. Die Tangenten einer Kurve geben durcb Affinitat 
in die Tangenten der affinen Kurve fiber. Diese punktweise liber- 
trascung einer Kurve wird immer dann eintreten mussen, wenn ibr 
Bildungsgesetz unbekannt oder zu kompliziert ist, um fur die Kon- 
struktion daraus Nutzen zu zieben. Dagegen lobnt es sicb, das 
affine Bild des Kreises eingebender zu untersucben, weil sicb dabei 
einfecbe Konstruktion en ergeben. Diesem Gegenstande sei der nacbste 
Paragraph gewidmet, dann kehren wir wieder zum Darstellungsproblem 
zurfick, um die gewonnene Erkenntnis anzuwenden. 


§ 80. Die Ellipse als affines Bild des Kreises. 

1. Sebr yiele Aufgaben der darstellenden Geometrie ffibren auf 
die Konstruktion der zu einem Kreise affinen Kurve. Diese Kurve 
ist, wie wir bereits verraten wollen, eine Ellipse. Um im folgenden 
jedocb moglicbst elemental* vorgeben zu konnen, wollen wir umgekebrt 
jenes affine Bild des Kreises als Ellipse definieren und bei der Her- 
leitung konstruktiv wicbtiger Eigenschaften der Ellipse ausscblieBlicb 
diese Definition verwenden, bis sicb ibre Gleicbwertigkeit mit den 
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bekannten Definitionen ergibt. Es sei also das affine Bild s ein.es 
Kreises k zu untersuchen; bei der Affinitat geliore k zu clem ebenen 
Systeme 2 r , dessen Punkte einen Akzent erhalten, * dagegen zu dem 
Systeme E } dessen Punkte keine Marke bekommen. Die Affinitiits- 
ackse sei w. Da halbierte Strecken dureli Affinitat wieder in halbierte 
Strecken iibergehen, so folgt: 

Die Ellipse bat einen und nur einen Mitfcelpunkt, d. h. 
einen Punkt, der alle durch ilin gebenden Sehnen halbiert. 
Sie ist eine geschlossene Kurve, die von einer Geraden 
hocbstens in zwei Punkten gescbnitten wird und durch 
einen Punkt hochstens zwei Tangenten sendet. Durch jeden 
Punkt der Kurve geht eine einzige Tangent© derselben, 
namlich die Tangente dieses Punktes. 

Die Sehnen durch den Mittelpunkt heiBen I)u rehmesser. Die 
zu zwei aufeinander senkrechten IvreisdundimoHsem aftinou Durcli- 
messer der Ellipse heiBen zueinander konjugiert. Die Mitt el- 
punkte paralleler Sehnen liegen auf einem Durchmesser; 
dieser ist konjugiert zu dem unter jene.n Sehnen enthal- 
tenen Durchmessex*. Die Eigenschaft. zweier Durehmesser, zu- 
einander konjugiert zu sein, hiingt domnaeh nic.ht von der bonutzten 
Affinitat ab, da die Mittelpunkte jener Sehnen (lurch die Kurven 
selbst bestimmt sind. Yon z^ei konjugiert en Durehmessern 
halbiert jeder die zum anderen parallelen Sehnen. Die 
Tangenten im Endpunkte eines Durrhmessers sind zum 
konjugierten Durchmesser parallel. 



paarweise gleich, ebenso bei Y\ was in der Figur ersiohtlich g e- 
macht ist ; und in den ahnlichen rechtwinkligen Dreieeken 
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A'X'B' und G'X'H' sind die Gerade O'X' und die Tangente 
in X' komolog, 

A'Y'B' und H'Y'C' sind die Gerade O'Y' und die Tangente 
in Y f liomolog. 

Da aber O'X ' bezw. O'Y ' die Gerade A'B' halbiert, so mussen jene 
Tangenten durcb den Mittelpunkt M r you G'H' gehen. Daraus 
ergibt sicb eine auf die Ellipse leicbt zu ubertragende Linealkon- 
struktion des Kreises: 

Wenn der Durcbmesser A'B' und ein weiterer Punkt X' eines 
Kreises h gegeben sind, so nebme man auf B'X' einen Punkt C' an, 
falle G'Z' _L A'B' und bestimme den Scbnittpunkt S' you C'Z' und 
A'X'. 1st M' die Mitte you H'C ', so ist M'X' die Tangente von & 
in X'. Ferner scbneiden sick die Geraden B'H' und A'C' in ein era 
Kreispunkte Y', von dem Y'M' die Tangente ist. Die bei dieser 
Konstruktion nickt Yariierenden Geraden sind in der Figur kraftig 
ausgezogen. 

Bei dieser Konstruktion ist nur einmal ein Lot gefallt worden: 
C'Z' J_ A'B'. Dafiir kann man auck sagen, G'Z' kabe die Riehtung 
des zu A'B' konjugierten Durckmessers. So ausgesprocken iibertragt 
sick diese Konstruktion durck Affinitat auf die Ellipse und ergibt 
uns folgende 


3. Fundamentalkonstruktion der Ellipse; fundamental ist 
gemeint Yom Standpunkte unserer Tkeorie aus. 

Yon einer Ellipse a seien gegeben: ein Durckmesser AB, 
die Ricktung r des dazu konjugierten Durckmessers sowie 
ein dritter Ellipsenpunkt X 

1. Konstruktion der 

Tangente in X 
(Fig. 214): Man 

nimmt auf BX 
einen Punkt C an, 
ziekt CZ\\r und 
bringt diese Ge- 
rade mit AX (in 
H) zum Scknitt; 
ist M die Mitte 
von SC, so ist MX A 
die Tangente. Fig - 214 ‘ 

2. Konstruktion weiterer Ellipsenpunkte samt ikren Tan- 
genten. Die Geraden BH und AC treffen sick in einem 
Punkte Y der Ellipse, dessen Tangente YM ist. Die bei 
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dieser Konstruktion nicht variierenden Geraden sind in der 
Figur kraftig ausgezogen. 

LaJBt man G anf BX wandern, so bewegt sitdi M auf der Tan- 
gente von X, der Punkt H auf AX und Y durehliiuffc die Ellipse* 
diese ist also durcli die als gegeben angenom menen Stucke 
vollkommen bestimmt. Duller gilt, der Batz: 

Wenn von einer Ellipse zwei konjugierte Durch- 
messer der GroBe und Lage nae.h gegeben sind, so ist 
die Ellipse eindeutig bestimmt. 

Denn damit sind ein Durchmesser, die konjugierte Durchmesser- 
richtung und ein weiterer Punkt der Ellipse gegeben, niimlich einer 
der Endpunkte des konjugierten Durehniessers. 

Jede Parallelprojektion einer Ellipse* und jode zu 
ihr affine Kurve ist wieder cine Ellipse. 


Denn jene abgeleitete Kurve £ kann dureh dir Fundamental- 
konstruktion bestimmt werden, weil diese sieh dureh Parallelprojektion 
oder Affmitat von der Ellipse £ x auf (lie ahgeleitefe Kurve f fiber- 
tragt; jede dureh diese Konstruktiori erhaltrne Kurve ist abor cine 
Ellipse, d. h. als affines Bild eines Kreises auHafJbar, denn man 
braucht in Figur 214 nur A 11 als AHiriiliitsaeb.se aufzufassen, auf 
dem Mittellote von All einen Punkt X' so nnzimrlimen, dal! OX' 
= OA ist, und dem Punkte X den Punkt X' zuzuordnrn. Die znr 
Ellipse e affine Kurve wird dnnn ebenfalls dureh die Kundamental- 


konstruktion erhalten und ist ei, 
Figur 213 ergibt. 

3. Aus dem letzten Haupisatze 
struktion einer Ellipse von d 



Fig. 215. 

des Kreises gehort claim ein Punkt 
dureh P' (parallel zu C'(P) gelienden 


Krei>, wir sieh Irirht mis 

ergibt sieh <4 rtf * z write K on- 
er zwei konjugierte Dureh- 
messer All uuil G 1) naeli 
Page und G r<’i{.» i* gegeben 
sind ( Fig. 2 l.n. 

Ist O der Mil iel|)unkt, so 
‘•rriehM man Of 1 ’ 1 OA, 
nmeht or' o.j und ordnet 
in einer Afiinitiii mi t der Ae.hse 
All dem Punkte (! den Punkt 
( ,f zu. Dir zu ,• afiine. Ellipse 
ist dnnn der Kreis mit dem 
Mittelpunkte O und deni Ita- 
di us OA. Zu jrdem Punkte P' 
P der Ellipse, der auf dem 
Affinitiiisst ruble dureli die Ge- 
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rade PQ bestimmt wird, die durcli den FuBpunkt des you P r auf 
AB gefallten Lotes parallel zu OG gezogen wird. 

Unter den Paaren konjugierter Durcbmesser einer Ellipse, die 
kein Kreis ist, befindet sieh nacb dem Satze fiber die rechten Winkel 
§ 79, 10. ein einziges, dessen Durcbmesser aufeinander senkrecbt 
steben; sie werden die Acbsen der Ellipse genannt. Nacb 1. ist 
die Ellipse zu jeder der beiden Acbsen symUaetriscb. Sind 
die Acbsen einer Ellipse einander gleicb, so liefert die Fundamental- 
konstruktion einen Kreis; wenn also die Ellipse kein Kreis ist, so 
ist eine der zwei Acbsen groBer als die andere und wird Hauptacbse 
genannt, wabrend die kleinere als Nebenacbse bezeicbnet wird. 

Ist eine Ellipse kein Kreis, so sind die Acbsen ibre 
einzigen Symmetrieacbsen. 

Denn ist die Gerade u eine Symmetrieacbse der Ellipse, so 
balbiert u die auf u senkrecbten 
Sebnen, darunter aucb den zu u 
senkrecbten Durcbmesser v , ist 
also ein Durchmesser und zu v 
konjugiert. Es gibt aber nur 
ein Paar konjugierter Durcb- 
messer, die aufeinander senk- 
recbt steben. 

4. Durcb Anwendung der 
soeben angegebenen Ellipsen- 
konstruktion auf die beiden 
Acbsen findet man eine neue 
besonders einfacbe Konstruk- 
tion der Ellipse (Pig- 216). 

Es seien OB und OA die 
beiden Halbacbsen, OA die 
groBere; um 0 konstruieren wir 
die Kreise 7c' und k" mit den 
Radien OA und OB. Dann ist 
die Ellipse a 

affin zu dem Kreise k' in der 
Affinitat mit der Acbse AO , 
wobei B zu B' affin ist, 
affin zu dem Kreise 7c" in der 

Affinitat mit der Acbse BO , rig. 216 . 

wobei A zu A " affin ist, 

wenn A" den Scbnittpunkt von 7c" mit OA bezeicbnet. Zu einem 
Punkte P der Ellipse sei in der ersten Affinitat der Punkt P' von 7c' 
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affin, in der zweitt*n «I**r Puiikt /' ' v*uj /. . I) al!n » 
jB'J? parallel, zu OA Hnnkn*«-h?: *I**r ! ‘uCps.iiLi r ± ' , 

Dann ist naeli § Til, 8.: t8 861 


n y : iy n/r : tm r r : /* 


Vi 


indem Bit' **P”P', HO P"U i I t;i| l , r l h ^t /♦■’ ai|f ^ 
Urn also eine Kllipse a ns dm ||alh ;i( .| l8( V 

und OB'/. u bestimmen, konst rtnerl man ,ii,. , 

um das Elhpsenz.entru m o mil 1 1 a 1 ita.-l, ..m n 

bringt eine Go rude dnn-li u mil dm k r ,, in V u,Yj 
zum Schnitt und z.ieht dure* It /' d ;>• |' ;t r;i | j, j,, /x ( ,,, ' * 
P" die zu OA. Der Si- Inii it punkt /' d;. || B j e ”" 

em Ellipsonpunkf. Kin.* zu j.-n.u f , mde,, of «„|, ri , r i 

n' r H" l: ‘ ■’'■■ ■' "»n 

II, 11 und II, und «•* i-f dann nu \ t H « ... fi n Q . 

Jl”?. T T : 

Oil mi t d fin Kr,,s, /. der n M t i)llllk „ „ nd d - 

S»mine OA -j- (111 zum Kudin- e.it, - a 

der Ellipse in l‘\ If II die \n> - 

- Oil, ini <>1‘. 

Der Iet/.te Satz. wird 
und Ubereinstimnamg in den \\ . : ,.;. s 
BP"0 ■ - If" If 11. 1'I‘ nu 
Daher ist ()I , "J> - lf"nji\ a | ,, 
und steht, da Oil"' : Of j. t> , Vi! 
in 11 aid der Tangenteunelituri” ii/' 
also in der 'Fat die ,\.,rm:d. 


I /' die Norma! 
If u u d i-s ist V" 


W . 'OH 

/’ ff 


U 1! 


!' 


f f ->11" 1 
if nir, ah 
! U If Of 

i der St rerke 0 . 
II II sielii dalie 
*■ nkrerlit, is 


Wir kiinnen jetzt j,,. w 
Kreises delinierte Kllip. d.e l; 
man moist die KHi,,,.- d. tin.ei 
Bdd ernes Kreises geoelirti | 
Ihre lialben Liinueii i.-n , t 
der Gestalt naeli vdiUmme-: 
struieren wir eineu Kutatj,, 
zur Rotal ionsaelise »cnkr* i-l.f. | 
vom Radius I, triti'f. Aut' 

I unkt O an, legen dun k die A< 
in zwei Krz.eiigenden ,, tr ?!• 
so daB OA ■' a ist. Vie Zu.- 
tnfft dann den Zvlinder Ui 
zeugenden des Zvlinders a |. jV. r 
NaCh 2 - «' also eine Kill,, ';. 


? i 


h 


r Km 

r\ t r 

m i • : f 

h o 

un* r 
xlM|. 
u.»* 


K .• 


i : . I * 'i ■. >U 


• i ; Kiid (if 

ha!, (lurch (Ii 
; als affint 

■ ,r ull* in ‘hi* Ariisei 

’ 1 * * t i lie Kliips 

' a! IKidius kon 

, ' • n.ilt a I f‘im 

> r ' ! ■ fritt Kivisea 

■ . >iru*u wir ciiien 

k . k <• <!••» Zyliiiik 

* ‘ , * nM’fi Puukfc A ; 

\ * *’ auf ij 

n * ‘liij'ch die Er- 

• K r*- mm ;r <*r*j(;hwnt. 
MhiariiKiiialkonstruk- 
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tion erbalten werden kann), und da sie zur Ebene r\ symmetrisch 
liegt, so ist die Gerade OA eine Symmetrieacbse und damit Acbse 
der Ellipse, OA ihre balbe Lange. Die 
zu OA senkrecbte Halbachse ist daber, 
als Normale you tj 9 gleicb dem Radius b 
des Zylinders. Die Ellipse s' bat also 
dieselben Acbsen wie s } ist also zu e 
kongruent. Eine mit a kongruente 
Ellipse ist somit als Scbnitt eines 
Rotationszylinders dargestellt 

Jetzt legen wir in den Zylinder die 
beiden D an d elinscben *) Kugeln, d. b. 

Kugeln mit dem Radius b , die die Ebene 
der Ellipse in F und F t auf OA beriibren. 

Diese Kugeln beriibren den Zylinder in 
zwei Kreisen % und X. Ist P irgend ein 
Punkt you s' , so Yerbinden wir ibn mit 
F und F x und zieben die durcb ibn 
gebende Erzeugende des Zylinders, die % 
und l in K und L treffe. Dann sind PF 
und PK als Tangenten an die eine Kugel 
einander gleicb, ebenso PF 1 und PL ; daber: 

PF + PF ± = PK + PL = EL - const., 

wo EL der von P unabbangige Abstand der Mittelpunkte von % 
und X ist. Damit sind F und F t als Brennpunkte von a er- 
wiesen, die Definition der Ellipse als affines Bild des 
Kreises ist also mit der bekannten Definition Equivalent, 
wonach die Ellipse der Ort der Punkte ist, deren Abstande 
von zwei festen Punkten eine konstante Summe baben. 

6. Aus der Figur 21G sind leicbt nocb fruchtbare Gedanken beraus- 
zuholen, weshalb wir sie nocb einmal vornebmen wollen (Fig. 218 a. f. S.). 
Es war bereits festgestellt worden, dab 

P'"P _l on 

ist. Sei jetzt M 0 der Mittelpunkt von P'P" und damit von OP"'. 
Auf M 0 P tragen wir M 0 P 0 =M 0 P so ab, daB M 0 in der Mitte zwiscben 
P 0 und P liegt. Dann sind die Dreiecke PM 0 P r " und P 0 M 0 O nacb 
dem 1. Kongruenzsatze kongruent, daber 



1) Dandelin, 1794—1847, lebte in Liittich und Namur, zuletzt belgiscber 
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Im AnschluB an Figur 213 war festgestellt worden , daB der Kreis 
mit der Dreiecksseite A'B' als Durchmesser die beiden anderen 
Seiten in zwei Punkten X' und Y' trifft, deren Tangenten durch den 
Mittelpunkt M' des „oberen Abschnittes" der zn A'B' gehorigen 
Hohe C'Z' geben. Dabei soil als oberer Hohenabschnitt immer 
die Strecke zwiscben dem Hobenpunkte und der Ecke des Dreiecks 
gelten. Da nun, wenn O' den Mittelpunkt yon A'B' bezeichnet, die 
Winkel O'X'M', O'Y'M' und O'Z'M' recbte sind, so liegen die Punkte 
O', X ', Y', Z ' auf einem Kreise; dieser ist aber durcb die drei Hoben- 
punkte X', Y', Z' sehon bestimmt und muB, wie er durcb die Mitte 
einer Seite und eines oberen Hobenabscbnittes geht, so aucb durcb 
die anderen geben. Daraus folgt: 

Satz 1. Die drei H oh enfuB punkte eines Dreiecks, die 
drei Mitten seiner Seiten und die drei Mitten seiner 
oberen Hobenabsehnitte liegen auf einem Kreise, dem 
Feuerbachschen 1 ) oder Neunpunktekreise. 

2. Metriscbe Eigenschaften der Ellipse. Die Affinitat ist 
ein wicbtiges Ubertragungsprinzip der darstellenden Geometrie. Wir 
wollen, um die Art seiner Anwendung zu zeigen, nocb einige 
metriscbe Eigenschaften der Ellipse yom Kreis her herubernehmen. 
(Ygl. Bd. II, § 80.) 

Sind a und & die groBe und die kleine Halbacbse der Ellipse e in 
Figur 218, so yerhalt sicb ibr Flacheninhalt s zu dem des Kreises 7c', 
zu dem sie affin ist, wie die Strecke OB des Affinitatsstrahles BB' 
zu der affin en Strecke OB' (§ 79, 9.): 

£ :1c = OB: OB' = & : a, £ = --- = — = abit. 

Satz 2. Die Flacbe einer Ellipse mit den Halbacbsen a 
und b ist abit. 

Yon dem Satze fiber die Flacheninhalte affiner Figuren wollen 
wir nocb eine Anwendung auf die Parallelogramme macben, die eine 
Ellipse in den Endpunkten konjugierter Durcbmesser berfihren. Ibnen 
entsprechen am Kreise die umgeschriebenen Quadrate; diese sind 
einander gleicb. Das Verhaltnis jedes solcben Quadrates zu dem 
affinen Parallelogramm ist gleicb der Affinitatskonstante : also sind 
aucb die Parallelogramme einander gleicb. 

Satz 3. Die Parallelogramme, deren Seiten eine Ellipse 
in den Endpunkten konjugierter Durcbmesser berfihren, 
sind inhaltsgleich. 


1) Kaxl Wilhelm Feuerbach, 1800—1834, Sohn des berfihmten Krimi- 
nalisten Anselm F., Bruder des Philosophen Ludwig und des Archaologen 


In Figur 218 ist das aus 77 OF zu ergiinzende Parallelogramm 
ein Viertel eines jener umgeschriebenen, also gleieli dem aus den 
Halbacksen OA = a und OB = b zu erganzenden Recbteck ab , also 

OP- 077 sin FOII — ab. 

In dem Dreiecb OFF ist andererseits OP'" = a + b, FF" f = 07/ ? 
OFF"' = P077 + 90°, also nacli dem Kosinussatze: 

(a + 6)2 = OP 2 + OIF -2 OP • 0/7 cos (PO/7 + 90°), 
a s + j* + 2a6 - 0P 2 + 077 2 + 2 OP- 077 sin FOB - 0 7 >2 + OlP + 2ab, 
a* + 6* = OF 2 + 077* 

woraus folgt: 

Satz 4. Die Sumrne der Quadrate konjugierier Halbmesser 
ist konstant, namlieli gleich der Summe der Quadrate 
der Halbachsen. 

Analytisch. sind diese Siitze in § SO dos II. Bandes bewiesen. 
Auch der Satz in Nr. 2 ebenda kann mitlels der A ff ini tat leicht vom 
. „ Kreise auf die Ellipse iiber- 

a° A ° yO 1 

7 tragen werden, wenn man in 
Figur 22b 1. e. den Kreis fiber 
A A* als Durehmesser anlegt, 
in 0 auf OA' das Lot 0B () 
OA' erriehfcefc und in einer 
Aflinitiit in it «lc*r Aelise AA' 
dem Punkie, II den Punkt 7/ 0 
zuonlnet. 

1 ) i t » Tangenten n { \ v {) in 
m 25 z\ ; v ° den Endpunkten U\ V v 

— A i.' f Fig. 2 1 9 > 1 ) des I hirehmessers 

/ Tf IBs/ // nines Kreises k mogen von 

^ s J /^s ^"\ einer drifi.en Tangente dieses 

lyS / j Kreises in .Q 0 und 7>\° ge- 

/ Jf i / 2 Fs / trollen werden; der Beriili- 

/ k j / s' rungspunkt sei (\ { \ das Zen- 

1/ /V^ \/ ' trum M Q . Da -): VHP A? 

~K s /{ IT ° s ‘ ■):A l °u«(\ i Vy.<\«M*'Ji l v 

Hg.su. «* <); ///M/'T 0 ist, so ist 

yl 1 °J/ H // 1 11 (>iti rechtwink- 

liges Dreieck. Dalier: (7,'k4," ■ (',, n I>, a = .l/'T," 2 — also: 



liges Dreieck. Dalier: C^j" • 0^ Ii" = J/'T, 02 = r 2 , also: 

_ _ FM , 0 ■ F°/)|° = r-. 

1) Die Bezeichnungen dev Figur sind so gcwiililt, daU sic noth einem 
anderen Zwecke dienen kiiimen. 
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Sind A 2 ° nnd B 2 ° die Scbnittpunkte einer anderen Tangente mit 
u° und v°, so ist ebenso: 

U°A 2 ° • 7°J5 2 ° = r 2 ? 

also: 

£7°4° F 0 ^ 0 1 

u°a 2 ° * f°jv “ i * 

Dem Kreise entspricbt affin eine Ellipse e mit zwei (parallelen) 
Tangenten u s , v $ in den Endpunkten eines Durcbmesser U S V S> die 
von einer dritten und vierten Tangente in A ls und B 1$ bezw. A 2s 
JB 2s getroffen werden. Da 

U0A<>:U0A 2 o=U s A u : U a A, s , 

V°B 1 ° : V°JB 2 ° = V s B ls : V s B 2s) 

so ist 

U s A 1 s V S B 1 s 

u s a 2s ' v s jb 2s ~ 

also 

UsA s -r,B u = u,A,-r& s - 

Daber der Satz: 

Satz 5. Auf je zwei parallelen 
Tangenten einer Ellipse wer- 
den durch die Beriibrungs- 
punkte und durcb dieSebnitt- 
punkte mit einer dritten 
Tangente zwei Strecken be- 
grenzt, deren Produkt bei 
alien Lagen der dritten Tan- 
gente konstant ist. 

Ein schoner Satz iiber die Ellipse 
lafit sicb aus der Figur des Ankreises 
der Seite AJB eines Dreiecks ABC ab- 
leiten, wenn man im Mittelpunkte 0 
dieses Ankreises auf OC die Senkrecbte 
errichtet und mit CA und CB in U 
und F zum Scbnitt bringt (Fig. 220). 

Da die Dreiecke AOU und OBV wegen 
Ubereinstimmung in den Winkeln ein- 
ander abnlich sind ; so ist: 

JJ A : TJO = OV : BV, 

UA • FB = OTJ • OF = OU 2 ; 

also ist das Produkt UA • VB fur alle Lagen der Taugente AB 
dasselbe. Wir konstruieren jetzt zu A ; B , C die zentriscb sym- 





metrischen Punkte A Q7 B QJ C Q beziiglieh 0 als Symmetriezentrum. 

Dann ist A 0 B 0 \\AB, UB 0 — VB, also: 

UA ■ UJB 0 = 0 U 2 = const. 

bei alien Lagen der Tangenten AB uml A 0 B 0 . Daher der 

Satz 6. Auf den zwei von einem Punkte au8geb.en.den 
Tangenten einer Ellipse werden durch diesen Punkt 
und durch zwei veranderliehe parallel e Tangenten zwei 
Strecken begrenzt, deren Produkt fill* alle Lagen der 
parallelen Tangenten dasselbe ist; 

wiederum ist namlieh das Verhaltuis zweier soldier Produkte gleicb 1. 

Aus UA * VB = DIP folgt ebenso: 

Satz 7. Wenn man von einem Punkte i 1 an eine Ellipse 
die Tangenten legt und mit dem zu 0(J konjugierten 
Durehmesser in U und V zum Sehnifct bringt, so werden 
auf ihnen durch U und V sowie (lurch eine verander- 
liehe Tangente zwei Strecken UA und VB begrenzt, 
deren Produkt fur aide Lagen der verandori ichen Tan- 
gente dasselbe ist. 


3. Die wahre Lange einer durch Sehriigbild und Ortho- 
gonalprojektion (auf die Bildebenej gegebenen Streeke. 

Die Schragbilder der End punkte seien .1,, B s (‘Pig. 221), ihre 



Fig. 221. 


Orthogonal projeklionen auf die xz- 
Kbene A", U". Man win! die Elaine 
A B B"A" inn A' AT in die Bilik 
ebene umlegeti, odor, was noch etwaa 
kiirzer ist, dure.Ii /» die Geracle 
/> ( ' || A " />" ziehen und das recht- 
winklige Dreieck ABB uni BC 
drelien, bis eszur Bildebene parallel 
wink Das Sehriigbild der so uni- 
gelegtun Strecke gibt dann ihre wahre 
Liinge an. Ps ist ( />. j| A" B ". Sei 
wieder, wie in Kigur 2 1 2, zur Pest- 
legung der ProjVktionHriclitung eir 
Punkt Y der //- Aelise durch Bile 
Y s und Pinlegung OY' von ()Y au: 
die ^'-Achse gegebon. Die Parallelei 
dun*h ( \ und A H zu OY' und Y S Y 
treften sich in einem Punkte A 


der art, dab C S A* die wahre Liinge von ( ■ v A s ist. Jetzt hat mai 
uur noch auf B $ C S in G s das Lot Pi = (\A* zu errichten. Dam 
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ist B S A, als Bild der zur Ebene parallel gedrebten Strecke B S A S , 
die wahre Lange yon BA. 

4. Yon einem Punkte B auf eine Ebene tj das Lot zu 
fallen. P sei gegeben durcb sein Bild P s und seine Ortbogonal- 
projektion P" auf die Bildebene xz\ die Ebene rj durch die Bilder e 2 
und e ls ihrer Scbnittlinien e 2 und e x mit der xy- Ebene (Fig. 222). 
Das gesuchte Lot liegt 
in jeder durcb P geben- 
den ISTormalebene von rj, 
also aucb in derjenigen, 
die auf rj und xz zu- 
gleicb senkrecbt stebt. 

Diese Ebene v stebt 
dann senkrecbt auf der 
Scbnittlinie e 2 von r] 
und xz und enthalt die 
Gerade PP", da diese 
auf xz normal stebt. 

Daber schneidet v die 
##-Ebene in einer durcb 
P" gebenden Geraden, IQ 
die auf e 2 senkrecbt stebt. 

Der ersteScbritt zur 
Konstruktion wird 
also der sein ; yon 
P" auf c 2 das Lot zu 
fallen; seine Schnitt- rig. 222 . 

punkte mit e 2 und mit 

der #-Acbse seien A und C". Durcb die Geraden PP" und P"G" 
ist die Ebene v festgelegt; zur Erhohung der Anscbaulicbkeit baben 
wir sie in Figur 222 durcb ein Recbteck DP"G"G begrenzt dargestellt, 
dessen Ecke C auf e x liegt; G"C $ ist parallel zu D S P", also zu OY s . 
Die Gerade D S C S ist also zur Konstruktion nicbt notwendig. Diese 
Ebene v legen wir nun um die Gerade P"G" auf die Bildebene. 
Dabei kommt CC" in die Lage C°C" _ L C"P ", wo C°C" die wabre 
Lange yon C"C S ist. Man ziebt also durcb C" und C s die 
Parallelen zu OY' und Y S Y', die sicb in C' treffen, und tragt 
auf dem in C" auf C"P" erricbteten Lote C"C° = C"C' ab. 
Diese Umlegung yon v kann aber nacb § 79, 2. durcb eine Parallel- 
projektion in der Ricbtung C°C ersetzt werden; zwisclien den Bildern 
der Punkte von v und ibren Umlegungen bestebt also eine Affinitat 
mit G"P" als Acbse und G s , C° als bomologen Punkten. Daber 
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findet man die Umlegung P"P° von P"P, indem man durch P" 
zn C"C°, sowie clurch P s zu C/J° die Parallele zieht; der 
Schnittpunkt ist P°. Die Gerade AC 0 ist die Umlegung der 
Schnittlinie von v mit rj. Fallt man also P°Q 0 _L(' 0 A, so ist P<>Qo 
das umgelegte Lot auf v. Baker ist Q s der Schnittpunkt von 
AC S mit der durch Q° zu C°O t gezogenen Parallele, und P t Q t 
ist das Bild des gesuckten Lotes, P°Q° seine wahre Lange. Der 
gesperrt gedruckte Teil des Textes enthalt die endgiiltige Kon- 
struktion. 



5. Einen Kreis der x?/-Ebene darzustellen (Fig. 219). Der 
Mittelpunkt M ist gegeben durch. sein Bild M $1 der Radius sei r. 
In Figur 219 ist die rr?/-Ebene um die #-Achse nach oben gedreht, 
bis znm Zusammenfallen mit der Bildebene; man konnte naturlich 
auch nacli unten (lrehen, wie in Figur 203. Der weitere Verlauf der 



Fig. 223. 


Konstruktion ist aus der Figur hin- 
reiehend zu ersehen, die iibrigens, 
zu anderen Xwecken entworfen, 
viel inehr Ililfslinien aufweist, als 
ndtig sind; die zu den beiden 
Koordinaieimehsen parallelen kon- 
jugierten Dtirehmesser hiltte man 
direkt best im men und aus ihnen 
die Aehs(‘n konstruieren konnen. 

Neu gegen die Figuren 203, 
j 20f> ist in Figur 219 die Ura- 
A klappung dor ./’//- Ebene nacli 
oben, die ersiehtlieh den Vorzug 
hat, den fiir das Bild dienenden 
Raurn nieht mit zuviel Ililfslinien 
zu uberderken. Kin undents ehenso 
praktisehes wie ansehauliclies 
I )rebungsvorfahren worden wir in 
der folgendeii Aufgabo kennen 
lernen, das allerdings schon in 
Figur 221 ve r won (let wonlen ist, 
dort aber nieht so ree.ht hervortritt. 

G. Dars tel lung eines eben- 
f 1 a <* h i g e n K < > r p e r s ( Fig. 223). 
Die hestimmenden Eckpunkte 
sind auf die ./:// Ebene gelotet 


und die Gesamtheit dieser Projektionen - wir werden sie im niicbsten 
Abschnitte als GrundriB kennen lernen — ist gegeben. Um den 
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fur das Bild dienenden Raum von den Hilfslinien frei zu halten, ist 
die xy - Ebene quadratisch begrenzt und urn die vordere, zur ^-Achse 
parallele Quadratseite u gedreht, bis sie zur Bildebene parallel wird. 
Die gedrehte #$/-Ebene erscbeint dann bildlich in ihrer wahren Ge- 
stalt. Im iibrigen spricbt die Figur 223 fur sicb. Zwiscben dem 
Bilde der xy - Ebene und dem der Umdrebung bestebt Affinitat mit u s 
als Acbse und JB°B S als Ricbtung. 

7. Darstellung der Kugel. Wahrend das Scbragbild eines 
ebenflachigen Korpers einfacb seine Kanten und Ecken wiedergibt, 
zwiscben die man seine Ebenen sicb hineindenkt, muB bei einem 
krummflacbigen Korper, z. B. bei der Kugel, erst scbarfer definiert 
werden, was ibr Bild eigentlicb leisten soil. Beziiglich eines solcben 
Korpers, z. B. einer Kugel Iz, zerfallen die Projektionsstrablen (deren 
Ricbtung wir fest angenommen denken) in drei Gruppen: in schnei- 
dende, beriibrende und nicbtscbneidende. Die beriibrenden bilden die 
Grenze zwiscben den schneidenden und nicbtscbneidenden, ibr Scbnitt 
mit der Bildebene wird also dort die Punkte, welcbe Kugelpunkte pro- 
jizieren, von denen trennen, die es nicbt tun. Konnte ein Auge aus 
dem unendlicb fern en Punkte der Projektionsstrablen langs diesen 
blicken, so wiirden die scbneidenden Projektionsstrablen ibm Sebein- 
driicke vom Korper vermitteln, die nicbtscbneidenden nicht, und die 
beriibrenden wiirden die Grenze bilden, sie wiirden die vom Korper 
berriihrenden Sebeindrlicke von denen der Umgebung scbeiden. Diese 
beriihrenden Strablen folgen aufeinander stetig (wenn der Korper 
es ist, was wir voraussetzen) und beriibren den Korper langs einer 
Kurye oder mekrerer Kuryen u , deren Gesamtheit der UmriB des 
Korpers fur den gewablten Sebpunkt 
genannt wird. Der UmriB scheidet 
also fiir das Auge die yom Korper 
berriihrenden Seheindriicke yon denen 
der Umgebung. Die Projektion dieses 
wabren Umrisses heiBt der schein- 
bare, immer in bezug auf den ge- 
wahlten Sehpunkt yerstanden. 

Die Kugel k moge den Kull- 
punkt 0 des Koordinatensjstems zum 
Zentrum haben; die Projektionsricb- 
tung YY S sei durch Y s und die Um- 
legung OY' von OY auf die z - Acbse 
gegeben wie in Fig. 221; in Fig. 224 
sind der Deutlicbkeit balber diese Bestimmungsstiicke weggelassen. Die 
den UmriB erzeugenden Projektionsstrablen umhiillen die Kugel langs 
des auf der Projektionsrichtung YY S senkrecbten GroBkreises, bilden 



442 


V. firuphik. 


also einen zur Bildebene Kchriig steln-mb-n R. >t ;tti<msz vlimier mit d 
Achse YY S . Der scheinbitre l.'mrill «br K utj.-l , niinilich der ^ 
Bilde, ist die Schnittkurve dieses ZUinders mil der Bildebene ] lm 
eine Ellipse ( was z. B. die Figur tier I bimlelimseiien )( u 80 

Zylinder, Eigur 217, brweist . Dies,- s.di j.-t/t dargestellt werdeT 
Die Sclmiitpunkte tier Kugfd mit <1 «•» Adiseu ./•, ff% 4 ^ * 

und B s das Biltl von />. Dit*s«*s kann Iirndfs k i * a > t ruiert werde * 
Dann ist audi BI> S ein IbntjVktionsdraiik dor v«»n deni m ]fjj sen ^’ 
rechten GroBkreise in einoni Punkti* / u«*t rotten u^nb* Wi / 3 
die Ebene BOB, mitsumt uib*n in iin* il,: 


li nd machen 
BOB 


nn • r ’int' 1 "' "*■ B ii """ ,1,i, ' n i ’’'"> k ‘i-»^trahle 11 

um 0b s m uie i>ilut*I»nnn. Da/.u /i* dn-n wir 0/, Mi o// 

07) >0 glided) deni Kudin** r der K I)nr 

liegende Kugdkreis <• geld dumb die i'lnlten,,.., (v ' reig ^ 

mit 0 als Zen t rum und r als Kadi ns fiber, den w ir kon- 
struieren. Zieht man fine zn I!"/! parallele Tangente p 
an diesen Kreis Hint ist / '*' ihr It.- r u 1» r u n tr .punk t so ist 
p 0 die Umlegung eines die Kuifl f - rlH, i . n.i.-n I Vujekt mus.st rabies » 
mit dem Berillmmgs|mnkte \,.« mm i „ die 1 'mb irmig ist. !)„ 
Scbnittpunkt l\ von p und ;d.-o am-ii \,,u -nit oil j s t daber 
ein Bvinkt tier i selieinbaren t mritf. llip-.- ■/.. 1 ’; s f, die'l'ro- 

jektion des (in>bkreKes , uV-m-h Kb. in- liureb nil" u , U 1 d,,^ j; 


gelit, wtdiei K " siiml II" al- SelimtiL 


mit der Bildebene auf’zui’as-rn xml. 
aufeinander senkreebte I lunhmes.., r 


♦*i lil 

I f i n : 

•» * >n 


messer von n. tiherLT'dien, 
messer von n t , tuni, \\f 


ii:«l ft }l ii 
*• anbuoai d* 



*i ^'ii mt t punk t der Kugel 

0 dun*n Ik’irallrlprojektion 
' k**'ijugiiTte Dureli- 
d ft/! loui jngierte Ilalb- 

,1; ' ‘‘ki stehen, die 

11 i i imr ii - c n, Dudurch 

• i*«* timmi. Von 

1 n < *• f‘*‘ ‘ * ist mu’ll, daB 

B. *- :ii I » r «* n n {* ti ii k fc der 
l.n o •• f i.st. I)i*nn es 

' *>l i IPnli, dalier 

/; /; nr \ iri IM.II ? §iiD). 


s - Zor Krln’lliung der 
‘‘Lmhi’hkoit sind in 


bene liegende* in soint-r \v;ihn*n in 1 -; 
sicli als Ellij)S(‘ii dar, <iit* /u jiun-iu Kr**;-' 


till 


'B! 1 nodi die drei 
i t * k r i* i s m der 
m 1 1 (1 cn K oordi- 
abgebildet. 

. on **r cboint der in der 
i*» oi»*n amifivn stellen 
-uid : fur dir Bildellinse 


• ii 
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des Kreises in der xy - Ebene ist OA die Affinitatsacbse, OA und OB s 
sind konjugierte Halbmesser, ans denen in Figur 224 dnrch Kon- 
struktion der Acbsen und der Kriimmungskreise in ibren Endpunkten 
(vgl. Bd. II, § 81) die Ellipse erbalten wurde; dock sind diese FTeben- 
konstruktionen in die Figur nicbt aufgenommen worden. Ebenso sind 
OG und OJB s konjugierte Halbmesser der Ellipse, die den Ereis in 
der xz - Ebene abbildet. In Figur 225 sind von diesen Ellipsen die 
Tangenten in A, B s und C sowie in dazwiscben liegenden Punkten 
konstruiert unter Benutzung der Affinitat. Solcbe leicbt zu ziehende 

Tangenten wird man aucb bei der Konstruktion der Ellipse aus 

den Hauptacbsen gern mit verwerten. 

9. Der erste Eindruck der Figur 224 ist befremdend und zeigt 
eine Scbattenseite aller streng matbematiscb konstruierten Bilder: 
namlicb ibre Abbangigkeit vom gewablten Projektionszentrum. Man 
lege die Figur flach bin auf den Tiscb, erricbte in 0 auf dem Blatte 
in Gedanken das Lot OB = OB s , balte einen Bleistift in der Ricli- 
tung B S B und blicke allein mit dem recbten Auge aus etwa 

60 — 80 cm Entfernung in der Ricbtung dieses Stiftes so, daB er in 
seine obere Begrenzung zusammengescbrumpft erscbeint, und sofort 
wird die Figur mit tauscbender Plastik eine Kugel darzustellen 

scbeinen. Die UmriBellipse erscheint dabei bereits als Kreis, obwobl 
sie auf den Anblick aus viel groBerer Entfernung berecbnet ist. 
Diese Yorscbrift gilt fur alle Schragbilder. 

Will man sicb dieser kleinen Miibe nicbt unterziehen, so kann 
man sich mit dem ungewohnten Anblick der Figur aucb durcb die 
Erwagung aussobnen, daB ein Scbragbild als Scbattenbild bei direkter 
vSonnenbeleuchtung aufgefaBt werden kann: die von der Sonne an- 
kommenden Lichtstrablen sind praktiscb so gut wie parallel, erzeugen 
also einen zjlindriscben Sckattenraum binter der Kugel, dessen 
Scbnitt mit einer zur Licbtricbtung geneigten Ebene eine Ellipse ist. 


§ 82 . Teclmik der darstellenden Geometrie. 

1. Wahrend die zeicbneriscben Konstruktionen der Planimetrie 
meist nur zur Verifizierung begrifflicb als moglicb erkannter Kon- 
struktionen dienen, und die stereometriscben Konstruktionen fast nur 
in der Anscbauung ausgefuhrt werden, ist die zeicbnende Konstruktion 
in der darstellenden Geometrie Selbstzweck. Die begrifflicbe Kon- 
struktion ist in mancber Beziebung genauer, vielfacb aber ungenauer 
als die praktiscbe. Genauer ist sie, wenn sie eine Ellipse, deren 
Halbacbsen 5 cm und 5,001 cm betragen, nocb von einem Kreise 
unterscbeidet, wabrend die genaueste Zeicbnung die Kurve nur als 


Kreis wiedergibt; ein mit dem Zirkel gezeielmeter sogenannter Kreis 
stellt nicht nur begriffliche Kreise, sondern iiueh begriffliehe Ellipsen, 
deren Achsenverhaltnis nahezu Bins 1st , dar. Kmc Sinuslinie von 
0,001 mm Wellenhohe ist begrifflich durehaus keine gerade Linie, 
zeiehneriseh ist sie von einer sole-hen sehlerhterdingB nicht zu unter- 
scheiden. Ans diesem Versagen begrifVlirher Fnterseheidungen ent- 
springt fur die praktiach-zeidinerisehe Geometrie der groBe Vorteil, 
Kurven mit komplizierten Bildungsgesetzen aus Kurvensttteken ein- 
facherer Erzeugung zusanimensetzen zu kdnnen, vor allem ana Kreis- 
bogen. Wie man die KrttmmungHkrei.se einer Ellipse an den vier 
Scbeiteln findet 7 ist in Bd. II, § i l. gezeigl worden. VVenn man in 
die zwischen diesen Kreisbogen bestehenden Kiieken noch je einen 
Punkt mit Tangente einschaltet, ho liiBt sich die Ellipse meist bequem 
berstellen. Hauiig findet man zu dieeen Krumnmngskreisbdgen und 
den eingcschalteten Punkten einen passendeu Kllipsentjuadraiiten auf 
einem KurvenlineaL Zu enipfehlon sind die Bu ruies terschen 
Kurvenlineale, weil diene aus Stiiekeu hiiutig vorkommender 
Kurven zusam m en gesetzt sind, withrend viele audere Kummlineaie 
aus Phantasiekurven hergestellt sind. AUzu>ehr darf man sich von 
Kurvenlinealen nicht aldmngig machen, mit dem Zirkel gelingt nack 
einiger Ubiuig eine Ellipse ebenso raseli. 


2. Genauer ist die praktise 
iiberall, wo es sich urn das exakte 
handelt. Begrifflich ist eine Get 



einem zur Konstruktion bequemei 
raden a, b, c bestimmen dann ci 


he Geometrie als die bogrifFliche 
Kesi legen vmt Punkten und Linien 
*ade dureh zu«*i ihrer Punkte he- 
smnmt, jiraktiseli nur, wenn die.se 
Punkte niehi gar zu nahe bei- 
einander odor zu \s eit euifernt liegen. 

1. Eiegeu die zu verbinden- 
den Punkte .V und }’ zu nalie 
beiei na nder uud sind sie als 
Sehnittpunkte von Geraden <?, 
und />, !> x grgehm, so erweist sich 
oft der 1 tesarguessehe Satz als 
nutziirh t Fig. ■ . Man fugt noch 

eine ( ierade r hinzu, die nicht 
dureh die Punkte A, Y oder den 
Sehnitt punkt ( ? von a und nooh 
dureh den Seimit t punkt (\ von a t 
und h x geht und die die gcKiichte 
Gerade XV niaeh AugenmaB) in 
i Punkte '/. trill’t. l)ie drei Ge- 
w Dreieck .1, />, < die Parallelen 
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(lurch A und B zu CC X treffen dann a x und b x in zwei Punkten A x 
und B x , so daB die Geraden A X B X und AB sick auf 17 in Z treffen. 

II. Sind umgekehrt X und Z zu verbinden und fallt Z 
auBerhalb des Zeichen- 


blattes ? so zeigt dieselbe 
Figur, wie ein dritter Punkt 
Y der Geraden einzusckalten 
ist, falls X und Z als Schnitt- 
punkte von a, a x und c , c x 
gegeben sind. 

III. Wiederum seien X 
und Z als Schnittpunkte von 
a, a x und von c } c x gegeben; 
beide Punkte mogen aber 
auBerhalb des Zeicken- 
blattes liegen (Fig. 227). 
Sind die Schnittpunkte B und 
B x von a , c und von a 1} c x 



Fig. 227. 


zuganglich, so ziehe man BB X , nehme darauf J5 0 so an, daB — nach 


AugenmaB beurteilt — die Parallelen durch B n zu. a und zu c die 


Geraden a x bezw. c x in den Punkten X 0 
und Z 0 treffen, die zuganglich sind. 
Dann ist X Q Z 0 zu XZ parallel, da 
X 0 B 0 Z 0 B x zu XBZB x ahnlich und 
iihnlich gelegen ist. Es gilt jetzt nur, 
den zum Schnittpunkt D 0 von X Q Z 0 
mit B x B q homologen Punkt D zu 
linden. Zu diesem Zwecke ziehen wir 
durch B t irgend eine Gerade, die B 0 Z 0 
und BZ in zuganglichen Punkten E 0 
und E treffe, und ziehen E1)\\E 0 D 0 . 


Diese Gerade trifft BB X in D, und 


die Parallele durch D zu X 0 Z Q ist 


dann die ffesuchte Verbindungslinie 


von X und Y. 


zuganglich 


Ware wenigstens X 


A i 

z/ 

B 

1 /\^XY 

\ 







r 

oc 1 
1 

y z 

A 

/ 

/ 

i 

/ 

i 


so hatte man 


XZ\ X 0 Z 0 


ohne Benutzung von I) 


IS 


Fig. 22S. 


linden konen. 

Die Figur 226 des Desarguesschen Satzes kann natiirlich auch 
auf den Fall der Unzuganglichkeit von X und Z angewandt werden, 
wenn fiir die Wahl von A noch auBerhalb XBZB x passender Platz 
vorhanden ist; in Figur 227 ist angenommen, daB auBerhalb des 
Vierecks XBZB, kein Platz mekr ist. 
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3. I. Wenn zwei Geraden # und y sich unter zu spitzem 
Winkel sckneiden, ist der Sdmitfcpunkt $ prsiktisch nicht hinreichend 
bestimmt. Auch hier ftihrt der Desarguessche Satz zum Ziel (Fig. 228): 
Man nimmt auf x zwei Punkte A und A l? auf y ehe nso /> und B x 
an, bringt AB mit A t B L in Z zum Schnitt, legt (lurch ^ eine 
Grerade u, nimmt darauf X und Y an. bringt A Y mit B X hi C, 

so wit* A l Y mit /q X in 
zum Schnitt. Dunn gelit auch 
1 7'j durch S. 

II. Diese Konstruktion lost 
auch die Aufgabe, nach dem 
un/ u g a n g I i e hen S e h nit t- 

punkte N z w e, i e r (ieraden 
A // cine drittc Gera do z 
durch cinen Punkt (J m 
Icgen. Hcquczn ist c*s dabei, 
die Gerade XYZ ins Unendliche fallen zu lasscn, man crlnilt 
dann zwei aknlidhe und iilmlieh gelegcne Dreiceke ABC unci 

A^C, (Fig. 229 )A) 



4. Diese Hilfskonstruktionen mbgen als Beispiele geniigen. In 
vielen Fallen wird man die Spczialfiille der Satze von Pascal in Hd. II, 
§ 17, 2. venverten konnezi. Wiehtiger sind aher haufig die Aushilfon, 
die sick, aus der spcziellcn Natur der Aufgabe selber ableiien lassen, 
weshaib es gut ist, sick immiT mit mehreren Mbsungcu derselben 
Aufgabe yertraut zu mac.hcn. AufJerdem ist es heim praktisehen 
Zeichnen infolge der unvermeidliehen rngenan igkeifen nntig, leioht 
auszufuhrencle Kontrollen sick nicht entgeheu zu Iasscn. Mine 
Konstruktion wird tun so genauer atisfallen, je citifaelior sic ist. Es 
hat sich in der letzten Zeit unfer Anregung von Lemoine cin gewisser 
Sport, die sog. Geometrngrapii ie, herausgebildrf , hekanni.c geo- 
metrische Aufgaben mit (h.*r geringsten nibglirhrn Zahi von Ililfs- 
linicn zu Ibsen. Abgesehen davon, daB diese Met bode auf praktisch 
bequeme Lage der Punkte und Geraden kcinc [{ iieksieht nimmt, 
leidet sie an dem Naekteil, an leichter Versiiindliehkeif so viel ein- 
zulmfien, als sie an Iviirze gewinnt. Kiirze \A nicht Kinfaehheit. 
Der praktische Zeielmer wird mit einer durchsiehtigen, a, her urn- 
stand lichen Konstruktion, die or rein mechanised, ohne viel Nacli- 


1) Inzwischeii ist das schiitzcnswerto Ih'ic.hleiii von P. Xiihlkr, ^Atisfulirtuig 
clementargeometrisrher Konstruktioncn bci tingiinstigen Iaigeverha.lt, nissen 1 11 
(Leipzig 1006) ersohienen, das auch die Literatur ziiHamiucnstellt . 

Vgl. ferner K. Haon tzschcl, Sitzungsher. d. Perl. Math. Gos., V, :i (1000) 
,, liber die Genauigkcit geoinet rischcr Konstruktinnen" Unit Literal urangabon). 
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denken ausfukrt, kaufig sckneller und sickerer zum Ziele kommen, 
als mit einer kurzen, die mekr Rackdenken erfordert und sich nickt 
bequem dem Gedacktnis einpragt. Auck sckeint die Geometrograpkie 
fiir die Bediirfnisse des praktiscken Zeicknens von ikrem Erfinder 
uberkaupt nickt bestimmt zu sein, da sie nickt beriicksicktigt, daB 7 
wie wir gleick seken werden, das Zieken von Parallelen und Loten 
in der darstellenden Geometrie infols;e der Benutzunec der Winkel- 
lineale zu den Elementaroperationen gekort, aknlick wie das Zieken 
von Kreisen. Aus diesen Griinden kat die Geometrograpkie in 
unserem Bucke keine Aufnakme gef unden , obwokl ikre Konstruk- 
tionen sekr interessant sind. 

5. Einige Angaben iiber die Tecknik des geometriscken Zeicknens 
werden nickt unerwiinsckt sein. Als allgemeiner Grundsatz moge 
gelten: 

Der Mann, der reckt zu wirken denkt, 

MuB auf das beste Werkzeug kalten. 

Ganz besonders muB das ReiBzeug gut sein. Sckleckte Ziehfedern 
ersckopfen durck ikr kaufiges Yersagen scklieBlick die groBte Geduld 
und sind auBerdem sekr zeitraubend. Unbedingt erforderlick sind: 
Ein guter, nickt zu groBer (etwa 10 cm) Einsatzzirkel mit Nadel- 
spitzen, Bleistift- und ReiBfedereinsatz ; der Zirkel darf nickt federn, 
d. k. er muB jede ikm erteilte Sperrung beibekalten, okne nack- 
zugeben. Ferner eine HandreiBfeder mit diinnen, elastiscken Wangen, 
nickt allzu sckwer. Sekr erwiinsckt ist nock ein Halter zum Ein- 
stecken der ReiBfeder des Zirkels, wodurck man eine zweite Hand- 
reiBfeder erkalt. Nackstdem empfieklt sick die Anschaffung eines 
groBeren (etwa 14 cm) Zirkels mit Nadelspitzen, Bleistift- und ReiB- 
federeinsatz und Yerlangerungsstange, wobei ebenfalls ein Halter zum 
Anstecken der ReiBfeder zweckmaBig ist, indem er den Bestand der 
verfligbaren HandreiBfedern auf drei erkokt; dann eines Greifzirkels 
(etwa 10 cm lang okne Einsatze). Seltener brauckt man den Null- 
zirkel. Wird nock eine feinere ReiBfeder zugefugt, so ist weitgelienden 
Bediirfnissen Recknung getragen. Punktierradcken und dergleichen 
sind dem Anfanger mekr schadlich als mitzlich, weil sie ziemlick 
grob arbeiten, leickt sckmieren und eine gewisse Sckeu groBzielien, 
mit der Ziehfeder in der Hand zu punktieren, was bei Kurven 
oknekin immer gesckehen muB. — Empfeklenswerte Fabrikate sind 
die von Riefler und von Otto Rickter. 1 ) 

1) Das ist so gemeint, daB der Yerfasser ReiBzeuge dieser Firmen seit 
Jahren benutzt und damit selar zufrieden ist; anderen, ihm unbekannten Fabri- 
katen, deren es gewiB viele geben wird, soil damit nicht zu nahe getreten 

WArd An 






6. Zu groBeren Zeiehnungen branch t man <‘in RoiBbroti 1st e 

nicht allzu groB, so liilit os sioh uut oino halb ausgpzogeno Tiscl 
schublade aufsetzen und loieht gonoigt hinlpgon, was die groBe Ai 
nehmlichkeit bietet, daB man beim Zeiehnen gerade sitzeri kann un 
sich niclit allzu sehr fiber das Brett bougpu muB. Zur Befestigun 
des Zeichenpapiers, das hart sein.muB und die Tuschstriehe niclit dai 
auslaufen lassen, dienen ReiBstifte. Das aasse Auf/.iehon des Roger 
hat den Nachteil, daB or naehher, beim Abnelmeideu, oft mit hoi 
barem Ruck zusammenschrunipft und sioh merklieh verzorrt; a] 
Vorzug wird von violent Zoiehnern ab«*r das glutte, st ratio A uf liege: 
des Blattes und das Fohlon dor RoiBstifte empfunden, die beim G( 
brauch der ReiBscluene stdren kbnnen; not wendig ist das Aufziehe: 
nur ; wenn man mit Tusoho odor Aquarellfarben knlorierpu will. Da 
Verfahren des Aufziehens bestoht darin, daB man den Bogen mittel 
eines sauberen, nur zu diesem Zwoeke dieaendea Seliwammes auf de 
Ruckseite gleichmilBig mit kaltom Wasser befouohtot bis auf de: 
Rand, den Rand des ReiBbrettes ohva 1 i* tun broit mil (Jumin 

arabieum bestreioht und den Bogen auflegf. Beim Troeknen gehe; 
alle Fatten horaus. — Fill* kleinere Zeirhnungeu geniigt pin Zeiehei] 
block oder oin loses Blatt auf passetidor luieriage; nur muB mui 
dann auf die ReiBschiono verziehfen. f nbpdnigt erfordorlirh is 
diese bei Zeichnungoii dor dHrstollemlen Reonirtne im ongoron Siam 
d. h, beim Grund- odor AufriBverfahren, das wir im niiehslon Ah 
schnitt werdon konnen lornou. I'm sioh audit auf dip ,,rorhten 
Winked, der RoiBbrotteokon und der ReiBsphiene verlasson zu niiissen 
empfiehlt es sich, die RoiBsehionp aussrhlioBlieh zuni Zpiolmoa vo] 
,, Horizontal en‘ fc ((jaor vor dom Zeiehner) zu verwenden, wohoi de 
Stiitzarm der Sohione links am Brett liegt; das hat dm Vorteil 

daB die unbescdiilftigte liako I bind in jodpin AiiLfetiblirk die Stiitz 
lest an drunken kann, wahrond dio. rerhfe uaifestiirt /.pi<dnipt. 

7. Notwendiger wic die ReiBsphiene sind zwpi \\ inkolliaealr 
d. h. zwei holzerne rechtwinkelige Dreieeke, v<»n dpupu pines, da 

leirhtere, z\\ pi*k taiiBigorweiwi 
gloioh ' pIipu kelig ist. Bei cinen 
von ihiiPit, etwn (bun leich 

toiva, kleineren, muB mai 
sioh auf dip RiM*ht winkoligkoi 
\fidasspn kiinnm ; zu diesen 

Zwocke wird ps gppriif 

naeli piupin Yerfahren, das am 
der ( absicht lieh ubertriebenen 
Figur 230 wolil unmittelbar verstiindlieh ist und dus dun ctwu vor 

fl till f 1 P71 on hWllm* Trnivt/iniiAU ... I ... 
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Die zum Konstruieren dienenden Bleistifte sollen reclit hart 
sein, sie geben dann scharfere Striche und bleiben langer spitz. 
Das Spitzen des Holzes erfolgt mit dem Messer, der Graphitstift 
selbst wird am bequemsten mit einer kleinen Feile gescharft, die 
man sich zn diesem Zwecke halt; sehr praktisch und far Zeichen- 
sale empfehlenswert sind die Bleistift-Spitzmasehinen von Guhl und 
Harbeck in Hamburg. 

• 8. Zum Ausziehen der Zeichnung sich chinesische Tusche 
erst anzureiben, ist wohl nicht notig. Die kaufliche fliissige Tusche 
geniigt yernilnftigen Anspruchen, wahrend die angeriebene oft beim 
Dherfahren mit dem nassen Pinsel auslauft. Sie ist allerdings auBer- 
ordentlich leichtfliissig; dafiir hat die fliissige Tusche des Handels den 
Yorzug groBeren Glanzes. 

Zum Ausradieren yon Bleistiftstrichen darf nur ganz weiches 
Gum mi benutzt werden, das das Papier nicht angreift. Tuschstriche 
werden mittels des scharferen Tuschgummis beseitigt. Gute harte 
Zeichenpapiere konnen in dieser Hinsicht viel vertragen, ohne an An- 
sehnlichkeit zu verlieren, auf schlechtem Papier laufen nach dem 
Radieren die Striche der Ziehfedern aus. Vorsichtshalber wird man 
iiber radierte Stellen immer erst diinne Striche fiihren, sie trocknen 
lassen und ihnen erst dann die gewiinschte Dicke geben. Das Radier- 
messer ist im allgemeinen nicht zu empfehlen. Einem geiibten 
Zeichner gelingt es freilich, von einem zu dick geratenen Striche 
das iiberflussige mittels des Messers abzuspalten und zu beseitigen, 
besonders wenn die Tusche etwas gummihaltig ist und sich infolge- 
dessen krustenartig abheben laBt. — Ist eine Linie, die punktiert 
werden sollte, versehentlich ausgezogen worden, so laBt man sie gut 
trocknen und kratzt mit einer harten Radiernadel (Zirkelspitze) in 
die Linie feme Lucken im Abstand der beabsichtigten Punkte und 
radiert mit weichem Gummi nach. Dabei ist es nicht etwa notig, 
mit der Nadel selbst schon die Punkte zu gestalten, das angeritzte 
Papier wird durch das Gummi starker angegriffen und es entsteht 
eine ganz gute Punktkette, wenn man die Lucken recht klein nimmt. 
Andernfalls muB die Linie lieber ganz beseitigt werden. 

9. Nun noch einige Bemerkungen iiber den Gebrauch der Zeiehen- 
gerate. Die beiden Dreieckslineale dienen zum Ziehen von Parallelen 
und Loten. 

I. Soil zu einer Geraden v durch einen Punkt F die 
Parallele u gezogen werden, so legt man eine Kathete k des 
(kleineren) Dreiecks II genau an die Gerade v an (in Fig. 231 mit II' 
bezeichnet), Avahrend das schwerere Dreieck I mit seiner Hypotenuse 
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an der von II liegt; nnn halt man I fest nnd sehiebt II an I entlang, 
bis 7c durch F geht, und zieht langs 7c die Gerade u. Das ist 

die Parallele. 

II. Um von einem 
Punkte P auf eine Ge- 
rade w das Lot zu fallen, 
legt man die eine Kathete 
von II an u an (Fig. 281), 
wahrend die Hypotenuse 
von II fest an die von I 
gedriickt ist; nun sehiebt 
man II langs I, bis die 
andere Kathete von II 
durch P geht; ihr entlang 
liiuft dann dasgesuchteLot. 

Mit zwei ijinealen um- 
zugehen, ist fur den An- 
fang etwas unbequem; 
man muB sich aber daran gewohnen, bei jo der Geraden, die man 
zieht, mit beiden Linealen vorzugehen — die dabei mit den Hypote- 
nnsen aneinander ruhen — , damit man jederzeit Parallelen and Lote 
zu diesen Geraden ohne weitere Yorbereitung ziehen kann. Damit 
das bei diesen Konstruktionen ruhende Lineal 1. sich nirht zu leicht 
verschiebt, ist es gut, II moglichst leicht zu wiihJen, und zwar mog- 
lichst gleichschenkelig, damit man gerade bo lunge Lote wie Parallelen 
ziehen kann. 

Die Konstruktion des Lotes durch V gilt auch no eh, wenn P 
auf der Geraden u liegt. Nicht zu empfehlen ist os in diesem Falle, 
die eine Kathete von II einfach an u zu legen, die andere durch P, 
und so das Lot ohne Yerschiehung von II zu bestimmen; dieses Ver- 
fahren leidet an dem Nachteil, daB man beim Ausziehen mit der 
ReiBfeder nicht bequem bei P herankommt. AuBerdem sind die 
Ecken der Winkellineale durch den Gebrauch ahgestumpft und 
ungenau. 

10 . Die erste Anlage einer Zeichnung erfolgt mit hartem, fein- 
gespitztem Bleistift in diinnen Strichen. Die Zirkelspitzen diirfen 
nicht zu tief eingestochen werden, das Ausweiten der Ldcher ist zu 
vermeiden, weshalb man, so weit es geht, immer mit dem ldeinsten, 
leichtesten Zirkel arbeitet. Ist diese Anlage fertig, so radiert man 
ailes Unnotige mit weichem Gummi moglichst weg, die ilbrigen 
Linien werden so weit radiert, daB man sie eben no eh sieht. Dann 
wird das Blatt sorgfaltig gereinigt, wie denn die Reinlichkeit die 
wichtigste technische Vorbedingung fur das Gelingen einer Zeichnung 
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ist; aus diesem Grrunde ist es auch gut, besonders beim Ausziehen 
mit der Reififeder, unter die Hand ein Loschblatt zu legen, das dann 
auch bei Unfallen sofort znr Hand ist. Unter einer warmen, feuchten 
Hand wolbt sich leicht das Papier und laBt die Tuschstriche aus- 
laufen. Beim Ausziehen mit der Reififeder kommen die diinnen 
Striche zuerst an die Reihe, weil die dicken leicht Ungenauigkeiten 
veranlassen, sie aber auch rerdecken konnen. Uberhaupt wird man 
mit den Linien, die sich am leichtesten anpassen lassen, am langsten 
warten. Kommen Yersehen vor, so radiert man erst, wenn die Striche 
vollkommen trocken sind, weil dann das Papier am wenigsten an- 
gegriffen wird. Beim Fiillen der Reififeder mufi die grofite Reinlich- 
keit walten; das Tuschglas darf nie offen stehen. Enthait es nicht 
am Stopsel ein Glasstabchen zum Fiillen der Feder, so tun kleine 
Streifchen aus Zeichenpapier denselben Dienst, bei jeder Fiillung ein 
neues. Die Feder mufi otters gereinigt werden, besonders am Schlufi 
der Arbeit. Beachtet man diese einfachen Regeln und ist die Reifi- 
feder gut abgeschliffen, was ein Mechaniker zu besorgen hat, so wird 
das lastige Versagen der Feder kaum eintreten. Zieht man zum 
Fiillen der Reififeder eine Schreibfeder vor, so darf diese nicht in 
Tinte getaucht gewesen sein, weil sich sonst sofort Schmutz bildet. 


Zwolffcer Abschnitt. 

Das Grand- und Aufrifiverfaliren. 


§ 83. Erklarung des Verfalirens. 

1. Die schrage Parallelprojektion ist zur unmittelbaren gra- 
phic chen Festlegung raumlicher Objekte noelx nieht einihch genng. 
Ganz von selbst haben sich uns in den vorangehenden Aufguben zur 
primaren Bestimmung eines Punktes P seine zwei Orthogonalprojek- 
tionen P' nncl P" auf die ajy-Ebene und auf die <r,r-Ebene auf- 
gedrangt, wahrend das Schnigbild erst sekundar aus diesm Angaben 
gewonnen wurde. Diese zwei Orthogonalprojektionen liefern un- 
mittelbar die reehtwinkeligen Koordinaten von P, und wio bei rein 
metrischen Untersuchungen das Cartesische Ivoordinatensystem von 
alien das einfachste und ursprimgiichste ist, so liegt die Ortho- 
gonalprojektion auf zwei Tafeln, der wir uns nun zuwenden, 
der ganzen darstellenden Geometric zu grunde. Dieso Darstellungs- 
weise lafit sich durchaus elemental* hegriinden. Dennoeh beroitot sie 
dem Anfanger Schwierigkeiten, und zwar lmuptsachlioh wogen der 
Piille von Einzelheiten und Kleinigkeiten, die man grimdlieh be- 
herrschen muB, um mit Vorteil arbeiten zn kbnnen. Dieser Stoff- 
fulle wird man um so selbstilndiger gegenuberstehen, je sehilrfer man 
sich die allgemeinen Methoden ldar maclit, aus demm sio gewonnen 
wird. Diese sind: Bewegung des Objektes und Verlegung dor 
Projektionstafeln, Unaklappung der Geraden und Ebenen, sowie in 
regelmaBiger Yerbindung damit die Affinitiit. Merkfc man sich die 
Drehungen und Verschiebungen, die zur Ldsung einer Aufgabe notig 
sind, so kann man sich die Einzelheiten moistens selber at.) lei ten. 
Dabei ist es gut, zuniichst immer auf die allgemeinste Ldsung aus- 
zugehen und sich hinterher erst zu fragen, welclie spezielle Aimahmen 
die Losung am sparsamsten machen. F erner ist es empfehlenswert, 
alle Piguren, auf die sich der Text stiitzt, von neuem zu zeichnen, 
weil die entstehende Figur sich besser einpragt und weniger verwirrt 
als die fertige mit ihren vielen Hilfslinien. Auch ist es notwendig, 
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weniger vorteilbafte Lagen der gegebenen Elemente anzunebmen, als 
die Demonstrationsfiguren aus didaktisehen Griinden baufig entbalten; 
und yor allem muB man sicb die Fundamentalaufgaben denkend, 
nicbt mecbaniscb aneignen. Das LFbrige tut reicblicbe Ubung im 
praktiscben Darstellen, womit das Studium ausfiibrlicber Lebr- 
biicber verknxipft werden kann. 

Ausfubrlicbe Lebrbilcher sind: 


Robn und Papperitz, Lebrbucb der darstellenden Geometrie. 2 Bde. 
Wiener, Cbr., Lebrbucb der darstellenden Geometrie. 2 Bde. 
Fiedler, W., Die darstellende Geometrie in organischer Verbindung 
mit der Geometrie der Lage. 3 Bde. (Vorkenntnisse aus der 
Geometrie der Lage erforderlicb.) 

Reicb an tJbungsmaterial aus alien Gebieten der Naturwissen- 
scbaften ist der Leitfaden der Projektionslehre von Muller und PreBler. 
Ein kleineres, aber gebalt voiles und durcb sebr gute Figuren aus- 
gezeicbnetes Werk ist die darstellende Geometrie von M. Bernbard. 

o 


2. Die Orthogonalprojektion auf zwei Tafeln setzt zwei 
Bildebenen oder Tafeln n t und 77 2 voraus, von denen die erste meist 


horizontal liegt und GrundriB- 
ebene genannt wird, wabrend 
die zweite dazu senkrecht, also 
vertikal stebt und den AufriB 
entbalt. Die Ortbogonalprojek- 
tion auf eine Bildebene ist eine 
Parallelprojektion, deren Ricb- 


tung auf dieser Ebene senkreeht 


Bildebenen JX 


ist. Den zwei 
und FL 

Projektionsricbtungen, eine senk- 
recbt zu II 1 und daber parallel 


2 entsprechen also zwei 



zu i7 2 , eine senkrecbt zu i7 2 


und damit parallel zu TI 1 . Fest- 
gelegt wird ein Punkt P durcb 
Angabe seiner Orthogonalpro- 
jektionen P' und P" auf IJ t und 
il 2 (Fig. 232a); das sind dieFuB- 
punkte der Lote PP ' und PP" y 
die von P auf die Tafeln II L und 
J7 2 gefallt werden konnen. Aus 
diesen Projektionen, von denen 


I) 


ip" 

M'-W' 

1 

A JV " 






V) 


Fig. 232. 


P' der GrundriB oder die erste Projektion, P" der AufriB oder 

Dn-n i TrrkTn P £ii R+ -fi vi rl m cm riifVlrwiirf.R wiftdftr P 
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als Schnittpunkt des Lotes in P' auf //, mit doni Lote in P" auf 
J7 2 . Daher heiBt diese Darstellungsmethode auch Urund- mid Auf- 
riBverfahren. 

Bine Gerade ist festgelegt dureh An gain* der Grund- 
rissse und Aufrisse von zwei ihrer Punkte; zur Fixierung 
einer Ebene inufi man irgend drei ihrer Punkfe, die nicht 
in einer Geraden liege n 7 dureh ihre Grinulrisse und Auf- 
risse geben. 

Betraehtet man IL als jrs-Kbene, Il x als sy- Ebene eines Koordi- 
natensy stems, so ersetzt V" offenbar die Angabe der Knordinaten x 
und z , wabrend P f die Koordinate */, sowie uberttussigerweise noch 
einmal x festlegt. 

3. Das sind die Grundgedanken des Unmd und AufriBverfahrens. 
Zu ihrer praktischen* Ausfuhrung sind norh einige Abjinderungen und 
Vereinbarungen notwendig. Man will vor alb*m die ganze Konstruk- 
tion in einer einzigen Blame vornehmem Zu diesem Zvveeke wird 
eine der beiden Ebenen urn die gemeinsaine Selinitt linie .r von 1I { 
und il a , die trennende Aelise des Z\\eitafels\ stems, auf die andere 
geklappt. Vorher inuli bei jeder der beiden Ebeimn willkurlieh fost- 
«*esetzt sein, welcbe ihrer beiden tteiten als O be rse ite, (lit* allein 

o * 

zum Zeichnen dient, gelten soil, und wtdehe als Kurkseite. Dureh 
beide Ebenen wird der gauze Baum in \ier W inkelriiume oder 
Quadranten zerlegt, die folgendrnnaBen hrgrenzt sind: 


I. 

(Quadrant.: 

Oherseite von ll, um 

i ( ) i M*r i*i t «* von 

/A, 

II. 

V 

Kindest die ,, 

//, .. 

( ) 1 icrsci 1 1* 

/A, 

III. 

V 

Rfioksei !<*■ „ 

i A •• 

Kdeksj itr ,, 

/A, 

IV. 

ff 

Oherseite 

a, 

Ki'irlv -«dt<* 

/A. 

Alio 

Urteile fiber vorn und 

hintt'n , 

nben und unteii 

sind 


aufzufassen vom Standpunkte eines Henbaeliter;; ini ersfen (Quadranten, 
der auf ll x steht und IL, anblie.kt. 

Die Ausbreitung von // , und //, in fine <*in/age Ebene, die des 
Zeichenbiattes oder Zeiehenbrettes, erfolgt nun in dor Weise, ck8 
man entweder IL, festhiilt und die vordere lliilfte \<m II J se.nkt, also 
die andere lliilfte liebt bis zum Zusamimuifall heider Ebenen, oder 
indem man II t festhiilt und die ohen* Hiilfte von //., uaeli hinten 
fallen, die untere also naeh vorn stcigen liilit. Das Hrgehnis ladder 
Yerfahren ist dasselbe. I in allgemeimm surgt man dafur, daB die 
darzustellenden Objekte in den ersten (Quadrant m zu liegen kommen, 
docb ist das Himibergreifen in andere (Quadranten uirht zu vermeiden. 
Dabei gilt zur Erhdlmng der Deuiiirhkeit des Ztdtdiuens die Regel, 
daB die beiden Zeichenebenon wie durehse.heinende Fliiehen behandelt 
werden: dort. wo eine Ehi»np vmi <!<»»* itruhiriHi 1 1 f wi rd. zeielmet 
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man alle der ersten Ebene angeborigen Linien so ; als sehimmerten 
sie unter dem dariiber gedacbten Blatte durch. 

Die Figur 232 a zeigt die Projektionen eines Punktes P sowie von 
Tier Punkten I, 11 , III , IV 
im Scbragbild, die ausein- 
ander dnrch Spiegelung an 
den beiden Tafeln berror- 
geben; Fignr 232 b gibt das 
Endergebnis der Umklappung 
an. Ebenso ist in Figur 233a 
eine Gerade g dargestellt, und 
auf ibr drei Punkte A , JB , C, 
die dem II. ; I. und IY. Qua- 
dranten angeboren; Fig. 233b 
ist die Figur nacb ^ollzogener 
Umklappung. 

4 . DieNormalebene durcb 
P auf die Acbse x trifift 
diese in einem Punkte P x 
und entbalt die Geraden P"P X , 

P'P x j die auf der Achse x 
senkrecbt steben und bei der 
Umklappung auf x senkrecbt 
bleiben (Fig. 232a); daher: 

Satz 1. Grrund- und Auf- 
riB einesPunktes liegen 
auf einem Lote zur x- 
Achse. 

Umgekebrt konnen zwei Punkte P\ P r auf einem 
Lote zur ^-Achse stets als GrundriB und AufriB eines 
und nur eines Punktes P betracbtet werden ; 

den man als Schnittpunkt der Lote in P' und P" auf und 
erbalt, wenn man die Tafeln in ihre urspriinglicbe Lage zuriickdrebt. 
Die Strecke P"P X (Fig. 232) ist gleich und parallel zu PP' und 
miBt daber den Abstand des Punktes P yon der ersten Tafel, den 
sog. ersten Tafelabstand; ebenso ist P'P X # PP" und miBt den 
zweiten Tafelabstand. 

Satz 2. Der erste oder zweite Tafelabstand eines Punktes 
ist gleicb dem Abstande seiner zweiten oder ersten 
Proiektion Yon der Acbse. 
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Die Lage in den~verschiedenen Quadranten mgt Figur 234; es 
liegt A im ersten, B im zweiten, (' im driiten, D im vierten. Wieder 
ist, wie in Figur 232, angenommen, daB die 
entspreehenden Tafelabstande dic*H<*r Punkte ab- 
solut genomnien gleieh sind, nur liegen sie 
nielit in derselhen Normulehene zu x 7 wie in 
Figur 232. 

Satz 3. Die Punkte der AufriBebene 
haben ihren GrundriB, die Punkte der 
GrundriBebene haben ihren AufriB 
auf der trennonden Aciise. 

5. Piese Siltze reicl n*n aus, um von ein- 
faehen Korpern dun Grand- und AufriB auf- 
zunehmen. Besonders eignen sieh dazu arehi- 
tektonische Gegenstande. Pahei gilt der Grundsatz, unsirhtbare Linien 
entweder gar nicbt oder nur punktiert wiederzugehen. 

Satz 4. Hinsiclitlich der Siehtbarkeif gilt die Hegel, daB 
bei der Anlage des Grundrisses der Besehauor sieh iiber 
der Ebene ll t und fiber <lem Objeki befiudej; der AufriB 
wird von einem Beo bach ter von der Ebene IL 2 gesehcn, 
der nacb der Tafel /L l> lick end den i ! egen stand vor 
sieh bat. 

Dieser Grundsatz war sclion bei den Sehriigbildern still- 
schweigend benutzt warden (vergleiehe Figur 2 23 1 . Als Beispiele 
fur das Grand- und AufriBverfahren kdnnen etwa Figur 237 und 
238 gelten. 

Zur Erleicbterung des Konstruienuis k<innen fnlgende Siltze dienen, 
die fur jede Parallelprojektion gelfen: 

Satz 5. Strecken und ebene Figuren, die zu einer Tafel 
parallel sind, erseheinen in ihr in ihrer w irk lichen 
GroBe und Gestalt. 

Satz 6. Strecken auf derselben oder auf para Helen Ge- 
raden erseheinen in der Ort liogonal projektion in dem- 
selben Verhilltnisse wie in \V irk 1 ic.h k e i t, 

mit Ausnahme des Falles, daB sie auf der betndlenden Tafel senk- 
recht stehen, wobei aile Punkte der Strerke sieh in den Spurpimkt 
projizieren. 

Satz 7. Parallele Geraden haben in jeder Tafel, auf der 
sie nicht senkrecht stehen, parallele P rojek tinnen. 



Fig. 234. 
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Die Schnittgeraden e 17 e 2 einer Ebene rj mit den Tafeln TI t nnd 
J7 2 heiBen ihre Spuren, e ± die erste, e 2 die zweite Spur. 

Satz 8. Parallele Ebenen baben in jeder der Tafeln, zu 
der sie nicht parallel sind, parallele Spuren. 

Wir werden nocb darauf zuruckkommen. 

6. Wahrend wir alle diese Satze scbon bei der sebragen Axono- 
metrie kennen gelernt baben, ist Satz 9 fur die Ortbogonalprojektionen 
cbarakteristiscb : 

Satz 9. Wenn der eine Scbenkel eines recbten Winkels 
zu einer Tafel parallel, der andere zu ibr nicbt gerade 
senkrecbt ist, so ist die Ortbogonalprojektion des 
recbten Winkels auf diese Tafel wieder ein recbter 
Winkel. 

Zur Erleicbterung des Beweises bemerken wir erst: 

Satz 10a. Die Orthogonalprojektion eines Gegenstandes 
auf eine Tafel andert sicli weder in Lage noch Gestalt, 
wenn man den Gegenstand in der Richtung der Projek- 
tionsstrablen parallel zu sicb verscbiebt; die Ortbo- 
gonalprojektion auf die andere Tafel dagegen erleidet 
nur eine Verscbiebung, keine Formand erung. 

In § 78, 5. hatten wir diesen Satz so formuliert: 

Satz 10b. Die Projektion eines Gregenstandes andert sicb 
nicht, wenn man die betreffende Projektionsebene* pa- 
rallel zu sicb verscbiebt, 

was dann aucb fur Ortbogonalprojektionen gilt. 

Zu Satz 9 zuriickkebrend durfen wir den recbten Winkel parallel 
zu sich und in der Ricbtung der Projektionsstrablen verscbieben, bis 
der eine Scbenkel a in der betreffenden Tafel liegt. Die den anderen 
Scbenkel b projizierenden Strablen liegen dann in einer zur Tafel 
senkrecbten Ebene, die folglich aucb auf a senkrecbt ist und daher 
die Tafel in einer zu a senkrechten Geraden trifft; diese ist die Pro- 
jektion von b. 

Wegen Satz 7 laBt sicb Satz 9 so verallgemeinern: 

Satz 11. Wenn die eine von zwei sich rechtwinkelig 
schneidenden oder kreuzenden Geraden zu einer Tafel 
parallel ist, und die andere zu dieser Tafel nicht 
senkrecbt stebt, so sind aucb die Ortbogonalprojek- 
tionen der Geraden auf diese Tafel zueinander senk- 
recbt. 
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Eine Normal e einer Ebene r\ ist zu alien Geraden dieser Ebene 
senkrecht, also auch zu jeder Spur dieser Ebene. Daraus folgt: 

Satz 12. Steht eine Gerade auf einer Ebene senkrecht, so 
steht der GrundriB der Geraden auf der ersten, der 
AufriB auf der zweiten Spur der Ebene senkrecht, 

vorausgesetzt natiirlich, daB die Gerade nie.hfc auf der betreffenden 
Tafel senkrecht steht oder die Ebene zu der Tafel parallel ist, wo 
der Satz dann nur fiir die andere Tafel gilt. 


§ 84. Bewegung parallel zu einer Tafel 

1. Um die Darstellung des Punktes grtindlieh einzutiben, wollen 
wir die Gerade und Ebene zumichsi nicht dureh Spurpunkte oder 
Spurlinien festlegen, sondern allgemein (lurch Punkte, die auf ihnen 
liegen. Da ein Punkt dureh seine bidden Ortlmgonalprojektionen 
stets eindeutig bestinmit ist, so wird auch eine Gerade (lurch die 
Projektion zweier ilirer Punkte, eine Ebene (lurch die AufVisse und 
Grundrisse dreier ihrer Punkte, die nicht einer Geraden angehoren, 
stets unzweideutig festgelegt. — Man wird nun in it. (bun Gedanken- 
kreise unci der Methode ties Xweitafelsystems sehr ranch vartrant, 
wenn man einen leicht darstellbaren Kbrper, wic Wilrfel, Telraeder, 
Pyramide, zuerst in mogliehst bequeiner Striking zu den beiden 

Tatelri auihinnnt, darauf diesen 
K dr per oder die Tafeln den 
verseh iedena riigsten Be we- 
g ungen unterwirft und zu- 
sieht, wie si eh Grand- und 
AufriB dabei iindern. So sei 
denn nnsere erstr Auigabe, einen 
auf II { stelienden Wfiriel, von clem 
zwei Fliie.hen parallel zu IL Bind, 
darzusiellen. Die Kckpunktc der 
Grundfliirhe sind, da sie in der 
Bildebme ll x liegen, in diesen 
ilire eigenen Projektionen; sie 
mdgen A\ H\('\ I? heilien. Auf 
sie fallen die Grundrisse A in (\ } \ I> { ' der oberen Grenzflaclie 
-^•o; A, A) des Wiirfels, wie in Figur 23f>a aus der Bezeiek- 
nung hervorgeht Die Aufrisse aller Punkte der GrundriBebene 
liegen (nach § 83, Satz 3) auf der trennenden Achse; dalier fallen 
A", B ", C", D" auf diese, und ist 1 T mit A” und C" mit B " 
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identisck. Entspreckend yerkalten sick die Aufrisse der yier oberen 
Ecken. 

2. Yerschiebung parallel zu einer TafeL Die erste einfacke 
Bewegung, die wir jetzt yornekmen wollen, soli in einer Versckiebung 
des Wurfels anf seiner Unterlage sein. Seine Grundflacbe A'B'C'D' 
moge aus der Lage Figur 235 a in die Lage Figur 235b iibergeken, 
wodurck natiirlieh der ganze GrundriB des Wiirfels in der neuen Lage 
gegeben ist. Allgemein laBt sick sagen: 

Satz 1. Wenn man einen Korper parallel zu einer Tafel 
yersckiebt, andert seine Ortkogonalprojektion auf diese 
Tafel kockstens die Lage in ikr, nicbt aber die Gestalt. 

Die Frage ist nun: Was gescbieht mit dem AufriB? Wenn 
ein Korper $ yon irgend einer Lage $ 0 aus sich auf alle erdenklicbe 
Wei sen so bewegt, daB die Abstande aller seiner Punkte yon einer 
Tafel ihre GroBe beibelialten ; wenn er sick also parallel zu dieser 
Tafel bewegt ; so bewegt sick jeder seiner Punkte P in einer zu 
dieser Tafel parallelen Ebene rj. Lotet man also diesen Punkt in 
alien diesen Lagen immer auf die andere Projektionstafel il, die zu 
jener senkreckt stekt ; so liegen alle diese Lote in der Ebene rj, ikre 
FuBpunkte also in der Scknittlinie yon rj mil: der Tafel 17, die zur 
trennenden Ackse parallel ist. Es folgt: 

Satz 2. Wenn man einen Korper parallel zu einer Tafel 
yersckiebt, so beschreibt die Ortkogonalprojektion jedes 
seiner Punkte auf die andere Tafel eine Parallele zur 
trennenden Ackse. 


Zu dem GrundriB in Figur 


finden. Es liegt namlick z. 


235 b 
B. der 


ist daker 


der Parallelen durck den 


Punkt A 0 " 


der 

der 


AufriB leickt zu 
auf 


Figur 235b 


Punkt A 0 " der Figur 235 a 


zur trennenden Ackse 
(Satz 2), und zugleick auf 


dem Lote yon A 0 " auf 


diese Ackse (§ 83, Satz 1). 
Damit ist dieses Beispiel 


erledigt. 


3. Die 
Metkode wenden wir so- 
fort auf einDreieck ABC 
an, dessen Grund- und 
AufriB wir uns, unter Be- 



1 in § 83, willkurlick geben (Fig. 236). Das 
Dreieck werde oarallel zu 77, so yersckoben. daB sein GrundriB aus der 


rucksicktigung des Satzes 
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t'B'G' in die Lage ubergehL wo A/B/f Y ^ A'B'C' 

.mi sich das etwa so dcnken, daB die lade A A\ BB\ (XV auf der 


auf der 
sind, 


Lage A'JB'G 
Man kann sick das etwa 

aus Karton ausgeschnittenen Bodenflaehe A'1V( ' starr 
so daB mail diese aus der einen Lage in die ande^ iUI .i u Yer _ 
sckieben karng wobei claim das Dreieek A BC selber rnitgoht. Gesucht 
ist wieder der Aufrifi. Ftir A” bat man jetzi zwei Orter: erstens 
das Lot von A / auf die tremiende Aehse x K\ Satz 1), zweitens 
die Parallel e dureli A" zu dieser Aehse (£ >'4, Satz gi. So ist A " B "0 " 

i '•g 

bestimmt. 

4 . Dasselbe Dreieek sol! aueb einmal parallel zur zwei ten Tafel 
verschoben werden und zwar von der Lage A l B\(\ aus. Es g e i 
etwa aus Karton ausgeselmitten , desgleiehen das Dreieek A x ,f B"G" 
und es sollen Stutzen von A x , //,, (\ senkreeht auf A^'B^G^' aack 
A t ", 7>V' ? G\" gehen; wir versrltieben dann J l '7/ I f V , J " auf IR i n die 
Lag eAY'BA'GA' tKig. Ge.surhf ist jet/.t der UrundriB AJBX{'. 

Diesmal liaben si eh die (Jrundrisse auf Parallelen zu x bewegt (Satz 2), 
also liegt z. B. der Punkt A A auf der Parallele diireh A/ zu x und 

auf dem Lote aus A A' auf ./*. K hen. so findet man ( r A. 

Ganz allgemein kdnnen wir dernnaelt die Aufgabe Ibsen: 
Ein Korper, der (lurch Grand- and AufriB gegeben ist ; wird 
parallel zu einer Tafel so verseholien, daB seine Ortho- 
gonalprojektiou auf diesefhe in eine nciio, gegebene Lage 
tibergeht; man soil dazu die ( )rf hogonal p r<» jek iion auf die 
andere Tafel fin den. 

Ohne tins auf die Kntstehung der Figur g.“.7L aus go 7 a, j e tzt 
einzulassen ? kbnnon wir z. B. den dort dangesiellfen Kbrper (einen 



Wiirfel) parallel zu II i so verschiehen, daB der DnmdriB aus der 
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gruent — und nach dem AufriB zu dem GrundriB c fragen. Es 
geniigt, diesen £(ir eine Ecke A 0 " entstehen zu lassen. Diese liegt 
auf der Parallelen zur Achse x durch den Punkt A 0 " der Lage b 
— nach. Satz 2 — und auf dem Lote aus dem Punkte A 0 ' der Lage c 
auf die Achse x. 

Ebenso ist in Pigur 239, die wir spater noch einmal vornehmen 
werden, ein Dreieck ABC durch GrundriB und AufriB A' B'C', A"B"C" 
gegeben und parallel zur Tafel n t yerschoben, bis der GrundriB in 
die Lage A^B^C^ ubergeht; man soil den AufriB finden. Es liegt 
C t " auf dem Lote aus C ± ' auf x und auf der Parallelen durch C" zu x. 
Diese Beispiele zur Illustrierung des Yerfahrens der Yerschiebung 
parallel zu einer Tafel mogen geniigen; weitere Anwendangen finden 
sich in vielen der folgenden Aufgaben. 

5. Drehung uni ein Tafellot. Ein wichtiger besonderer Pall der 
Parallelverschiebung eines Korpers zu einer Tafel ist seine Drehung 
um eine Gerade, die zu einer Tafel senkrecht steht, urn ein Tafellot. 
In Pigur 237 a ist ein Wiirfel aufgenommen, der auf der Tafel 
liegt und zwei Plachen parallel zu 77 2 hat. Dieser Wiirfel ist auf ilj 
und parallel zu Zf 2 so yerschoben worden 7 daB seine Kante B'C ' in 
die Lage B'C' der Figur 237b gekommen ist, und nun hat man 
ihn um diese in J7 1 liegende, auf il 2 senkrechte Kante B'C' der 
Pigur 237 b gedreht, und zwar um einen Winkel 9 . 

Da der Korper bei dieser Yerschiebung und auch bei der Drehung 
sich immer parallel zu J7 2 bewegt hat, so folgt aus Satz 1 , daB sich 
sein AufriB nur der Lage nach geiindert haben kann, und diesen 
wollen wir zuersfe ermitteln. Die Bodenflache des Wiirfels geht durch 
die Gerade B'C' der Pigur 237 b und bildet mit den Winkel 9 ; 
da aber II 2 zu H 1 und der Bodenflache senkrecht ist, so bilden auch 
die Schnittgeraden yon il 2 mit beiden Flachen miteinander diesen 
Winkel cp. Es ist also A"B" (Pig. 237 b) gegen x um den Winkel 9 
geneigt. Dadurch ist der AufriB b festgelegt. 

Vor der Drehung war der GrundriB in Figur 237 b kongruent 
zu dem yon Figur 237a an die Drehachse B'C ' der Figur 237b 
gelagert. Bei der Drehung nun beschreibt jeder Punkt des Wiirfels 
einen Kreis, dessen Ebene s auf der Drehachse und daher auf I7 1 
senkrecht sowie zu J7 2 parallel ist. Lotet man einen in Drehung 
befindlichen Punkt immer auf TI 1? so liegt dieses Lot immer in dieser 
Ebene e, der GrundriB des Punktes beschreibt also eine Parallele 
zu x (Satz 2). Also liegt z. B. der Punkt A! der Figur 237 b auf 
der Parallelen zu x durch den Punkt A' der Figur 237 a, sowie auf 
dem Lot aus A" auf die Achse x. Jetzt kann man den GrundriB 
in Figur 237 b fertigstellen. Den Ubergang yon 237 b in 237 c haben 
wir schon in Nr. 4 besprochen. 


6 . Wenn sicli e in Kdrprr mu ein Tahllot / dreh t, ho dreht sich 
seine Orthogonalprojektion ebenfalD urn dieses Lot, uir kimnen sie 
ja mit zu clem Korper rechnen und sir bbibi duim bei <h*r Drehuag 
in der Tafel, da diese auf l senkreeht stein. Durrldauft dabei eiu 
Punkt des Korpers den Drehwinkel q , so brsehreibt jeder Punkt 
des Korpers und der Orthogcmalprojektion diesen W’itikel; man sagt 
dann ; der Korper und seine Projektion batten diesen Wsnkel <p durck- 
laufen. Die Projektion insbesondere tiri ht sodi mu dm Sehnittpunkt 
von l mit der Tafel, also uiu den Spurpunkt uni /. 

Bei dieser Drelmng versrhiebt sirh jeder Punkt don Korpers 
immer parallel zur Tafel; seine Projektion nut die amlere Tafel ist 
daher nach Sat-z 2 zu beurteilen. Alb s zusanmeuifassend liiBt sick 
also iiber diese Drehung sateen: 


Satz 3. Wenn sirh ein Kdrper um ein Lot / zu einer 
Tafel dreht mit deni Drrhwuikel q , so d relit si eh die 
Orthogonal projek t ion des Korpers a u 1 d i »*s»* Tafel am 
den Spurpunkt des Lutes in ihr, und /war rbenfulls um 
den VVinkel < 7 . I )i e Lu gunu 1 p \ o j e k t i «* n jrdrs Punktes 
cles Kdrpers auf die andm* Tafel bovirgt >irh dagogen 
auf einer ParulLden zur trennendrn A'di^r, 


Zur Anwenchmg dieses aligenebmui nehiuen wir nock 


einmai den W Uriel der Figur 2'M e wu\ 


\\ 


o«*u tins One in 11 



m.t 1 1 si*uk ivrhte I )rek- 

*e bo o Fig, if:j8) und 

• me n Drehwiukel 

1 U-r Korprr w ird erst uus 
d« r Lam* Figur 

• in in Idirur 22M also 
uirdrrhuit ist, parallel 
zu //„ und ll x ver- 
■ e in* *n**n , bis die hekti 
( " auf a fill It, und dailll 
on ( duodi <l»*u W’inkel 
i: o* »ln -lit. 1 t'lbei dreht 


u o r 


Aufnli, der 


Fig i*;w. 

in diesen Spurpunkt fill It aurh ( 


I* dull m parallel '/U 
d» in Von e grlegen war, 
inn it* it Spurpunkt L> 
\ » *n t in der 1 afol IL\ 
I tor Anfnli * i ** ‘ t/adfobtru 


ist also dein Aufrisse 2nS(* kongrurnt, nur m er tin: ( mu d**n Winkcl ^ 
gedreht Wahrend der Parallel vorndindemg dr* Korpers bewegten 
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sich die Punkte des Grundrisses auf Parallelen zu x 7 wahrend der 
Drehung ebenfalls, also auch wahrend des ganzen Bewegungsvorganges. 
Daher liegt z. B. der Punkt A! in Figur 238 d anf der Parallelen znr 
#-Achse durch den entsprechenden Punkt der Figur 238 c und zu- 
gleich auf dem Lote aus A" (Fig. 238 d) auf x . 

7. In Figur 239 gehen wir von einem Dreieck J. 0 J5 0 G 0 aus, 
dessen Ebene parallel zu n x ist. Sein GrundriB A 0 'B 0 'C 0 ' ist daber 
ein zu A 0 B Q C 0 kongruentes Dreieck, sein AufriB dagegen artet in 
drei Strecken einer Ge- 
raden aus: A 0 "B 0 "C 0 ". 

In seiner Ebene, die also 
zu i7 2 senkrecbt stebt, 
ist eine Gerade u ange- 
nommen, die auf I7 2 
senkrecbt stebt und diese 
Ebene in einem Punkte 
U 2 trifft. Um diese Ge- 
rade, deren GrundriB u' 
auf x senkrecbt ist und 
durcb U 2 gebt, soli das 
Dreieck gedreht werden 
um einen gegebenen 
Winkel cp. Nacb Satz 3 
drebt sicb dann einfacb 
A 0 "B 0 "C 0 " um U 2 um 
diesen Drebwinkel. Die 
neue Lage A'B'C" des 
Aufrisses kann daher unmittelbar angegeben werden. Die Punkte 
des Grundrisses bewegen sicb nacb Satz 3 auf Parallelen zu x 7 konnen 
also aus dem AufriB abgeleitet werden (Satz 1, § 83). 

Jetzt nebmen wir eine neue Drehung vor, namlich um eine 
Gerade g, die in G x auf n t senkrecbt stebt. Der Drebwinkel <n sei 
gegeben. Dann erfahrt einfacb das Dreieck A'B'C' eine Drebung 
um G i mit dem Drehwinkel cm Die Endlage A'B^C^_ des Grund- 
risses ist dad arch unmittelbar bestimmt. Die Punkte A x " 7 B ± " 7 C t " 
im Aufrisse liegen dann auf den Parallelen zu x durcb A", B", C" 
(Satz 2) sowie aus den Loten aus A 17 B 1? (7 X auf x. 

8. Lange und Tafelneigung einer Strecke. Eine niitzliche 
Anwendung der Drebung um ein Tafellot machen wii auf eine 
Strecke AB, die durcb die Grundrisse A\ B' und die Aufrisse A", B" 
ibrer Endpunkte festgelegt ist (Fig. 240). Dm namlich die wabre 
Lan^e dieser Strecke zu finden, wird man die Strecke mitsamt der 



Fig. 239. 
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sie auf JT 2 projizierenden Ebene ABB" A" auf II., versehiebon, bis 
diese Ebene zu. iT x parallel ist: der GnmdriB der verschoWnen Strecke, 
die nun zu parallel liegt, ist dann ihrer Lange gleich. Diese 
Verschiebung kann etwa als Drehung um A A " ausgefuhrt werden. 
AA" ist ein Lot auf il 2 in der Ebene ABB" A"] es kann aber auch 
jedes andere in dieser Ebene entkaltene zweite Tafellot verwandt 
werden. Bei der Drehung um AA" dreht sieh der AufriB der Strecke 
um A", bis er parallel zur trennenden Achse x wird: niche A" in 
Pigur 240. Hingegen bewegt sich B r auf einer Paralliden zu x. 




9. In Pigur 241 ist dieselbe Aufgabo dureli Drehung um das 
erste Tafellot A A' gelcist: Man macht A’ Ii+ j und A' B\ legt 
durch B" die Parallele, durch />* das Lot zur Achse ,r und verhiudet 
den Schnittpunkt B" beider Geraden mit A". Dann ist A” BJ‘ die 
wahre Lange yon AB. 

Unter dem Neigungswinkel einer Geraden gegen eine Kbem* 
yersteht man den kleinsten Winked, von dem ein Sciamkcl di<* Grrade 
ist, wahrend der andere in der Ebene liegt. Dieser Neigungsw inked 
ist in der Normalebene zu ?/ enthalten, die durch die G crude g(dit. 
Die erste und die zweite Tafelneigung ■/*,, r., der Geraden A B, 
d. h. ihre Neigungen gegen die Ebenen //, , werden duller gr 
messen in den Ebenen ABB' A' und ABB" A", * die als erste mid 
zweite projizierende Ebene der Geraden AB bezeirhnH werden, 
weil sie die erste und zweite Projektion hestimmen. Ks ist v x gleieli 
der Neigung von AB gegen AB'\ v 2 gleich der von A B um A" B". 
In Pigur 241 ist ABB' A nacli der Drehung zu IB parallel, also 
der Winkel zwischen A'B" und der Achse ‘ Ebenso ist in Figur 2du 
der Winkel v 2 gleich dem zwischen All 0 ' und der Achse ,r. 

10 . Es lohnt sich der Miihe, einmal die beiden Konstruk- 

tionen dfvr PicrnrAn 9zLfl niirl 0/11 S. - I .* • • 
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Figur 242, fur deren V erstandnis die Bemerkung entscheidend ist, 
daB A B* ' — A'JB 0 ' ist (als wahre Lange yon AB). Man ersieht 
daraus sofort, daB durch v lf v 2 nnd A', A" die Projektionen V und h" 
der Geraden AB bestimmt sind, 
wahrend natiirlich B beliebig bleibt. 

Das ist aber die Losung der Auf- 
gabe: Durcb einen gegebenen 
Pnnkt A, A n eine Gerade mit 
den Tafelneigungen v 17 v 2 zn 
legen. Zur Losung dieser Aufgabe 
zieht man durch A' und A" die x 
Parallelen zu x, tragt an der ersten 
in A' den Winkel v 2 , an der zweiten 
in A " den Winkel v 1 an, wobei 
diese Winkel verschiedene Lagen 
annelimen konnen, und tragt auf 
ihren gegen x geneigten Schenkeln Mg. 242 . 

vom Scheitel aus dieselbe Strecke 

A'.Bq = A"B" ab, deren Lange beliebig ist. Das Lot aus B*" auf x 
bestimmt auf der Parallelen durch A zu x den Punkt BJ. Dann legt 
man uni A! als Mittelpunkt den Kreis, der durch B* geht. Er wird 
von der Parallelen durch P 0 ' zu x in dem Punkte B' getroffen (der auch 
die Lage O' haben kann), und das Lot aus B' auf x trifft die durch BJ' 
parallel zu x verlaufen.de Gerade in 
einem Punkte IP, der art, daB A B' oder 
h' und A" IV' oder li" die beiden Risse 
der gesuchten Geraden sind; eine zweite 
Losung Ic\ k' f liegt symmetrisch zu A A". 

11. An die Figuren 240 und 241 
kniipft sieh noch die Losung einer anderen 
Fundamenfcalaufgabe: Aus einem 

Punkte P', B" auf die Gerade AB\ 

A" B" das Lot zu fallen. Man denkt 
sieii die Punkte P, P', A , A , B , B r 
starr miteinander yerbunden und dieses 
System urn A A gedreht, bis AB' in 
der En diage AB 0 ' zu x parallel wird 
(Fig. 24d). Hierbei bescbreiben alle ge- 
drehten Punkte denselben Winkel £ 0 , der 
etwa durch den Bogen oj = arc B'B 0 ' 
gemessen wird. Diesen Winkel beschreibt auch P', so dafi also seine 

' xxric* on a TTSo-riv 9 A.9* 7ii iaf. Irnm af.rn i P.r ft n la.Rt. 



mg. 24 8 . 
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Die Punkte des Aufrisscs besehrmlmn in* i ii«*r I »r«*ltiiu&r hiralkden 
zu x, wodurch zuniu-hst I\” auf dt*m an- auf ./■ b»*Mjj lim f i 8 fc 
Nacli dieser Drehung is: die dm Ui— m , 1 /;/ A" It ” ent- 
sprechende Gerade J /> u zu IL parallel, d»*r Annuli *i« ^ unt tr* <1 r**hten 
Lotes durch P 0 " steht daher na«*h Sat/ IK < auf* A" I t u " hV iik- 
recht und kann konstruicrt /V o m I '///', u«i " ( | ( , r 

FuBpunkt. Macht man jetzt die Ihvbumr An'k^anp^, m» dab p ” 
wieder auf P" fiillt, ho brwegt ,-ueh V,/ parallel /si der 

auf -4"7f" in die Anfangslage V zuniekk»*hr! . do* «n* gorade «r<». 
sucht haben. Bestimnit man </ aN SHunt punk j umj | /;' m Jt 

dem Lote aus (/' auf ,r y so ist P (/, !* (/' d.e- gi^uehte I #M f. 


§ SA. Punkt, Gerade und Klienr, 


1. Um frrtig gegebem* »'i*t *ui! Ji.-h K r | 
AufriBverfahren darzustellen, ree-hi •!;»• \Mrm g*. 
im wesentlkdien aus; wenn oh jedoeh gb, a?. : * 
trischo Konstruktionen v«*r/iimdiii;»*!i d , 

zeugen, claim miissen wir auf do- Vri ^ ,;f 4 
Geraden und Kbrnen amduhr! eh. r # j jh/* i ,.ui 
Zur Festlegung tier G**r;ai*m u?.u .a 1 
ein beliebiges in ihr g»dr*;ere- Punk Iiti y * . 
Dieses Verfahrcm hat dmi Vur/ng d* r A ' , 

nahmslosen Guitigkeit: dam-hen w . l«- T i v, , t 
stimmungKsturke, die Spur»n, ut K.oj.vn-h * 

stiinden mancherlei Vnrtede he n ; 

Saiz 1. Kin Punkt Ii»*gt an: »• i - i,, . 

Projekiionen an f d»*n •/!*• n t. ? a- ...■, 
Geradrn lie gen. 


Krutoi und 
• 1 . * fJ 1 ku rat'iit ung 
• ! * * * * f «i !»o -n'.mie.. 

r> u s d K /u »*r 
'k* ft i’urkten, 

f - 1 *‘!i «ir lusher 
* ' ! ‘ * k l«f* Ut/t, 

■ ■ • u o <i* -r aus 
' f "■ «’ i ■ ■ I A* 11 He 
’ . *■ uu.f*T i m- 

1 ’ . * u n i'hu* 

‘ ‘ *' 1 -* '• * a der 





.V 


und \ i., .... 

d»*r \ ,? k /' 

a»0 li • ■ . ; l , r 

'; ? »-kr or* sir- » r ? . . • 

1 LSI 


/U U*Ii , '1 

r»i]er ,;,>r n I 


Fie. iill. 


<i« r rr. !<■ u-e; 


AufriJJ 


pH n hr Nor 

Gi dt‘s ersten Snurounkti > a 


* ■ u 1 i * r drib if 
** s ! ; »■ 

IK V der 

f .u V und iiiu- 
-u \ ufs s.he 


‘0 r * I r Helen 
1 ,a;fe 

«. ** 'O'r *-r*ifeii 
.0 T-di-nm aKo 
. w * s * * Spur- 
' F; H in uiS d*-r 
...... a ..Li. 
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zweiten Spurpunktes ebenso in ibrem Scbnittpunkte mit g , wie wir 
scbon in Fignr 233 geseben baben. 

Wenn die Projektionen g \ g" von g nicbt zueinander parallel 
sind, so gebort aucb ibr Scbnittpunkt zn den ausgezeicbneten Punkten 
der Geraden (Fig. 244), denn er stellt einen Punkt S der Geraden 
dar, dessen GrundriB S' mit seinem AufriB S" zusammenfallt; dieser 
Punkt bat also von beiden Tafeln gleieben Abstand (§ 83, Satz 2), 
und liegt daber in einer der Ebenen, die die Winkel zwiscben den 
Tafeln i7 1? JJ 2 balbieren. Die eine Winkelbalbierende, die erste, • 
gebt durcb den ersten und dritten Quadranten, die andere, die 
zweite, durcb den zweiten und vierten. Werden aber die Tafeln 
n t j IJ 2 in der ublichen Weise ausgebreitet, so liegen Grund- und 
AufriB jedes Punktes der ersten Winkelbalbierenden zur 
trenne.nden Acbse symmetriscb, wabrend sie fur jeden 
Punkt der zweiten Winkelbalbierenden zusammenfallen, 
und diese Eigenscbaft kommt nur den genannten Punkten 
zu. Der Punkt S', S " ist demnacb der Scbnittpunkt von g 
mit der zweiten Winkelbalbierenden. Der Scbnittpunkt T von 
g in it der ersten Winkelbalbiereuden, der iibrigens kaum jemals ver- 
wendet wird, bat seine beiden Projektionen T , T" zu x symmetriscb; 
wenn man also g" und g an x spiegelt, so ist T' der Scbnittpunkt 
von g mit dem Spiegelbilde von g", T" der Scbnittpunkt von g" mit 
dem Spiegelbilde von g\ 

2. Sind zwei Geraden h und 7c durcb ibre Projektionen 
h', h" und k', h" gegeben, so wird die Frage, ob sie sicb 
schneiden, einfacb entscbieden, indem man den Scbnitt- 
punkt S' von It, ¥ sowie den Scbnittpunkt S" von h", h" 
bestimmt. Liegen S', S" auf demselben Lote zur Acbse x, so sind 
es die Projektionen des Scbnittpunktes (Fig. 245); wenn nicbt, so 
sind die Geraden windscbief. 



Fig. 245. Fig. 246 - 


Dieses Kriterium kann nur versagen, wenn die Punkte S', S" 
• i-i Fkoei IrK-nnfo nnv pint; rat.pn 1 wp.nn h! nnd h' oder 
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h" und k" parallel werden, wo wir jedoeh viun |»r«»jelitiven Stand- 
punkte aus den Geraclen je einen unendhrh ternen Sdmitipmikt zn- 
schreiben; liegt also S' im Unendliehen, m muii, daunt tier Fall ties 
Scbneidens eintritt^ aucli S“ im l-m*ndlirh*Mi hegen, uiui diem ** K ri t<* 
rium reicbt aus; 2. weim // mit // oder /V an! /*"’ y.u>*a m ut*»iifiillt. 
Tritt zwischen einem Paare dieser DenuDa K« *i ri/i«l#*nz s<* begon 
h und 1c in derselben projizierenden Kbene. die dutvh jene zn+nninmi- 
liegenden Projektionen gehi. Die Uoraiien M-hneiden Mrh dann iittm^r 
und falls die beiden anderen Projektioneu sieh ns nnnn Punkte 
treffen, so ist dieser, wio im allgemeinen Ftdle, ibn** f Di * jt*k f ion den 
Schnittpunktes (Fig. 24b). 

Es bleibt sonach noeh der Fall tiling, dab /V am /’, // m jt, //' 
zusammenfallt (Fig. 247 )• sullen dubei the < inudea h t L dennoeh 

0‘n«‘is aialiT ver-rluVdim 



Jj 


n 


"’’in, .hm durfea die dureh 
h and h litntd* it bejden 
|i!*e ji/.;erej,d»‘U K1 tenet! 
n»'l- in* fit ■ ri s jieitlen, imeh 
pafallrj niiissen uDo 

/U*r ilaHe uf .i i sea f )j|JJU 

h' 'O' • ;d-«» h und k m 
f 4 1 a »* j ■ Nnntial.dtiMie zur 
t ! » lllten 1* fi A <V !,*■;«♦ j\ uml 
e tei.I die Itllf 

// . u , /. , i hegeti, 

•‘■■t ?d v >» Ui; in 


Fall.* 


^ t i Jim i! t r* 
V, r j» r I i 1 ‘ 1 
jeiul.te. t»> 


/; 


in die>em 

nd it u ad /. tiureh 
rm» ■■.Jetaea alieiri 

.Iff 1 1 1 it* 

: r U*J1 ent“ 

d,e >pur- 
■um/ nil 
FuHf.tr J, 
P von 


* ! n /v. 


Alsdann drcht man die 


gememsume 


o. h •md < 

.• uru v»*L a 1 m :* 17 i. 

T , l r , ' ■ - • /'Arif,- j i f * •ji/jen-nde 

lkbene dieser btrecken um oiu in ihr ling...;.!.- 1 ;i f,.jj ,, | ; . ,j,. r j ; ., ur 517 

ist die erste projizierende Hhene uni .1.1' •jv.nvhi luui wur .d.irh 
um 90°, obwolil das an si.-h ni.-l.f nutu.eeii- dir-. In d-uen 
iiage U 0 2> 0 und C 0 I) 0 bidder (Jeradfii wmi d.-r S. tanitiumkt 
stimmt, und wean darauf die Dreiiung rii.-kL'niurivr t'.-ma.-i 
geht S 0 in den gesucliten Punkf. N «|„. r . 

3. Eine Ebene r, legt man graphiwh unt.-r und-rm b-t dun-ii die 


■ s „ u- 

wird, 
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beiden Projektionen A'B'C' und A"Tt”n " • ,• 

dreiecks, d. h eines in ^ ” emes Bestimmungs- 

Ecken nicbt einer GeradJ ° 1 g ®. nen ei g e ntHchen Dreiecks, dessen 

im DnendBcken g ' I ‘ 0r “ i W °“ * ber dM » Men 

s tL k»” e d i g :rtfiot e ,t”r B« s , im » MSS . 

Greraden der Dreiectsebene ’j 'f 6 * i l ° h ■> eder 
der anderen ableitea ’ d ‘ e Cme Pro J ek ‘'<>“ .a. 

zw«i S«“n toDliii®'- d * r flrm ' irie d “ rdadesto, 

(Fig. 248), »„d ™rZ“t r P ™ tta *’ Y ' 

diesen Punkten die Aufrisse X" } Y" C" 

auf den entsprechenden Seiten ’ T on „ tA 

fB"C" bestimmt, so muB u" durch ~ 

die voneinander verschiedenen Punkte / i I^T'sr 
X", Y" gehen, die daher u" festlegen. / ’ ! ! J- XP 

Umgekehrt bestimmen die Punkte X" -®r" ! 

1 , wenn u zuerst gegeben ist, die I 

.1 unkte X', Y' und damit u'. Liegt x — -- 

X auf einer Seite des Dreiecks A'B'C' i 
unendlich fern, so muB natiirlich aucb J 
X" auf der entsprechenden Seite yon \ — 

A"JJ"C" unendlich fern liegen. \ j 

Wenn eine der Projektionen des \j \jp> 

Bestimmungsdreiecks in ein uneigent- 
liches Dreieck ausartet, gilt der Satz 2 \^7 

nieht mehr in vollem Umfange, wenn alle ^ 

beide ausarten, uberhaupt nicht mehr. Pig ' m 

4. Satz 3. Sind die Projektionen eines eigentlichen 
Bestimmungsdreiecks einer Ebene eigentliche Dreiecke 
so bcstimmt yon den Projektionen jedes Punktes der 
Bbene immer eine die andere. 

Dean man braucht z. B. durch den GtrundriB P' dieses Punktes 
nur eine Gerade u zu legen (Fig. 248), die den GrundriB des Be- 
stimmungsdreiecks in zwei verschiedenen Punkten X' 7 Y' trifft und 

™„ X '’ r ^ uf den entsprechenden Seiten im AufriB die Aufrisse 
X , Y zu bestimmen, so muB P" auf X"Y" liegen. 

Jetzt konnen wir die Aufgabe losen, den Schnittpunkt einer 
gegebenen Geraden g mit der Ebene eines Dreiecks ABC zu 
bestimmen. 

Es seien A'B'C’ und A"B"C" eigentliche Dreiecke fFig. 249j. 
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Sie enthalt unendlieh viel Gt*rail»-n, nv.d ail.- haln«u <i /.nr .T.sten 
Projektion. Unter diesen Germlen ist un.-h *Ii«* Schi itt^ rad- n von /, 

m it der I )reiouksebeue. uml dor Sobnitt- 
jmnkfc von u nut *j ist zugleieh tier 
Sehnittpunkt > v««u n in i t «i«*r I heioeks- 

ebene, den wir surheu. 

Zu n\ das lint *j idmthrh ist . liiBt 
sich ri* n:u*Ii Sal/ 1? i *#- nmiurn; tier 
Schnitf jmnkt \«»n T in if >/' soj V\ Bf ». 
stinmit man zu S" d«*u GnmdnB S' auf ij } 
so stellt N\ S’' don on Pnnkt H 

dar. I)«T Fall, daB auoh n nut *{' /ti- 
sanimenfallt . also S unbevt mini! u ini. 
kann hei eigent Ii«*li*»it lb* limmuuu>drei 
erken A It ( , I I* ( nur * • i ut reten, 
wenn // m it u i»lej tmoh i^t , am*, m dor 
Khene dos 1 hvi> oks I * irt 
In den beiseite gelassenon Au-uahm* fa Urn in « i j * * L ^ u n so 

leiclit, daB wir dabei nidit zu venveilen bramdief:. 

5. Dagegen sollen noeh die Si»*btliark»'it^\«*ri.iilt m * n !■ u.rur lf-ID 
unter der Voraussetzung aufgekTart worden. daB da bivieek . I It( 
aus diinnem, nur sehwneh durehsiehtitren k;u !" an •< dmidm isi 
(vgl. § 83, 3. uml 5 . ). Im GrundriB wird tar d«*r V*<, \ u ; dor* dto 

yon II l in erheblicher Feme si«*li befin dumb n Zu honor Droark 
immer einen Teii der Geraden n von dom P.nhi* v n -:n bo, Token 
sclieinen. Um zu entsdidden, welohor Toil k: v. ird. • «*! * n wir 

im GrundriB an die Stello, \vn //’ dio S»*;to It ( Moth 1 : n V f‘d |. 
Dicser Punkt werde, als GrundriB oinos Fu: kto v « . n >i, rri M be 
zeichnot, als GrundriB (duos Punktos \<»> lit !; .u \ Im \utriB 
zeigt sieli dann hoi unseror Anlage dor ITmr. daB \ in 1 *, .Per //, 
liegt als My da X einen groBoivn or.-len Tatela nd ; i M a dV, oisf, 
Der Zuschauer fiber Il\ wird also X n;ih**r olo-n a! M. 1 «• rude n 
wird also bei X* ------ M' srhoinbar unter das Id- trot,.;:, umi die 

S telle 31. S wird vom Dreuet'k ImmIooI-., r-r » * 1 i * * : 1 1 . n Da. »/ i,*j s das 
Dreieck durcbdringt, so muB von S' be ) “ u .d v.o.ter dn Gerade 
fiber das Dreieck treten. Dainit ist dor GruudnL* eiTd.-t 

Zur Beurteilung dtis AuiVissts*. muB man >n-ii naoh ' del* 

Tafel im Unendlichen oder wenigsfons in erhi*bl:e|;**r I ,uf ‘oniums: aut- 
stellen. JEs fragt sich dann, ob an tb*r Stelie ( t t It d* ; Aui’ri>;o*s, 
wo (f die Gerade B"C" trim , dio Gerade hinter d;m Dn look trill 
oder davor. Bezeichnet (/' diese Stelie als AufnB oines Punkten 
von BCy and IV' als AufriB eines Ibmkfo^ v«»n //, so /e v„A der 
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GrundriB, daB JR' groBeren ersten Tafelabstand bat als Q'. Der 
Punkt JR der Geraden wird also den Punkt Q des Dreiecks verdecken, 
die Gerade liegt dort vor dem Dreieck und ist demnacb auszuzieben 
bis nach S", wo sie auf die andere Seite des Dreiecks iibergebt und 
yon ibm yerdeckt wird. Dieses Beispiel zeigt das Verfabren, das 
bei Sicbtbarkeitsfragen im allgemeinen immer zum Ziele fiibrt. 

6. Von den Geraden einer Ebene sind unter anderen diejenigen 
im Zweitafelsystem ausgezeichnet, die zur ersten oder zweiten Tafel 
parallel laufen, die ersten oder zweiten Tafelparallelen oder 
Hauptlinien. Durcb jeden Punkt einer Ebene geht immer nur 
je eine Hauptlinie der beiden Arten, es miiBte denn sein, daB sie zu 
einer Tafel parallel ist, wo sie dann unendlieh yiel zu ibr parallele 
Geraden entbalt. 

Satz 4. Eine erste Hauptlinie bat die zweite, eine zweite 

Hauptlinie bat die erste Projektion zur trennenden 

Acbse parallel. 

Nimmt man den zur Acbse parallelen RiB einer Hauptlinie will- 
kiirlicb an, so kann der andere nacb 3. sofort konstruiert werden. 
Zu den Hauptlinien einer Ebene geboren ibre beiden Spurlinien, 
die Scbnittgeraden der Ebene mit der Tafel, die dadurcb aus- 
gezeicbnet sind, daB immer eine Projektion derselben auf 
der Achse x liegt. Auf den Spurlinien miissen naturlicb 
die gleicbnamigen Spurpunkte aller Geraden der Ebene 
lie gen, und wenn eine Ebene durch ein Bestimmungs dreieck ge- 
geben ist, so iindet man die Spurlinien 
als Orb der Spurpunkte der Dreieeks- 
seiten. Die Spurlinien treffen sicli 
auf der Acbse x, oder sie sind 
parallel. 

Ist eine Ebene 7] durcb ibre 
Spurlinien e lJ e 2 gegeben, und auBer- 
dem von einer Geraden u dieser 
Ebene der GrundriB u, so gebt die 
allgemeine Konstruktion des Aufrisses u" 
von u y die aus Figur 248 zu erseben ist, 
in die der Figur 250 xiber, wo die Ge- 
raden e x und e 2 die Rolle der Geraden GA 
und GB der Figur 248 iibernebmen. 

Gleicbzeitig zeigt diese Figur, wie man 
zum GrundriB eines Punktes P der Ebene den AufriB findet 
und umgekebrt. 

LaBt man in Figur 250 den Punkt X auf e 2 oder Y auf e t ins 
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Unendliche riicken, so geht u in pine or*to Hsuiptlini** h x bozw. in 
eine zweite iiber, tuid die Koustruktion von /'" uu- /'' odor von V 
aus P" nimmt die einfachen, viol gobruueliten Forinon Figur Ik") la 



Fig 251. 


und 251b an. Alle diese Konsfruktionen wind iiiittels ernes Hehriig 
bildes leicbt direkt abzuleiten, wodurrh hip sehr iili<*h warden. 


7. Ihre wicktigste An wen dung linden die Hauptliiiien bei Auf 
gaben iiber Parallelismus und Orthogonal it sit. 

Satz 5. Parallels Ebenen hnben j> a r a 1 1 §* 1 «* Hauptlinien 


(und Spuren, vgl. § 8S ; Satz S) ? deun \ 
parallelen Geraden geschnittcn , also ; 
parallelen Ebenen. 

Die Aufgabe, zu einer gegelu 
gegebenen Punkt (5 die Paralielel 



Fig. 252. 


93" so annehmen, dab 
Grundrisse W, S3' bestimmen. Es 


ie werden von jedm* Khene in 
inch von den m einer Tafel 

lieu Khene tf dureh iMlli'Il 
»ene z u Ieg**n, labf >irh gun*/, 
allgeinein so |/«s#*n : Die Khene 
(f sei durrli do* Kisse der 
Eeken ein»*s Best inuuuugsdrei- 
eeks A I > ( gegehni 1 Fig. 252 1; 
hi r miseren /work ifemigen 
die 1{ isse n f n * mid h\ h * der 
zwei Srit m a und //. Zieht 
man einfaeh dureh t5 ’* die Ge 
raden a ' n , h I* \ durrli IT 
entspreehend a* u\ h It* y so 
sind a', und b\ b" die Pro- 
jekfionen zweirr Geraden a 
und b, die zu <i parallel sind, 
(lurch i£ gehen und folglieh 
die Parallelidiene i i 7U <f iest- 
legm. Man kann norh zur 
Krhdliung der A nsrhaulirhkeit 
auf a" und b" die Punkte 91", 
-vird, und da/.u auf a' und b' die 
ist dami modi 9P4V A' It'. Das 
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Bestimmungsdreieck SISK von rj ist daher dem Dreieck ABC ahn- 
licli und zu ihm ahnlich gelegen. 

Ein Spezialfall dieser Losung ist die folgende, die <p durch die 
zwei Spuren f l7 f 2 gegeben sein 


laBt (Fig. 253). Das sind wieder 
zwei Geraden a 7 b, nur in sehr 
spezieller Lage: f t ' = f l7 /*/' = x\ 


U 


fz" = und wie in 


Figuf 252 ziekt man dnrck K' 
die Parallelen zu den ersten >4 
Rissen f l7 x 7 durch K" die Paral- 
lelen zu den Aufrissen x 7 f 2 
dieser Geraden. Dadurch ist r\ 
festgelegt. Diese Parallelen sind 
Hauptlinien. Man erhalt also die 
Spurlinien von rj durch Kombi- 
nation der Figuren 251 7 d. h. 



indem man durch die Spurpunkte jener Hauptlinien zu f t und die 
Parallelen e 17 e 2 zieht. 


8. Wichtiger sind die Hauptlinien zur Losung der Aufgabe: 
Aus einem Punkte P auf eine Ebene vj das Lot zu fallen 


(Fig. 254). Dieses wird zu jeder Ge- 
raden dieser Ebene senkrecht sein, 
folglick auch zu ihren Hauptlinien. 
Nach § 83 ; Satz 9 und 11 steht daher 
die erste Projektion des Lotes 
auf der jeder ersten, die zweite 
Projektion auf der jeder zweiten 
Hauptlinie senkrecht. 

Zur Ersparung von zwei Loten 
legen wir den AufriB h" einer ersten 
Hauptlinie h parallel zur Achse x 
durch A" 7 den GrundriB k' einer zweiten 
Hauptlinie k durch A parallel zu x 7 
bestimmen zum Schnittpunkt H" von 
fi," mit B"C" den GrundriB H' auf 
B'C'j ebenso zum Schnittpunkt K' 
von Ic mit B'C f den AufriB K " auf 
B r 'C". Die Lote aus P ' und P" auf 
AK' 7 A'H." sind dann die Risse des 


JB " 



Fiomr 249 enuittelt wird. 



Sehr einfach muB diese Konstruktion imtiirlirh werden, wenn 
die Richtung der Hauptlinien unmittelbar gegeben ist, z. B. dureh 
die Spurlinien e i7 e 2 der Ebene. Die Projektionen / * l <l»*s Lutes 
sind dann einfacli die aus P' aul ^ uml aus P an! m gef allt.cn 
Senkrechten (Fig. 255). Der Schnittpunkt S vcm l mil der Hbene rj 
wird genaa wie im allgemeinen Fade gefunden: Man betmehtei f 
als GrundriB u einer in 77 gelegenen Geraden and konstruierl zu den 
Schnittpunkten X' } Y' von u mit e x ' <\ und der Arhse x r,,' die 
Aufrisse X", Y" auf x - und m m". Dann ist X”Y'~' der 
AufriB u" von u, der l" im Aufrisse S” deg Puuktes S trill'!. Ls 
empfiehlt sich ? die auf die Spurlinien gegnindeten Projektionen aueh 
einmal unmittelbar aus der Ansehauung miltels nines Sehragbildes 
herzuleiten. 




9. Yerbindet man Figur 255 mil; Figur 25 :; h i.»der a*, so erhiili 
man eine Losung der selion in SI, 11. behandelien A ultra be, aus 
einem gegebenen Punkte P auf eine* gegebeno tierade / das 
Lot zu fallen. Zuerst wird man niim li e-H (lurch P di** N ornia lehene. 
auf l fallen, deren Spuren a 17 m auf f bezw. /" smkreehl stehen 
miissen (Fig. 256). Von diese/ Ebeue kennt man dir dure h P 
gehenden beiden Hauptlinien; es geniigf;, <*twa die ersie- h zu k<m 
struieren : h'±V durch V'. Diese Gerade frilft die* Arhse ./• im 
Grundrisse H. 2 des zweiten Spurpunktes //„ von h; der ersir liegt. 
also auf dem Lote in IP zur Adhse x und auf der ParalMen (lurch 
P zu x. Das Lot durch IL, auf l” ist dann die zweiie Spur m tier 
Noimalebene; durch den Schnittpunkt von e., mil; x 1 « » <jr t, man r j .]. I'. 
Damit ist die Normalebene bestimmt. Ihr Schnittpunkt Q mil der 
Geraden l wird wie S in Figur 255 gefunden. 
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10. Die Scbnittger ade zweier Ebenen ist bekannt, wenn 
man zwei ihrer Punkte angeben kann. Dm also eine Ebene a mit 
einer Ebene (5 zum Scbnitt zu bringen, wird man entweder zwei Ge- 
raden der einen Ebene mit der anderen Ebene zum Scbnitt bringen, 
oder, falls gewisse Scbnittpunkte unzuganglicb werden, die Schnitt- 
geraden von a und /3 mit einer oder zwei Hilfsebenen bestimmen 
und ihre Scbnittpunkte konstruieren. Neue Metboden treten bei 
dieser Aufgabe nicbt auf. Sind die Ebenen cc und /3 durcb ibre 
Spurlinien a t , a 2 und b l7 b 2 gegeben, so ist der Scbnittpunkt S 1 von 
a t und b t der erste, der Scbnittpunkt S 2 von a 2 und b 2 der zweite 
Spurpunkt der Scbnittgeraden. 

In Figur 257 ist der besonders ungiinstige Fall erledigt, daB 
diese Punkte 8 1} S 2 unzuganglicb sind. Man nimmt dann eine erste 
Hilfsebene parallel zur ersten Tafel an 
die also a und /} in zwei Hauptlinien 
h , h scbneidet. Ibre Aufrisse h'\ h" liegen 
auf der zweiten Spurlinie dieser Hilfs- 
ebene, die parallel zur trennenden Acbse x 
verlauft und beliebig angenommen werden 
kann; nacb Figur 251 werden dazu die 
Grundrisse h\ Ic konstruiert. Diese treffen 
sicb in einem Punkte L\ dem GrundriB 
des Sehnittpunktes L von h und h. Sein 
AufriB L" liegt auf h" = h". — Ganz 
ebenso legen wir eine zweite Hilfsebene 
parallel zur zweiten Tafel an. Sie 
scbneidet a und /3 in zwei zweiten Haupt- 
linien u 7 Vj deren Grundrisse u 7 v auf eine 
zu x parallele Gerade fallen. Diese konnen wir willkiirlicb annebmen. 
Die Aufrisse u", v" findet man dazu nacb Figur 251. Ibr Scbnitt- 
punkt sei W". Bestimmt man dazu den GrundriB W' auf u = v, 
so sind W', W' r die Projektionen des Scbnittpunktes W von u und v, 
der den Ebenen a und /3 angehort. Durcb L und W ist dann die 
Schnittgerade von a und /3 grapbiscb bestimmt. 



§ 86. Drehung und Tafelverschiebung. 

1. Zum Gedankenkreise des § 84 zuriickkebrend wollen wir jetzt 
etwas scbwierigere Bewegungen untersuchen, und zwar zuerst die 
Drehung projizierender Ebenen urn eine Spur. Diese Drebung 
gilt im allgemeinen den Gebilden, die in einer solcben Ebene liegen. 
flanfio AS nhar a, neb wlinscbens wert , einen beliebigen, mit einer 
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projizierenden Ebene starr verbundenen Korper an dirser Drehung 
teilnehmen zu lassen, wobei man sieh diesen Korper auf diese Kbene 
senkrecht projiziert denkt. Das liiuft damns hiuaus, daB man die 
Ebene als. neue Zeiclientafel betrachtet. Han/. allgemein haruleit es 
sich also darum, eine Zeiclientafel auf der anderen zu versrhieben 
nnd zunachst einmal zuzusehen, wie si<*h dabei die Projektionen des 
Korpers verhalten. Die Drehung des Korpers soil dann unsit naehstes 
Problem sein. 

2. Verschiebung einer Tafel senkredit zur anderen. Kin VViirfel 
mit anfgesetzter Pyramide, der auf // 1 ruht, sei in l! x und /A, dar- 
gestellt (Fig. 258). Die trennende Aehse sei jetzt au.sfilhrlieher mit j' v , 

bezeiehnet. Wir batten nun 


6 ’" 



i/ r test und versrhieben / A, y 
immer auf ll x seukreeht, in 
eine neue Luge deren 

erste Spur wir urns will- 
kurlieh vorsehreiben kdnnen. 
Ks Hollen die Projektionen 
des Korpers in Bezug auf 
die Tat'elu //, u rid /A, dar- 
gestellt werden. Man kann 
die Saelilage aueh einfaeli 
so auffassen. daB an Sfelle 
von /A, eine neue, ebenfalls 
auf //j Senkl’erlde Prnjek- 
tionsebene /A, <ingelulirt 
werden soil, deren trennemle 
Aehse./'j ; sei. In Bezug auf die 
1 afeln / / , , /A. soil dann der 
Korper dargest ellt 
el IiiBi man die 
t ) be rsei \ e be i b 


n. 


wen 
a n <1 e re 
•ha 1 ten 


Be:i der Verschiebung einer Ta 
nicht veriinderte Tafel stets ihre 

Dann ist zui Bestiimnung der neuen (hiadmnfenemteilumjr des Kanmes 
nur nock zu vereinbaren 7 welche Seite von /A, als \ ordorseiie gelt en 
soli. Das sei geschehen. In der Figur maeht man das ersiehf lieli, 
indem die Halbebene von II j die deni ersten Quadranien des Svst ems 
n i> T h angehort, in der Nahe von a lt , die Marke II { erhiilf. \immt 
man auf dieser Halbebene von Hj Stellung, so win! die obere Halb 
ebene von JT 3 nach hinten umgelegt, fallt also a.uf die andere Halle 
ebene von il 1? die Marke II, erhiiit, (Fig. 25*j. Diese mit: i/, mar- 
kierte Halbebene von J7 X wendet uns also die Vorderseite von IL X 
zu ; soweit 


angehort. 


diese deni ersten Quadranten des neuen Zweitafelsystenis 
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Der V ollstandigkeit balber ist in Figur 258 aucb zu beiden Seiten 
von x 12 durcb die Beiscbriften II 17 I7 2 angegeben worden, welche der 
beiden Halbebenen zu beiden Seiten von x 12 die vordere Oberflacbe 
von oder die obere Vorderflacbe von JT 2 darstellt. 

3. Nacb diesen Festsetzungen macht die Darstellung des Wurfels 
nun keine Scbwierigkeiten mehr. Die erste Projektion bleibt 
naturlicb dieselbe, da der Wiirfel seine Lage zur ersten Tafel 
nicbt geandert bat. Fassen wir irgend eine Wiirfelecke P ins Auge, 
so wird also ibre dritte Projektion P"' auf der durcb P r auf x 1B 
gefallten Senkrecbten liegen. Da der erste Tafelabstand des Punktes P 
geblieben ist, der nacb § 83, Satz 2 durcb den Abstand des P unk tes 
P" von der Acbse x 12 gemessen wird, so muB aucb P r " von x 13 
diesen Abstand baben, wodurch P'" auf der soeben gezogenen Senk- 
recbten festgelegt ist, sobald wir wissen, nacb welcber Seite von x 13 
der erste Tafelabstand abzutragen ist. Da gilt die einfacbe Regel, 
daB die dritte Projektion eines Punktes mit seiner ersten 
Projektion auf derselben Seite von x 13 liegt oder nicbt, je 
nachdem die zweite Projektion und die erste auf derselben 
Seite von x 12 liegen oder nicbt, denn diese Regel sicbert uns 
nacb den Ausfubrungen in § 83, 1. die Lage von P im ricbtigen 
Quadranten. Nacb dieser Regel ist in Figur 258 der Wiirfel dar- 
gestellt. Denkt man sicb umgekehrt die erste und dritte Projektion 
des Wurfels als zuerst gegeben, so zeigt dieselbe Figur, wie man 
ruckwarts die zweite Projektion erbalt. 

4. Drelmng urn eine Hauptlinie. In § 84 baben wir geseben, 
wie sich die Drehung eines Korpers um ein zweites Tafellot grapbiscb 
ausnimmt. Die zweiten Tafellote geboren zu den ersten Hauptlinien, 
ci. b. zu den Geraden, die mit der ersten Tafel parallel verlaufen. 
Jetzt wollen wir einen Korper, etwa einen Wiirfel, um eine beliebige 
erste Hauptlinie s, die nicbt zugleicb zu IL senkrecbt ist, dreben, 
und zwar sei der Drehwinkel sowie der Drebsinn vorgescbrieben. 
Yon der Hauptlinie s seien die erste Projektion s' und der zweite 
Spurpunkt S 2 gegeben. Diese Aufgabe fiibrt man auf den scbon er- 
ledigten Fall zuriick, indem man eine neue, zu s' senkrechte Ebene JT 3 
an Stelle von il 2 als Projektionsebene einfiibrt, in dem Sjsteme 
n t , n. j, in dem jetzt s ein drittes Tafellot ist, die Drebung ausfiibrt 
und aus dem ersten und dritten RiB des gedrebten Korpers nacb 
Nr. 3 den zweiten RiB rekonstruiert. 

In Figur 258 ist x 1$ als beliebiges Lot auf s angenommen. Den 
Gang der Konstruktion verfolgt man am besten an einem Punkte P, 
der mit dem Wiirfel starr verbunden an der Drebung teilnimmt. 
Aus P' und P" findet man P'", indem man aus P' auf x 13 
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In dieser Weise verfahrt man mit alien Eckpnnkten des Wtirfels. 
Um eine IJberladung der Figur mit Buchstaben zu vermeiden, sind 
die Ecken des Wtirfels in der dritten Projektion vor der Drehung 
ohne Benennung geblieben. Zur Einubung des Yerfahrens tut man 
gnt, alle acht Ecken des Wtirfels auf diesem Wege lu konstruieren. 
Praktisch wiirde ja die Konstruktion dreier yon einer Ecke aus- 
gehender Kanten ausreicben; die tibrigen ergeben sich daraus durcb 
Konstruktion von Parallelogrammen. 

6. Aufgaben mit einer Hilfstafel. Die Einftihrung einer 
projizierenden Ebene als Hilfstafel wird sick tiberall da bewahren, 
wo eine Aufgabe bei spezieiler Lage zu den Tafeln leicht losbar ist 
und die Ebene der Hilfstafel mit dem darzustellenden geometriscben 
Gebilde in ausgezeichneter Weise yerkntipft ist. Soli z. B. aus einem 
Punkte A auf eine durcli ihre Spuren e 1} e 2 gegebene Ebene rj das 
Lot gefallt und seine wabre Lange bestimmt werden (Fig. 260), 
so spielt sicb die stereometriscbe Kon- 
struktion des Lotes ganz in der durcb 
A gekenden Ebene U 3 ab, die auf e x 
senkrecht stebt. Diese stebt dann auf 
n x und auf tj senkrecbt und schneidet rj 
in einer Geraden u, auf die man yon A 
aus das Lot zu fallen hat; dieses liegt 
also in U 3 . Diese Ebene werden wir 
dalier als Hilfstafel U 3 statt U 2 ein- 
ftibren; ihre erste Spur x 13 ist das Lot 
A'F aus A' auf e l7 ihre zweite Spur 
x 23 stebt auf der trennenden Acbse x 12 
von n t und 77 2 senkrecbt, und zwar wie 
immer in dem Punkte X, in dem x 12 
yon der ersten Spur x 13 getroffen wird. 

Klappt man nun JI 3 um x 13 in die 
Tafel n i? so wird die mit II S starr yerbunden gedacbte Gerade x 2B 
in eine neue Lage x 23 ' J_ x 13 kommen. Der Scbnittpunkt S yon 
x 23 mit e 2 , der in der Tafel il 2 liegt, fallt dann als S'" auf x 23 , 
und zwar wird XS"' = XS. Dalier ist S"'F die dritte Projektion 
yon u. Mit anderen Worten: Die Ebene I7 3 schneidet die Ebenen 
J7 1; I7 2 und 7 ] in den drei Seiten eines Dreiecks FXS } das wir 
um FX in die Tafel n t umgelegt haben. In U 3 liegt nun aucb 
A, und zwar stebt AA' auf der Drebachse XF senkrecbt. Also 
erbalt AA' durcb die Umklappung die Lage A'"A'Ax 137 wo A'" A' 
gleicb dem Abstande des Puuktes A" von x 12 ist. Alles das hatten 
wir scbon an Fisrur 258 kennen ffelernt. Fallt man ietzt A'"B"'A. S'"F } 
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so ist A'"B"' die Unilegung de* I.o!«-s him /nub ;* h «ii»- L'mge dj,,^ 
Lotes in ihrer wirkliehen « t r*”*li* Wit fail**?! him It , t () li|m 

ist IF der Grandriii <U\s FiiUpunkr*^ \«*n /♦* I, w *i d»*r A ufrilJ jf 
von I? kann nun imeh Figur :F*j )» nnJ.wn llimt ^ 

Gerade B"'B' als GrundriB *-inw *uM»*n ll.uj.r - i. «i if,«h /»* auffaBt 
in dem Sehnittpunkte von // 7F is- it ;i;!' da- L»»i mTiiditet 
und durch seinen Sehniftpunk! imf • } /a ^ *).«• FarMirA Auf 

dieser muB B” liegen. i in Fail** V *■* - r *-n - * a**r mv Kontndle 
kann man aueh aus F auf x da> !.«*! i a.i« n * 1 : 4 n ! utajmnkt 

mit 8 verbinden. I >i«*s«* G»»rad«\ d< r AufYili # ^ n t, \»\ **; fi /Reiter 

Ort flir IF' (vergl. Fig. lF»M , 

7. In Figur 2Gu int S^’FX «l*u Wink*d, <j.-n »b** Kheii** , m! ^ 

il* bildet ? die nogenannle rrM*' TatVijo- ,* d- * | # pjj r 
die Konstruktion der < a r ■ . ; * i<., r f 

ergibt sich daraus folgeinFH WrJShr.-n ! " \ Mll 
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der trennenden Ach.se x 12 senkrecht und trifft sie in einem Punkte N, 
durch den die zweite Spur n 2 geht, die mit x 12 den Winkel co ein- 
schlieBt; nimmt man umgekehrt n t 
und n 2 mit diesen Eigenschaften 
an, so hat auch v die richtige 
Tafelneigung, und wenn man zum 
Schnittpunkte A" von g" mit n 2 
auf g r den GrundriB A' konstruiert, x± 
so geht v auch durch den Punkt 
A von g. Yon dieser einen richtig 
geneigten Ebene durch A gelangt 
man zu alien, indem man v mit 
AA r starr verbunden denkt und um 
dieses erste Tafellot rotieren laBt. 

Dabei behalt die Ebene v immer 
ihre erste Tafelneigung co bei, und Fig. 263. 

ihre erste Spur dreht sich um A', 

umhullt also den Kreis x mit dem Mittelpunkte A\ der n x beriihrt. 
Die ersten Spuren aller Ebenen durch A von gegebener 
erster Tafelneigung umhullen demnach diesen Kreis. 

Die gesuchte Ebene rj nun soil nicht nur durch A gehen, sondern 
durch g selber, was sicher der Pall ist, wenn sie durch noch einen 
Punkt von g geht. Als solchen wahlt man etwa den ersten Spur- 
punkt G l von g. Durch diesen muB clann auch die erste Spur von i] 
gehen (§ 85, 6.) und ist somit als Tangente aus G t an den Kreis 
in zwei mogliche Lagen c\ und f x bestimmt. Es gibt daher zwei 
Ebenen 7 ] und <p von der verlangten Art. Um die zweite Spur- 
linie e 2 von i] zu finden, legt man durch A' die Gerade h'\\e 1 und 
faBt sie als GrundriB einer ersten Hauptlinie durch A in rj auf; ihr 
AufriB h" ist durch A" parallel zu x 12 zu ziehen. Auf ihm liegt der 
zweite Spurpunkt ll 2 . Durch diesen muB e 2 gehen und die erste 
Spur in ihrem Schnittpunkte E mit x 12 treffen. Ebenso zieht man 
durch A die Gerade k'\\ f 1} bringt sie in E ' mit x 12 zum Schnitt, er- 
richtet in K 2 auf x 12 das Lot und ermittelt seinen Schnittpunkt E 2 
mit der durch A' zu x l2 gezogenen Parallele h" = h". Dann ist FK 2 
die zweite Spur f 2 von cp. Damit ist die Aufgabe gelost. 

9. Aufgaben mit Drehung um eine Hauptlinie. Ein 
Dreieck ABC ist durch seine Projektionen A'B'C ' und 
A"B"C" gegeben; man soli seine wirkliche Gestalt ermitteln. 
Ware das^ Dreieck zur zweiten Tafel parallel, so ware es kongruent 
zu A"B r 'C". Um diese Tatsache zu verwerten, dreht man das Dreieck 
TP.Katia liftormide zweite Hauntlinie , deren GrundriB 
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7/|]a? beliebig angenommeii wcrclen kcinn , zur Im spm iing '‘iucu Lotos 
etwa als Parallele zur trennenden Achse x dureh fine Kck»* A'. . Doch 

wollen wir in Kigur 2G4 auf diese 
Bequemliehkeit verziehten; // trifffc 
zwei Heiten A'Jt'O* in X f mid ¥'• 
zu diesen Grundrisseu bestimmt 
man die Aufrisse X", Y" in be- 
kannter Weise, und ihre Verbin- 
dungslinie If ist der AufriB von h. 
Bei der Drelmng von A lid um h 
beschreibt jede Eeko des I)rei- 
eck8 y zuin Beispiel (\ emeu Kreis, 
(lessen Ebene auf h und damit 
auf //„ senkreeht. steht. Die Pro- 
jektion ( von (' bewegt nicrh 
also auf einer zu A" senkrerhten 
Geraden der Zeiehenebene. Eh 
folgf allgem «»in: 

D relit Hit'll eine Ebene um 
eine ilirt*r ersien t oder z weiten) 
Hauptlinien, so bewegt sir h 
die erste (zweile) Projektion 
jedes ihrer Punkte auf einem Lote zur Projektion dieser 
Hauptlinie. Man sieht sofort: Zwischen den ersten (/.weiten) 
Projektionen der ursprungliehen und der ged re h t on Figur 
besteht Affinitiit mi t der Projektion der Hauptlinie nis 
Affinitatsacbse; die Affinitiitsrichtung isi dazu sen k re edit. 
Es kommt demnaeli nur darauf an, von einem Eekpunkte, efua (\ 



die Endlage 


C 0 " der 


h" 


zu linden, 
der AufriB 


r 


zweiten Projektion ('" zu tinden. r" bewegt 
sich auf dem Lote 0"F"A_. .!"• bier isi F" der AufriB des MitteF 
punkt des Kreises, auf dem sieli (! bewegt, Denken wir uns den 
GrundriB F r auf li hinzu — zur Konstruktion isi er nir hi. notig 
und betrachten wir C" als AufriB If tunes Punkt.es />, (lessen 
GrundriB U ebenfalls auf U liegt, so zeigt tier GrundriB, was aueh 
geometrisch einleuchtet, daB das Dreiec.k (11) F bei D einen reehten 
Winkel bat. Die eine Kathete (!J), denm Endpunkte denselben 
ersten Tafelabstand haben, erscbeint im GrundriB in ilirer wahren 
GroBe, die andere T)F im AufriB. Dalier kbimen wir die Hypo- 
tenuse GF } den Radius des Drehkreises, linden, indem wir etwa in 
G auf G F das Lot G"D * = G' 1 )' errichten; F" If isi dann tier 
gesucbte Radius, mit dem wir um F" den Kreis sehlagen. Er triift 
F"G" in dem gesucbten Punkte C Q ", dem AufriB d<‘s gedrehten 
Pnnktes. 
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Bis kierker ausgefnhrt lost diese Konstruktion zu- 
gleiek die Aufgabe, die wakre GroBe eines Winkels aus 
seinen Projektionen zu finden, denn X"C Q "Y" ist die wahre 
GroBe von X"C"Y". 

Nack der Bestimmung von C 0 " sind A 0 " und leichter zu 
finden: Es liegt A Q " auf C 0 "Y" und auf dem Lote aus A” auf 
ebenso B 0 " auf C 0 "X" und dem Lote aus J5" auf h". Die Grand- 
risse -4 0 ", J3 0 ", C q " liegen natiirlick auf //. 

Dieselbe Aufgabe ist in Figur 264 durch Drekung urn eine 
erste Hauptlinie gelost. Statt der Hauptlinien kann man selbst- 
verstandlick auck die Spuren verwenden. 



10. Weitere Aufgaben, die durck Drekung um eine Hauptlinie 
zu losen sind, werden uns im naeksten Paragrapken begegnen, wo 
die bei der Drekung immer auftretende Affinitat untersuckt werden 
soil. Jetzt wollen wir uns zum Scklusse nock mit einer Metkode 
besckaftigen, die als Aufklappung bezeicknet werden konnte. Die 
zu drekende Ebene soli namlick nickt in eine Tafel gedrekt werden, 
sondern sie soli umgekehrt aus der Tafel kerausgedrekt und auf- 
gericktet werden. Das Verfakren kommt unter anderen bei folgender 
Aufgabe zur Anwendung: 

Ein Dreikant aus seinen drei Flackenwinkeln a, p, y 
zu konstruieren. 

•n^ ft mit der Snitze 8 rnoge etwa in IT. Legend 
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angenommen wertlen. W n It-gt-n glt-nli u utt.l / tliinin, xu <laB wir 
im Grundrisse von Hgur -*»*» da- I 3 kani aiiHmnamlergnbreitefc 
liegen sehen; a und (i stolen lungs r awdnawW, ,i und y Jf in g 8 fl '. 
die freien Schenkel /#/* und A,, u uni a und ;• vrrrdrn, w**mi wir a 
um c und y mn a in rirhtiger WrLe ilndini. /Ji-aimmmfulltm in die 
Kante b, auf deren Ivon-trukt uni allrs unknmint X n dem Knde 
nehmen wir auf A ,° und A die Punkt** P," und P *' in ghichem 
stande von A>' an, .so dali ? wmn tin* A uf kl;tjijmm*r un\ <■, und y gliiekt 
P x ° und P 2 ° in einom Punkie P v.m A /usaTuuiriifiillim. Bid der 
Drehung von P,° um S' besehreihl ao**r *i i’unkt tinius Kreis 
dessen Ebene auf r senkreeht s!*ht, -mm* rr.Hfr Prujektimi bewegt 
sich also auf dem Lute uus l\' auf G Kbrn-n bewegt nick 
der GrundriB des sicli drehenden Pintkt*s P M auf d»*m Bote aun 
seiner Anfangslage P.f auf n\ Daher Im-u P no S«*hnit f juinkto 
beider Lote. Durch P' «jr«*ht A. h r Gnu dr B om A mi damit 
gefunden. 

Die zweiten Spurpunkfe .1 und r mm < and r auf der 

Acli.se £ ia . Khe wir deu zweit.-- Sj‘U|umkt /;, \.e A linden, 
wir den AufriB P" vmi P' kronen, uu/u un dm Kmntnis den enden 
Tafelabstandes von P nntig it. I'm dm-.-n /n ii/.di*u t h gen wir 

(lurch X’j,j — P\*P dn* Nnniiuirnrnr out //, und oenutreji sin a.ls 
dritte Tafel J/ a statt In ihr hwegf id- An |A r U /* /• { M *i der 
vorhin besehriehemm Dnditiu**;, i»\nekvr bi al < knu inn den 

Schnittpunkfc M v»»n nut G ai Z« nmuu. nd mu j/p*» a [ iS 
Radius. Diesen Krris iegrn u ir um ui do- /.«■ » * f . « * n* A* Damn fiillt; 

auch PP' als Lot P"'P‘ auf P,“P m da . Id. , . sn ,t i, ann Dm- 

struiert werden. Der Srhnitt j.unkt . j.-t.. M • .;•■! 1 luvisv ist 

2 } und / I ist der nv>ueio*' er ?e I ;*u d i.n •* ,, ,n<i In diesein Ah- 

stande von ,r v > liegt P" . D.um : t - /* \ , :n B A’ V nn A. 

und der zweiie Sjmrpunkt /A mm A dou.n uu? «,um-es an* 

grgeben werdmn 


S ,s< - A liimtat im Zn ritaf«*ls\ st< 

L Bis jidzt haben wir den lb- • d* •: \G 
gehenden Ifinweisen al^grsehen ^ nut \«: it iu run» 


Hr "it; 

'i. f \u-.u : ,t. •• 

* <11 v urtibrr- 

i: \;. i 

• -lit 

'lassen, uni 

t'r.um-; : 

‘-br**;iF n;<e/ln*!i ■; 

t ebuiientar 

w;r je« 

i‘ "di d;e knilllrii 

- der Bara- 

\ • »rau - 

• • t /eli , iiili till • 

ilie daraus 


« .i./uDttt VUI 

kommen, die wichtigstcu Fill! 
tzuheben. 


* d*'." \ ork< Uiino'it 


Mrd darauf am 
A 1 linitiit hervor 
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Sclion in § 85, als wir die Beziehungen zwischen Grnndri& 
und AufriB von Punkten und geraden Linien, die in einer Ebene rj 
liegen, untersuchten, hatte bemerkt werden konnen, daB diese 
Beziebung die definierenden Eigenschaften I, II, III der Affinitat 
(§ 79, 4.) hat: 

I. Von jedem Punkte der Ebene r\ ist die eine Projektion 
durch die andere eindeutig bestimmt; 

II. beschreibt die eine Projektion eine Gerade, so tut es auck 
die andere; 

III. die Geraden, die die beiden Projektionen je eines Punktes 
verbinden, sind zueinander parallel, namlick senkreckt zur 
trennenden Ackse x , 

wobei nur vorauszusetzen ist, daB die Ebene nickt zu einer Tafel 
senkreckt stekt, weil dann die Projektionen der Punkte in dieser Tafel 
auf die Spurlinie fallen. 

Der GrundriB der Punkte der Ebene ist demnach zum AufriB 
affin. Liegt der GrundriB A' eines Punktes A der Ebene rj auf der 
Achse u dieser Affinitat, so daB also A ' mit A " zusammenfallt, so 
gehort dieser Punkt nack § 85, 1. der Ebene an, die den Winkel 
des zweiten und vierten Quadranten halbiert. Da nur den Punkten 
dieser Ebene die Eigenschaft zukommt, daB ikr GrundriB und AufriB 
identisch sind, so ist u der Schnitt von rj mit dieser Halbierungsebene. 
Wir haben also den 

Satz 1. Die Grundrisse und Aufrisse der Punkte einer zu 
keiner Tafel senkrechten Ebene bilden zwei affine 
Systeme; die Affinitatsachse ist die vereinigte erste 
und zweite Projektion des Scknittes der Ebene mit der 
Halbierungsebene des zweiten und vierten Quadranten. 

2. Da jede Gerade der Ebene einen Punkt mit jener Winkel- 
halbierenden gemein hat, so ist die Affinitatsachse leicht zu finden. 

Ist erstens die Ebene durch ein sie bestimmendes Dreieck ABC 
creo-eben, so geht die Affinitatsachse durch die Schnittpunkte X' = Z", 
Y'= Y", Z' = Z", in denen sich B'C r und B"C" 7 C'A' und C' A', 
A'B' und A"B " treffen. Man erkennt einen Spezialfall des Desargues- 
schen Satzes wieder. Wenn die Punkte X', Y', Z' unbequem liegen, 
so nimmt man beliebige Geraden der Ebene zur Hilfe, z. B. auch 
die Tafellinien. 

Wird zwei tens die Ebene durch ihre Spuren e x , e 2 gegeben, 
dann ^eniigt zur Festlegung der Affinitatsachse u eine einzige Haupt - 
linie: "ihre Proiektionen Ji' h" (i = 1 oder 2) treffen sick in einem 
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Punkte if = H- = E” von. u- ein zweifcer Punkt von u isfc der 


Schnittpunkt E von 


7 

und £>, da auch von diesem Punkte die 
beiden Projekfcionen zusammenfallen. In 
Figur 267 sind die beiden Fiille i = 1 
und i = 2 veranschaulieht. 



3. Der Hatz I wird liberal! mit 
Yorteil anzuwenden sein, wo aus der 
einen bekannten Projektion einer ebenen 
Figur die andere abgeleitet werden soli. 
Es sei z. B. die Selinittkurve einer 
Ebene yj mit einem Kreiszylinder dar- 
zustellen, der auf der ersten Tafel senk- 
reclit steht (Fig. 26H). Der Zylinder 
ist durcb Angabe der Lage seines Basiskreises x in //j festgelegt; 
von rj seien die Spuren e x und c, 2 gegeben. Die Srlmittkurve von 
mit dem Zylinder ist eine Ellipse e y deren (irundriB s' mit z iden- 
tisch. ist. Es gilt, zu s' = £ den AufriB zu linden. Dime Kenntnis 


Fig. 2G7. 





der Affimtat wi'lrde 
man einfaeh zu hin 
reiehend vied Punk- 
ten P\ Q\ . . . von 


s uaeh Figur 2f>0 


oder 2f)l die Aut- 


/ / 
JT<' 


von £ 


ris.se surhen. Raseher 
filhrt uber die Kennfc- 
nis d(*r Aflinitiii zum 
Ziele; man kann 
niimlieli unmittelbar 
die A ehsen der El- 
lipse i" find(‘ii. Zu 
dem Ernie bestimmei! 
wir naeli Figur 267 
die Aehse Ell der 
A Hi nil HI- zwisehen 
(irundriB und AufriB 
mittels einer zweiten 
Hauptlinie A, deren 
( mmdriB h' wir durcii 
den Alittelpmiki: M 

legen. Zu M' nehmen wir den AufriB M " auf h" an. Dann 


Fig. 2GH. 


sind M } M die Projektionen cles Selmittpunktes 31 der Zylinderachse 
mit 7j. Zugleich sind 31' und 31" zwei zuireordnete Punkte in der 
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Affinitat zwischen Grand- und Aufrifi, also ist M " der Mittelpunkt 
yon s". Jedem Paare aufeinander senkrechter Durchmesser yon s' 
entspricht ein Paar konjugierter Durchmesser yon s", und unter 
diesen befindet sicb nacb § 79, 10. eines, dessen Geraden aufeinander 
senkrecht stehen. Das sind dann die Achsen yon s'. Um diese zu 
linden, bat man nacb § 79, 10. das Mittellot auf M'M" mit EH in 
0 zum Schnitt zu bringen und um 0 als Zentrum den Kreis mit 
dem Radius OM' zu legen. Er trifft J EH in zwei Punkten X, Y, 
so daB M'X, M'Y und die dazu affinen Geraden M"X , M"Y auf- 
einander senkrecbt steben. Sind A' und JB' je ein Scbnittpunkt 
yon s' mit M'X und mit M'Y, sowie A" und B" die dazu affinen 
Punkte auf M"X und M"Y \ so sind M"A", M"B" die gesucbten 
Halbacbsen, aus denen die Ellipse s' in bekannter Weise mittels der 
Krummungsradien gewonnen wird. Der weitere Yerlauf der Kon- 
struktion gebt aus der Figur heryor. 

4. Satz 2. Wenn zwei Ebenen rj und tj q , die auf einer 
Tafel n t (i = l,2) nicbt senkrecbt steben, durcb parallele 
Strahlen aufeinander bezogen sind, so sind die Ortbo- 
gonalprojektionen der Punkte beider Ebenen auf die 
Tafel n { zueinander affin, und zwar mit der Projektion 
der Scbnittgeraden yon rj und t] 0 als Affinitatsacbse. 

Denn es entspricbt I. dem Punkte A yon rj eindeutig ein Punkt 
A () von 7] 0 und umgekehrt, und das gilt aucb yon den Projektionen 
A(% A 0 ® dieser Punkte auf iJ £ . Bescbreibt II. der Punkt A eine 
Gerade eg in rj, so bescbreibt A 0 in rj 0 ebenfalls eine Gerade g 0J weil 
der Strabl AA 0 , wenn A sicb auf g bewegt, eine Ebene bescbreibt, 
die rj Q in g Q trifft; wenn also A® in IT. eine Gerade g® durcblauft, 
bewegt sicb A 0 ® auf einer Geraden g^\ Da die Strablen AA 0 fur 
alle Lagen yon A in rj nacb Yoraussetzung dieselbe Ricbtung baben, 
so sind auch III. die Strahlen A®A 0 ® in H { zueinander parallel 
Die charakteristischen Bedingungen der Affinitat sind in n { daber 
erfullt, und da jeder Punkt A der Scbnittgeraden s yon tj und rj 0 in 
der eindeutigen Beziehung zwischen rj und rj 0 sicb selbst zugeordnet 
ist, so ist es ebenso mit der Projektion dieses Punktes auf U £ , die 
Gerade s® ist also Affinitatsacbse, w. z. b. w. 

Nun kann aber, wie wir in § 79, 2. geseben baben, die durcb 
Drebung einer Ebene rj um eine in ibr liegende Gerade s erzielte 
eindeutige Beziebung zwiseben der Anfangslage r\ und der Endlage tj 0 
dieser Ebene immer durcb (schrage) Parallelprojektion yon rj auf r; 0 
erzeugt werden, wobei die Parallelstrablen senkrecbt steben auf der 
Halbierungsebene des bei der Drebung yon rj durchlaufenen Ebenen- 
winkels. Wir baben dann also zwiseben rj und 7i n eine eindeutige 
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Beziehung, die durch. paraliele Strahlen vermittelf wird. I )alu*r ist 
der Satz 2 anwendbar, und wir bekommen so den 

Satz 3. Wenn man eine Ebene him fine in if,r liege IU } e 
Gerade s axis einer Anfangsluge >, in Hut* Endlage r 
dreht, und rj und r ai auf der Tafel // ( (/ l ,„j,. r o , n j ( ,j^ 
senkreeht stehen, so findet zwisehen den Projek- 
tionen der Punkte von », und dorifii dor Punkte von r 
Affinitat mit der Projoktinn von >■ a Is A ffinitiits- 

achse statt. 

5. Da man unter den Voraussetzungen d<-r S-itzo 1' und 3 inimer 

die Affinitiitsaclise angeben kann, so wini es nnr darauf ankuiimien 
nocb zu einetn Punkte den ai'iiiteii zn linden. \\'ie das neKelueht' 
wenn % zu einer Tafel parallel ianft. i-i i„ d#-r Figur Plid an dem 
Punktepaare C", C 0 " oiler in Figur an < . zu nrseheit; ver- 

gleiebe aueb Figur 2f>P. Pagegon wini man im aiLo-meinon Valle 
wo s zu keiner Tafel eine ausgezeielmete I, ago .•innjinuit , *. r st eine 
zu s parallelc und auf //, seukreebte HilPtafoI // >m ntuhren 

6. Der Satz 3 wird am meisten bei dor Futh-guni: .duer ,.|.enon 
Pigur uni die erste odor zwoifo Spur dor Kb.-,,.- ,i , ,, r Fiirur j u die 
erste oder zweite Tafel angewandt, /. 11. w.-u u do w ;i |, r ,. ( i , s t a 1 1 
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also auch auf TI X senkrecht steht; die erste Projektion yon M be- 
schreibt daher, wie wir beim Problem der Drehung um eine erste Haupt- 
linie ausfuhrlich gezeigt haben, in U x eine auf e x senkreckte Grerade 
M'F' A. e tJ und auf dieser wird M' in die Lage M 0 kommen, so 
daB M 0 F' — F'M ist. Es kommt also darauf an, F'M zu finden. 
Diese Strecke ist aber die Hypotenuse in dem reektwinkligen Dreieck 
F'M'M, das wir um F'M' in die Ebene IT X umlegen wollen. Dann 
ist einfack in M' 4 auf F r M r das Lot zu errickten und darauf M'M* 
gleick dem ersten Tafelabstande m des Punktes M abzutragen; M* 
ist die Umlegung von M, und F'M* = F'M die gesuekte Hypo- 
tenuse, die wir nun von F' aus auf M'F' nack der Seite kin ab- 
tragen, nack der M durck die Drehung fallen soil. 

Zufolge dem Satze 3 besteht jetzt zwiscken den Grrundrissen der 
Punkte von rj und ikren Umlegungen, die wie M 0 den index Null 
erhalten sollen, eine Affinitat mit e 1 als Ackse und M 0 M' als Affinitats- 
ricktung. Diese ist zur Ackse normal. 

Die zwei konjugierten (d. k. also aufeinander senkreckten) Durck- 
messer des Kreises s', von denen der eine zu e x parallel ist, geken 
daker durck die Affinitat wieder in zueinander senkreckte Durcli- 
messer iiber, ergeben also die Acksen der umgelegten Ellipse s Q . Wir 
zieken daker einen zu e x par^llelen Radius M'A' von s' und einen 
dazu senkreckten M'B' und bringen A'B' mit e x in C zum Scknitt. 
Dann macken wir M^A^ •# M'A' und bringen A 0 G mit M 0 M' in B & 
zum Scknitt. Dann sind M 0 A 0 , M 0 B 0 die Halbacksen der Ellipse s 0 , 
die nun mittels der Krummungskreise in dem Sckeitelpunkte leickt 
zu konstruieren ist. Die eine Halbackse, M 0 A 0J ist gleick dem 
Radius r des Kreises s'. Bringt man das Lot in B' auf F'M' mit 
F'M* zum Schnitt in B *, so ist B*M* = B^M^ die andere Halb- 
achse, und da v = M'F'M* die erste Tafelneigung der Ebene der 
Ellipse ist, so kat man 

B*M * = r/cos v, 

d. h. ist eine Ebene unter dem Winkel v gegen die Basis 
eines Kreiszylinders geneigt, so schneidet sie diesen in 
einer Ellipse, von der die eine Halbackse gleick dem Radius r 
des Zylinders, die andere gleick r/cos v ist. 

Zur Konstruktion dieser Ellipse hatte es also der Umlegung von 
)] nickt bedurft, die Konstruktion von B*M * gab sckon die nock 
fehlende Halbackse. 

7. Uber die Darstellung des Kreises gibt es einen allgemeinen 
Satz, der auf der Tatsacke berukt, daB die Parallelprojektionen auf- 
einander senkreckter Durckmesser des Kreises stets konjugierte Durch- 
messer der Proiektion sind: nun denken wir uns durck den Mittel- 
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punkt M des Kreises eine Ebene parallel zur ersten (oder zweiten) 
Tafel gelegt. Sie trifft die Ebene des Kreises in einerti Durchmesser, 
der zugleich erste Hauptlinie ist. Diese und der dazu senkrechte 
Dnrclimesser ergeben daber nach § 83, 9. durch die Orthogonal- 
projektion auf die erste Tafel zwei zueinander senkrechte konjugierte 
Dnrchmesser der Projektion, also die Achsen der Ellipse, und zwar 
projiziert sich der znr Tafel parallele Kreisdurchmesser d in seine 
natiirliche Lange, der andere wird verkiirzt und ist gleich d cos v 1 , 
wenn v x die erste Tafelneigung der Kreisebene bezeiclmet. Wir 
konnen also sagen: 

Satz 4. Wenn die Ebene eines Kreises gegen eine Pro- 
jektionstafel JI £ unter einem nicht rechten Winkel v i 
geneigt ist, so ist die Orthogonalprojektion des Kreises 
auf 21; eine Ellipse e (i) , deren Hauptachse gleich deni 
Durchmesser d des Kreises und parallel zur Spur der 
Kreisebene in der Tafel 2T £ ist, wahrend die kleine Aohse 
gleich d cos ist. 

Auf die Darstellung dieser Ellipse werden wir in anderem Zu- 
sammenhange in § 89 eingehen. 


8 . 


Dagegen 


sollen der Methocfe der affinen Metrik nocli 
eimge Worte gewidmet werden, da sie oft Konstruktionsvorteile 
gewahrt. Es handelt sich da um foigendes: 


Zu einer ebenen Figur ABC ... sei eine affine A l B i (\..., 


zum 


Beispiel eine Orthogonalprojektion oder ein Schnigbild zu konstruieren, 


und man habe bereits von einer 


Bild & x gefunden. Wie sieht man 


MaUfigur <I> derselben Ebene 
dann direkt im Bible, ob 


das 

die 


entsprechenden Originate rechte Winkel, Quadrate, Kreise u. s. w. sindV 
Das ist die Fragestellung, die dazu dienen soli, bei der verlangten. 



Konstruktion mdglichst wenig auf die 


Originale zuruckzugreifen. Eimge Bei- 


spiele werden das leioht klar machen. 

a) Die MaBfigur <I> sei ein 
Dreieck ABC in it seinen lid hen 


(Fig. 270). Es sei also das Bild B x (\ 


des Dreiecks und II 1 
gegeben; ferner die 


des I Ibhenpunktes 


Bilder I\ und u. 


Fig. 270. 


man u* 


X 1 und 


mit 


den 


zum 


i n i 

eines Punktes B so wie einer Geraden u, 
auf die aus P das Lot zu fallen ist. 
Um dieses direkt, olme Benutzung des 
Originals bildlich darzustellen, bringfc 
Seiten des Dreiecks, etwa mit A 1 C 1 und B 1 C l in 
Schnitt und zieht durch X, 17 die Parallelen zu 
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A X H X , B X H X , die sich in einem Punkte L x treffen. Dieser ist das Bild des 
Hohenpunktes des Originaldreiecks XYC , also ist C X L X das Bild eines 
Lotes anf u X) das Bild des gesuchten Lotes geht parallel zn C 1 L 1 durcb P v 
b) Die MaBfigur sei ein Quadrat, ibr Bild A 1 B 1 C 1 D 1 also 
ein Parallelogramm (Fig. 271). Wiederum kann man die Bilder yon 
Loten direkt darstellen. Das Bild u x 
einer Geraden treffe etwa die Diago- 
nale C X A X und die Seite C X B X in X x 

und Y x . Dann zieht man durcb X t ! / 

und Y x die Parallelen zu A X B 1 und — y—jB^ 

B X D X und bestimmt ibren Scbnitt- 

punkt S x . Dieser ist dann das Bild des / / 

Hohenpunktes XYC , also ist C X S X das 

Bild eines Lotes auf u. Soil ein Lot 

durch P gehen, so zieht man durcb m g . 271. 

B x zu C X S X die Parallele. 

Eine andere Losung ist yon Steiner (vgl. Bd. II, § 5, S. 17) 
angegeben worden und berubt auf einer hiibschen Eigenschaft des 
Quadrates (Fig. 272). Tragt man namlich auf dem Umfange eines 
Quadrates ABCD im selben Umlaufsinne eine beliebige Strecke 
4X == J?r= CZ=DT ab, so ist die Strecke XZ der Strecke Y1 



gleicb und stebt auf ihr scnkrecht, XYZT ist also ebenfalls ein Quadrat. 
Ist aucb nocb AS auf AD gleicb AX, so ist XS\\BD, £Y||JP. 

Wenn daber das Bild A X B X C X D X von ABCD gegeben ist, etwa 
als umgeschriebenes Parallelogramm einer Ellipse, von der zwei kon- 
jugierte Durcbmesser zu den Seiten dieses Parallelogramms parallel 
laufen, so kann zu jedem anderen Durcbmesser x x der Ellipse der 
konjugierte gefunden werden, indem man x x mit A X B X in X x zum 
Scbnitt bringt, X x S x \\B x D x und S X Y X \\A X B X zieht; M X Y X ist dann 
der gesuchte Durchmesser der Lage nacb. 

c) Wenn die MaBfigur ein Kreis ist, so konnen die Steiner- 
scben Linealkonstruktionen iibertragen werden (Bd. II, § 5), was aber 
nil r iri hesonderen Fallen von Nutzen sein wird. 
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§ 88 . Kriiinimni^ 


1. Bevor wir zur Darstellung krummer Linien selireiten, mCissen 
wir uns eingehender mit der Konstruktion der Krummungskreise be- 
schaftigen, weil durch ibre Hilfe das praktisehe Zeiehnon der 
Kurven, besonders an den starker gekrummten Stellen, wesentlich 
erleichtert wird. 

Die Konstruktion der Kriimmungsradien einer Ellipse in ihren 
Scheitelpunkten A imd B batten wir aus der analytisrhen Geometrie 
(Bd. II, § 81) ubernommen. Die darstellende Geometrie kaim jedoch 
diese Aufgabe aucb mit ihren Mitteln Ibsen, im AnsehluB an die 
Metrib der Af'finitat, § 79, 8 . 

Seien OA und OB die zwei Halbaehsen einer Ellipse f , wobei 
OA sowohl die groBe als die kleine sein darf (Fig. 274). Die 

Halhaehse Oil t retie den Kreis mit 
OA als Radius und O als Zentrum 
in B 5 das Lot auf OA in einem 
nahe bei A gelegenen Punkte ,// 
sehneide (■ und in I\ 0 und I\, 
Dann ist £ zu f, aflin mit 0.1 als 
AfiiriitiitKaeh.se und II, II, als zugeord- 
Xaeh § 79, S, ist: 



neten Ptinkten. 
(1) HP: 11 J\ 


II o : II(J > , 

on : on, 

Oil: OA. 


Uig. Ti •!. 


in A anscbmiegen und zu bidden Seiten von A auf eirn 


mit s ganz zusammenfallen. 


Betraehten wir nun den Finkreis 
x des Dreieeks PAQ. de, niiher 
II bei A liegt, um so inniger wird dieser Kreis sirh an die Ellipse s 

Sireeke bin 

Lassen wir nun II auf OA immer niiher 
an A heranriicken, so worden sieh aueli P und ( t J auf der Ellipse 
dem Punkte A immer melir nahern, der Kreis x wird immerfort seine 
Lage und GroBe andern, sein zweiter Sehnittpunkf L mit OA wird 
ebenfalls wandern und sieh immer mehr einer Grenzluge L {) niihern, 
wahrend % einer Grenzlage x 0 zustreht. Diese Grenzlage x {) von x 
heiBt der Krummungskreis von i- in A, der Radius des Kreises 
x 0 heiBt der Krummungsradius der Ellipse in A. Nun ist mil; 
Rucksicht auf (1), wenn 0 den anderen Seheitel auf OA bezeiehnet: 

II L = HA • TIL __ IIP • II Q m li \ a 
HO HA PIG HP, • HQ, 5538 \ UAJ ’ 

indem auf % und £, ie einmal der Sehnensatz armewandt wird. Wenn 
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aber S nacb A riickt, wird HL gleich AL 0 = 2p 0 , SC gebt in 
AC = 2 OA fiber, und aus (2) folgt: 


( 8 ) 


2g 0 /0B\* _ OB 2 

2 OA [OA/ ’ $0 ~~ OA’ 


wie wir schon in Bd. II, § 81, 11. gefunden batten. Aus (3) folgt aucb 
die dort angegebene Konstruktion des Mittelpunktes von x 0 , der als 
Kriimmungsmittelpunkt von g in 4 bezeichnet wird. 1 ) 


2. 1st A ein Punkt einer beliebigen Kurve y, so nimmt man 
mr begrifflicben Erzeugung des Krummungskreises i n A nocb zwei 
weitere Punkte B und C auf der Kurve an, am anscbaulicbsten recbts 
und links von A , und konstruiert den Umkreis x des Dreiecks ABC 
(Pig. 275). Wenn nun dieser Kreis sicb einer Endlage x 0 nahert, 
wabrend B und C nacb dem Punkte A eilen, so wird x 0 der 
Krummungs kreis der Kurve y in A genannt. Wahrend des Be- 
wegungvorganges wird x natiirlicb seine Gestalt, und wenn es sicb 
um eine doppelt gewundene Kurve (z. B. Scbraubenlinie) handelt, 
auch seine Ebene andern; damit aber von einem Krummungskreise 
in A die Rede sein darf, muB die Endlage x 0 eine ganz be- 
stimmte sein. 

Zur Berechnung des Kriimmungsradius dient uns im folgenden 
die einfacbe Pormel 

(4) 4 r ===== AB . BC • CA : A, 

die nacb Bd. II, § 24, (8) den Umkreisradius r des Dreiecks ABC 
mit den Seiten und dem Inhalt A in Beziebung setzt. Dieses Dreieck 
werden wir mit einem zweiten Dreieck A X B X C X vergleicben, dessen 
Inhalt und Umkreisradius A \ und r x seien. Man bat dann aucb 

(5) 4r x = A X B ± • B t C x • C 1 A 1 : A lf 

also 

r _ AB B C • CA A 


3. Wir betracbten nun zunachst eine ebene Kurve y und eine 
dazu affine y l7 indem wir uns fragen, wie sicb der Kriimmungs- 
radius p von y in einem Punkte A zu dem Kriimmungs- 
radius von y x in dem zu A affinen Punkte A x verhalt 
(Fig. 275). Die zugeborigen Krtimmungsmittelpunkte sind im all- 
gemeinen natiirlicb nicbt etwa affin entsprecbende Punkte, denn zum 
Kriimmungskreis in A affin ist im allgemeinen eine Ellipse. Zu 


1) Diese Ableitung ist einem Aufsatze von C. Heumann im 6. Bande des 

Arcliivs der Mathematik und Phvsik (3), 1908 entnommen, dem wir uns auch im 


494 


V. Graphik. 


§ 88 . 


beiden Seiten von A nebmen wir noch auf y zwei i’unktc 11, V an 
und auf r, die dazu affinen B u 6\; die Inhalte von ABC un«l -WA 

‘ 1 • 4 . .. 1 4 TV 1 



seien J und . Dann be- 


steht zwisehen den Umkreis- 
radien r und r x von ABO 
und A l B x ( \ die Beziehung ((>). 
Lassen wir B und (' nach A 
und damit aurh B x und (\ 
nach A x rtleken, so gehen r 
und r x in die gesuchten 
Krtimnnmgsradien p und q x 
fiber. Vor der Ansfilhrung 
dieses GrenzUberganges legen 
wir durtdi einen Ihmkt (r 
der Affinitatsaehse drei be- 
liebigo Street en u } h f c par- 
allel zu B(\ ('A, AB und 
konstruieren die dazu affinen 
die eben- 


Stree.fcen <r { , /q , 


falls dundi (/ gehen und zu 
B 1 C 17 C 1 A 1 j A x B x parallel laufen. Dann ist 

(7) ABiA^^cic,, B(UB { (\ ~a:a l9 (A : (\A X h:h x . 
Nach. § 79, 9. ist ferner J : J x gleieh dem Verbal! nis (drier Sirecke 


eines Affinitatsstrahls zur affinen Strorke, 
Affinitatsaehse in 


als< 


> z. 


B. f wenu A A. die 


A 0 tritft: 


A : -A .1.1 1, : A t A 0 . 



Duller ist nach i<h: 

(9) 


tt h ( 
i/ f Ik 


aa„ 

A. A, 


detzf lasseii wir /> und ( ' auf 
y nach A riieken, und damit />, 
und (\ auf y x nach A x ( Fig. l^d). 1 ) 
Dann werden die drei St reckon 
(t, h 7 r parallel zur Tangente / von 
y in A, fallen also auf dieselbe 
Gerade r. Die 


Streeken <t x 7 b { 7 <' x 


werden parallel zur Tangente t x von y x in A x und fallen auf die zu % 
affine Gerade t x . Daher ist 


a : a, 


b : \ 


C : rq = t : Tj , 


1) Diese Figur enthalt eine von Figur 275 abweichende, bequcinero An- 

nrdmrnnp d nv A •Pfini +.8 4* 
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wenn man unter x und x x zwei beliebige yon G ausgeliende affine 
Strecken verstebt, die zu t und t t parallel sind. Aus (9) folgt 


( 10 ) 


A a (—V- AA(> 
r i W ' A A’ 


oder ; indeni wir statt r und r 1 nunmebr q und q x scbreiben: 


( 11 ) 

oder in Worten: 


A « (1\ 9 . jMl . 


Satz 1. U m die Kriimmungsradien q und p* zweier affinen 
Kurven y und y x in ihren Punkten A und A x zu yer- 
gleicben, ziebe man durcb einen Punkt G der Affinitats- 
acbse zu den Tangenten t, t t der Punkte A, A x die Paral- 
lelen und grenze auf diesen durcb G und einen Affini- 
tatsstrabl die affinen Strecken t, x x ab (Fig. 276). 1st 
A 0 der Scbnittpunkt yon AA t mit der Affinitatsacbse, 
so ist: 

( 12 ) 

V J Qi 


_ (*Y: AqA 

\ r i / -Ao-d-l 


Wenn der Punkt T y in dem t und t x einander auf der Affini- 
tatsachse sebneiden, nicbt im Unendlicben liegt, kann T die 
Rolle yon G iibernebmen; dann ist 


( 13 ) 


0 = (TA\\ a, a 

Pi \TaJ ' A 0 A 1 


Sind dagegen die Tangenten in A und A 1 zur Affinitats- 
achse parallel, so ist einfacli 


( 14 ) 


Q Vi 

Q~i AoA’ 


indem die Strecken r und x 1 der Forxnel (12) auf der Affinitatsacbse 
zusammenfallen. 



4. Die Formel (14) ist fur 
die Ellipse wicbtig (Fig. 277). 

Seien OA und OB zwei konju- 
gierte Halbmesser einer Ellipse a. 

Diese bezieben wir affin auf den 
Kreis a ly der 0 zum Mittelpunkte 
und OB zum Zentrum bat, in- 
dem wir dem Punkte A yon £ 
einen Punkt A x yon a t zuordnen, 
dessen Radius OA 2 auf OB senkrecbt stebt. Dann bestebt zwiscben 
den Kriimmungsradien p und yon a und a x in A und A x die Re- 


Pig. 277. 
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(15) tf (>li ' j' ,1 ' 

Fallfc man noch mis A n«f OH I."t Ah h, *<> isi 4, ,4 

- OA, :h = OB: It, also 

3 nil* 

(16) t> 

Diese Formel ftthrt- zu der folgenden 

Konstruktion des Kruni m tings min *4 pun ktrs zn einem 
beliebigen Ellipsenpunkte A, w**un zu tit- in durrh diesen 
Pimkt -4 gehenden Halbniesser OA ein k«»u j n gi»*ri »*r 01$ go- 
geben is t (Fig. 278): 

Man ergiinzt dan Dreieek AOll /« ‘ im ?n IWa'Ibdograinm 4UW 
und fallt aus r auf O// das Lot f';, I^un fnubm ni.-h die Lot* 



aus (J auf AC U und am A auf oil in d.-m \ f e - u*-h t #■ n Pnulvt** K. 
.Derm aus der Ahnliehkeit der I inure]., » I A f ' und ( . V f n fulgt: 
AKiA('=*A<': t'(\ % A K AT': ( (\, oil :z, umin A das aus 
yl auf Oil gelVdlle Lot 4.1„ be/eirhne?. hi** rtn ■«*!*•• A 4 i t also 
naeli (16) der Krumnimig>radiu*- vmi 4,, und da d»T KriiiiimungH- 
kreis die Ellipse and dainii ihn* Tan*/eutr At ui 4 bm'ihrt, >o muii 
der Mittolpunk i dieses Krei.ses auf d» r Nnrmabm. d. h auf 4 A* liegeii 
und ist also in it K identisrh. 

Stelit OA aui Oil senkreeht, <*<1 mdit dm-** kmi -tniktion in die 
des § 81 ini II. Hande iiber, do* tar do* Selint'-lpiiiikte gilt. Bei 
der praktischen Ausfuhrung werden die Lute 4 4 it and t 4' (! un- 
mittelbar nachei minder ge/.oLfen , w< d m*i das ruheinie I ipueeksliueal 
seine Dage beibeluilt,, und die Lerade At ^ u inl mein ge/.ogeii. 

Eine einfaehe Uinformung der Kigur i?7s m it 4 P AO ist 

/VII w 07 G Al~ A .11 *r 
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5. Die Frage des Artikels 3 drangt sich auch bei der Ortho- 
gonalprojektion auf: Wie verhalten sick die Krummungs- 
radien q und q x einer ebenen oder raumlichen Kurve y und 
ibrer Orthogonalprojektion y x in entsprechenden Punkten 
A und A x ? 

Wie in Art. 3 nebmen wir auf der Kurve zu beiden Seiten von 
A nocb je einen Punkt B und G an, in der Absicht, diese Punkte 
sicb unbegrenzt dem 
Punkte A nahern zu 
lassen, wodurch der 
Radius r des Umkreises 
von ABC in den 
Krummungsradius q 
von y in A libergebt. 

Die Ebene des Drei- 
ecks ABC trifft die 
Projektionsebene rj t in 
einer Geraden u, auf 
der jede Seite des Drei- 
ecks A = ABC die 
entsprechende Seite seiner Projektion A x =» A^Bfi^ trifft. Bezeicbnet 
r x den Umkreisradius von A ly so besteht zwiseben r und die Be- 
ziehung (6). Hier ist aber 

(17) A t = A cos <5 y 



Fig. 280. 


wo 6 den Winkel zwischen rj und ^ bedeutet. Denn ziebt man in 
ABC die Transversale BY\\u und fallt AX _L BY, CZ JL BY, so 
ist der Winkel zwiseben AX und seiner Orthogonalprojektion A l X 1 
gleicb 6 - wenn also ¥ 1; Z x die Projektionen von ¥, Z sind und be- 
riicksicbtigt wird, daB BY ^ B l ¥ 1 und A 1 X 1 J^B 1 Y 1 , C 1 Z 1 J_B l Y 1 
ist, so folgt 

B 1 A i Y 1 = \B X ¥ X • A x X x = ±BY- AX cos <5, 
B 1 C 1 Y 1 ^^B 1 ¥ 1 'C 1 Z 1 = \B¥ ■ CZ cos 6, 


also durcb Addition: 

A x = A cos <?. 

Fiibrt man nocb die Neigungs winkel cc , /?, y der Geraden BC, CA , 
AB zu ihren Projektionen B&, C 1 A 1 , A i JS 1 ein, so ist ferner 

(18) A 1 B 1 = AB cos y, B& = BC cos a, C 1 A 1 = CA cos j8 > 

und aus (6) folgt wegen (17) und (18): 
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Lassen wir jetzt B nnd 0 auf tier Kurve an A heranriieken, so 
gehen AB, BC unci CA in die Tangente t don Punkies A, iiber; 
dementsprechend gehen B U C\ nach A lf und die Keiton von A t gehen 
in die Tangente t x von A 1 iiber; die Winkel «, /i, y nahem sieh 
unbegrenzt dem Winkel r der Tangmten / und / n so dab in (19) 
das Produkt cos a cos ft cos y in cos C iibergehi. Wonn y in ?; liegt, 
so bleibt 6 ungeandert, und es ergibi sieh 


1st dagegen die Kurve, der die Punkte A , //, C angehdren, 
doppelt gewunden, so wird heim Gmiztihergange uuch die Ebene r\ 
ilire Lage andern, aber mit dem Umkreise von ABC einer gewissen 
Endlage zueilen, in der ij den Krtimmungskreis von A enfhiilt. Diese 
Endlage von rj heiBt claim die Sehmiegu ngsebeno dieser Kurve 
in Aj weil sie sicb als Kbene des Krtimmimgskreises der Kurve in 
A inniger anschmiegt, als jede andere Kbene durch A. In dieser 
Schmiegungsebene liegt claim die Tangente t von A f und worm 6 
den Neigungswinkel der SchmiegungHohene gegen die teste Kbene rj x 
bezeichnet, so gilt wiederum Funnel i20), d. h.: 

Satz 2. Zwiscben dem Krummungsradius p einer Kurve y 
und dem Kriirn mungsradius o x ihrcr Ort hogonulprojek- 
tion y x in entsprechenden Punkten bestoht die Be- 
ziehung: 

(so ' (v > 


wenn r den Neigungswinkel dor Tangente, <1 den der 
Schmiegungsebene (bezw. Ebene von y geg on die Pro- 
j e k t i o n s e b e n e b ezeiehnet. 

Mit dieser wichtigen Formed kaim aucls dor Fall dor sehriigen 
P ar allelpr o j ekti on erledigt werden, indom man eine y.ur Projekticms- 
richtung normale Hilfsebene einluhrt und dio K riimmuugsradien dor 
Originalkurve und ihrer Schragprojokfion mit dem Knimmungs- 
radius ihrer gemeinschaftliehen Orthogonalprojekiion auf diem* I lilts- 
ebene vergleicht. Doch wollen wir darauf nicht niiher eingehen. 

6. Dagegen notigt uns die Darstollung der Srhnitte des Kreis- 
kegels, das Verhalten der Krummungsradion bci zeniraler Projektion 
zu untersuchen. Eine ebene oder doppelt gewundene Kurve y werde 
aus einem Punkte 8 auf eine Ebene > n als projiziert; A u C x 
seien die Projektionen dreier Punkte A, B y C von y, Wiederum 
(big. 281) seien A und A, die Inhalte, r und >\ die Finkreisradien 
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zwiscben r und r, besteht, konnen wir zunaehst A : A, ausrechnen. 
Dazu dient die a us Bd. II, § 101 , (6) folgende schone Volumen- 
formel: 


(22) SABC : SA,B,C, = SA-SB-SC : SA 1 • SB, • SC , . 


Zum direkten Beweise fallt man 
aus A auf die Ebene BSC das Lot AF \ 
das gleicb dem Produkte aus SA in den 
Sinus des Neigungswinkels v des Strabls 
SA gegen die Ebene BSC ist. Be- 
trachtet man jetzt SBC als Basis und 
AF als zugehorige Hobe des Tetraeders 
SABC, so findet man 

SABC - iSA - SB *SC sin BSC sin v. 

Daher ist 

SA, B,C, = -l SA, SB, S C, sin BSC sin v, 

woraus durcb Division die Grleichung (22) 
folgt. Andererseits ist ; wenn h und h, 
die aus S auf A und A, gefallten Lote 
bedeuten — in der Figur sind sie weg- 
gelassen — 





(23) SABC : SA,B,C, = \hA : U,A, = JiA : \A„ 
also mit Riicksicht auf (22): 


(24) 


A SA ■ SB SC % 
A, ~ SA, ■ SB, -SO, : h , ' 


Diesen Wert setzen wir in (6) ein. Das gibt: 


(25) 


r SA SB SC r, SA, SB, 
h ’AB'BC" CA h,' A, B, ' B~C, 


SC, 

C,A,’ 


also nach dem Sinussatze, wenn a, b, c die Winkel BSC, CSA, 
ASB bezeicimen, 

r sin ABS sin BCS sin CAS r, sin A,B, S sin B, C, S ain C, A, S 

h ' sin e sin b sin a h, sin c sin b sin a ’ 


und endlich: 


(26) -‘ h sin ABS • sin BCS ■ sin CAS = sin J. x B, S ■ sin B,C,S- sin C,A,S. 


Diese Formel gilt fiir zwei beliebige zueinander per- 
spektiv liegende Dreiecke, die nicht in derselben Ebene 
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7. Lassen wir jetzt B und C sich uuf y much A und damit 
und C ± sich auf nach bewegen, so gohen die Seiten des Drei- 

ecks A in die Tangente t der Kurve y in A fiber, ebenso die Seiten 
von in die Tangente t x der Kurve y x in A x . Die VVinkel ABS, 
BSC und CAS oder ihre Supplemente niihern sich unbegrenzt dem 
(bleinsten der) Neigungswinkel t der Tangente t gegeu den Strahl SA; 
ebenso konvergieren die Winkel A X B X S 7 B x (\ *S, oder ihre 

Supplemente gegen den Neigungswinkel r zwischen SA X und der Tan- 
gente t x von y x in A t . 1st y eine ebene Kurve, also in der Bbene rj 
des Dreiecks A enthalten, so bleibfc wuhrend des G ren/di borganges 
unveriindert; ist die Kurve dagegen doppelt gewunden, ho iindert die 
Ebene mit B und C ihre Lag©, sfcrebfc aber einer Kndlage zu, nam- 
lich der Schmiegungsebene des Punktes A. Die Umkreise von J 
und Zl x gehen, ob nun y eben oder doppelt gewunderi ist, in die 
Kriimmungskreise, die Radian r und r 5 in die Kriimnnmgsradien q 
und der Kurven y und y x in den Punkten . I und A x il her. 
Aus (26) wird: 

Q • n Vi * *i 

*: sin — 1 sin ty\ 

h h x 1 

Damit ist bevviesen: 

Satz 3. Zwischen den Krummungsradion o und />, einer 
Kurve y und einer Zentralpro jektion y x von y in ent- 
sprechenden Punkten .1 und . besieht die Heziehung 


(27) ° h sin r :l ^ sin t, :; : 

hierin sind r und r x die Neigungswinkel des Projeklions- 
strahls von A und A x gegen dir* Tangeuten dor Kurven 
y und y x in A und A x - l’erne r sind // und h x die Abstiinde 
des Projektionszentru ms von der Sr h m i ogu ngsebene 
(bezw. Ebene) der Kurve y in A s<»wi e v«m der Ebene 
der Kurve y x . 

8. Die Formeln (21) und (27) dor Lohrsaizo 2 und sollen 
noch weiter ausgebildet worden untor dor Yurausset/.ung, dab y und 
y t in A die Tangente t gemeinsehal’tlieli haben. Dana ist in (21) 
der Winkel x = 0 7 in (27) dagegen r r 1? und dioso Formoln gehen 
iiber in 

© 

cos a ’ 

(27') ,?a = A . 

V ; K h 

In (27 A macben wir noeh eine wpif.ere Ammlinm / In 
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Normale der Kurve y x in A\ wir wollen nun voraussetzen, da8 der 
Strahl SA } der A mit dem Projektionszentrum 8 verbindet, auf n 
in A senkrecbt stebe. Er liegt 
dann in der auf der Geraden n 
in A errichteten Normalebene v. 

Der FuBpunkt F t des aus 8 
auf rj x zu fallenden Lotes \ 
liegt daher*auf t, und die Nor- 
malebene auf t in F t enthalt 
auBer h x aucb das Lot Ji 9 das 
von 8 auf rj zu fallen ist. Be- 
zeiclinet 6 den Winkel zwiscben 
7] und rj 1 ; so ist daher cos d, 
und (27') ergibt: 

(27") O, = -?-2- • Kg. 282. 

v J cos 0 

Fallt speziell der Punkt F t mit A zusammen, und ruckt S auf 
AS ins Unendliche, so geht der Strablenkegel S in ein System von 
Strablen uber, die auf ^ senkrecbt steben. Das ist aber die Voraus- 
setzung der Formel (21') ; in welcher a den in Figur 282 mit 6 be- 
zeichneten Winkel zwiscben rj und rj 1 bedeutet, und so ist (27") in 
der Tat im vorliegenden Falle mit (21') identisob. Es liegt aucb 
niebts im Wege, F x als von A verschieden anzunebmen und 8 auf 
AS ins Unendliebe rucken zu lassen. Wir bekommen dann ein 
System paralleler Strablen , die y auf y x projizieren, immer aber 
unter der Voraussetzung, daB diese Strablen die Gerade n recht- 
winkelig kreuzen. Dann bleibt (27") besteben. 

9, Um jetzt den Inhalt dieser Formel bequem aussprecben zu 
konnen, wollen wir annehmen, y sei eine ebene Kurve, die auf 
einem beliebigen Kegel 8 (d. b. mit beliebiger Basiskurve) liege; in 
einem Punkte A von y werde die Tangente t gezogen, die zusammen 
mit 8 A eine Ebene v bestimmt, welcbe die Kegelflache langs der ganzen 
Geraden 8 A beriihrt. Die Normale n auf dieser Beruhrungsflache im 
Punkte A heiBt jetzt die Flachennormale, ein Begriff, den man 
sich allerdings besser erst an einer Kugel oder an einem Ellipsoid 
klar macht: Die Flachennormale in einem Punkte A der Flache ist 
die Normale auf der Beruhrungsebene in A. Jede Ebene durcb die 
Flachennormale eines Punktes trifft die Flache in einem Normal- 
scbnitte; aucb die Scbnittkurve selber moge so heiBen. Einen 
solchen Normalschnitt bestimmt also in Figur 282 die Ebene 
und y t ist die Scbnittkurve. Die Ebene rj dagegen erzeugt einen 

n n "U -v. o Q/Wiviii-4- r] av aKoi* in A rmf, 'N'nT , TTlfl,lRC.bTlltt die 
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Tangente gemein hat. Danach liiBt sich ilio Funnel (27") in die 
Worte kleiden: 

Satz 4. Legt man (lurch einen Punkt -1 ernes beliebigen 
Kegels oder Zylinders einen Normalsehniti y t und einen 
schragen Schnitt y mit derselben Tangente in A, und 
ist 0 der Neigungswinkel tier Sehnifctebenen, so besteht 
zwischen den zu A gehbrigen Krttmmuugsradien (> und 
q x von y und y x die Beziehung: 

( 28 ) (> : ih 0 , 

d. h.: Das Kriinimungszentrum des Seh riigsehnittos ist 
die Orthogonalprojektion des KrummungBzentruras den 
Normalschnittes. 

Das ist ein besonderer Fall eiltes ftlr alle Flueheu gHltigen 
Theorems; das man Meusnier verdankt. 

10 . Unter den Normalsulmitten, die man (lurch einen Punkt A 
der Kegel- oder ZylinderHiiehe S legen kann, ini der Schnitt r (l aus- 

gezeichnei, tier auf S A senkreeht steht 
Kr werde der H a u j» 1st* hnitt der 
Kegellliiehe in A genannt. I >io Kliic.hen- 
thcoric kennt norh einen zweiten Ilaupt- 
Bchnitt 7 r > durch A % namlirh den durch 
S gebentlen, der aber f'tir unsere Zweeke 
nie.ht in Betrarht knnimt, 

Uegen die Kbene t n ties Haupt- 
— schnittes sei die Kbene r s tunes anderen 
Xormalschnittes dureh A uin den 
Winkel 0 geneigt f Fig. 2KD. Die Schnitt 
gerade von i t und t n ist die Fliirhen- 
Mg. 8 « 3 . normale u des Punkfes A, die auf der 

Benihrungsebene v der Fliiehc senkreeht 
steht. Diese Ebene trifft i n und t t in den Tamjenten /, and / der 
beiden Selmittkurven, und in Forme! f 21 ) ist duller: 




r x -BO 0 , r 0O» 


und; wie die Figur zeigt, 
Daraus folgt: 


h --- ii x (‘os fi. 
Q COH O' . 


fl. 


Das ist ein Spezialfail der E u 1 e r s c h e u F o r in e 1 aus der 

Flaoh en t.h enr i e • 
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Satz 5. Legt man durch einen Punkt A ein.es beliebigen 
Kegels oder Zylinders einen Normalschnitt /t], der gegen 
den Hauptschnitt 7] x die Neigung 6 bat, so besteht 
zwiscken den zugehorigen Kriimmungsradien q und 
in A die Beziebung: 

e-ssV 



§ 89. Abwickelung. 

1. Wenn sicb ein Strabl um einen festen Punkt drebt und dabei 
langs einer festen Kurve gleitet, so bescbreibt er die allgemeine 
Kegelflache, die den Betracbtungen des vorigen Paragrapben zugrunde 
liegt. Eine charakteristiscbe Eigenscbaft dieser Flacben ist ibre Ab- 
wickelbarkeit, d. b. die langs einer ibrer Geraden aufgescblitzte 
Kegelflache laBt sicb ohne Dehnung oder Staucbung so verbiegen, 
daB sie auf eine Ebene ausgebreitet werden kann. Dabei wird die 
krumme Flache auf die Ebene abgebildet, indem man jedem Punkte 
der Flache den Punkt der Ebene zuordnet, auf den er bei der Ab- 
wickelung fallt. Den Kurven auf der Kegelflacbe entsprecben so 
Kurven der Ebene und umgekebrt. Eines der scbonsten Beispiele 
dieser Zuordnung bestebt darin, daB man ein recbtwinkeliges Dreieck 
mit einer seiner Katbeten an eine Gerade eines Kreiszylinders legt 
und dann um den Zylinder wickelt. Die Hypotenuse bescbreibt dann 
auf dem Zylinder eine Scbraubenlinie, eine der merkwurdigsten 
transzendenten Kurven, die in der Mecbanik von groBer Bedeutung 
ist. Umgekehrt ist also die Abwickelung dieser Kurve, d. b. die 
aus ibr bei der Ausbreitung des Zylinders auf die Ebene bervor- 
gebende Kurve, eine gerade Linie. Es gibt nun einen scb5nen Satz 
iiber die Beziebung zwiscben Kriimmungsradien in entsprecbenden 
Punkten einer Kurve und ihrer Abwickelung, und zwar gilt dieser 
Satz nicht nur fur die Kegelflachen und Zylinder, sondern allgemeiit 
fur jede abwickelbare Flacbe. 

Satz iiber die Abwickelung: Zwiscben den Krummungs- 
radien q und in entsprechenden Punkten A und A x 
einer Kurve y einer abwickelbaren Flacbe cp und ibrer 
Abwickelung y x besteht die Relation 

(1) Q = ft cos i/, 

wo v den Neigungswinkel der Scbmiegungsebene von y 
in A gegen die Tangentialebene der Flacbe in A be- 

( ] fin tftt. 
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2. Zum Beweise denken wir uns (Fig. 284) die Ausbreitung der 
Flache auf eine Ebene i? bereits so weit ausgeflihrt, daB die Kurve y 
auf der einen Seite von A, etwa mit deni Bogon A II, bereits ab- 
gewickelt ist, wahrend der auf der anderen Seite von A liegende 
Bogen AC mitsamt der Flache nocli auf r h niedergedrUckt werden 
soli. Je naher nun C auf y bei A liegt und je mehr also AC als 
Stuck einer Geraden aufgefaBt werden kaim, desto genauer filllt die 





exakte Umlegung C Q von C (Fig. 285 j mit der Orthogonaiprojektion 
O' (Fig. 284) von C auf r tl zusannnen. Ms wint iiiimlieh C bei der 
Umlegung des ganzen Flachenstuekn si«h um einen gewissen I’unkt M 
clrehen, der bereits in der Ebene liegt, und M < ' in die Endlage 
MCq — M.C iibergehen, auf der aucli die Orthogonnlprojektion C' 
von MC liegt (Fig. 284 und 285). Bezeielmet r <len bei dor Ab- 
wickelung gegen Null konvergierenden VVinkel C 0 MC, so ist der 
Unterschied A zwischen der genauen Umlegung MC 0 von MC und 
der durch Orthogonaiprojektion erzielten Anniiherung M(" 


4 = MG 0 - MC' 


- JR’O -eosf ) ... 2MC sin 2 * 


wofiir man aucli, da der Sinus einen sehr kleinen Winkels gleieh 
dem Bogen ist, 


setzen kann. Im Vergleich zu der selir kleinen Strerke M ( 1 ist also 
der Fehler 8 ungeheuer viel kleiner und versehwimlet vollstandig, 
wenn C sich dem Pnnkte A naherfc. Darans eiitnehmeu wir 
die Berecbtigung, die abgewickeite Kurve in der Niihe von 
A als Orthogonaiprojektion von y auf die Ebene auf- 
zufassen. Bei dem vorgeschrittenen Zustande der Ahwickelung haben 
Originalkurve und Ahwickelung in A die Tangente All gemein, die 
Ebene % ist Tangentialebene der Flache in .1 und die Ebene ABC 
geht, je naher JB und C an A riicken, in die Sehmiegungsebene der 
Kurve in A iiber. Daher ist der Satz 2 des § H»S anwendbar und 


Qnln 


•nnonv 
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3. Die erste Anwendung dieses Satzes betreffe einen geraden 
Kreiszylinder und eine auf ihm liegende Ellipse a (Fig. 286). Der 
Zylinder £ stebe auf der Tafel II 19 seine Basiskurve sei ein Kreis x 
vom Radius r. Eine auf U 2 senkrechte Ebene <p mit den Spuren 



treffe den Zylinder in einer Ellipse s, deren hochster und tiefster 
Punkt liber mit A und A bezeichnet seien. Der GrundriB a der 
Scbnittellipse a ist mit % identisch, der AufriB yerjungt sick zu der 
Strecke A" A". 

Die Gerade AA ist die Hauptacbse der Ellipse, die Nebenachse 
nennen wir BB. Bezeichnet co den Neigungswinkel yon cp (und f 2 ) 
gegen die erste Tafel, so sind 

(2) a = — — , b = r 

die Halbacbsen der Ellipse, der Kriimmungsradius in A ist also 
b^/a = r cos o. 

Das ergibt sicb aucb auf Grund des Satzes 4, § 88: Denn 
die Tangente der Ellipse in A lauft zu JTj parallel, der durcb diese 
Tangente gebende Normalscbnitt des Zylinders ist daber zu JTj 
parallel und trifft den Zylinder in einem zu v. kongruenten Kreise; 
der Winkel zwiscben diesem Normalscbnitt und dem schragen Schnitt, 
der die Ellipse liefert, ist a, daher nacb § 88, (28): 
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Der Krummungsradius in B ist nacb 88, (8): 

( 4 ) Q* = 

Auch das folgt aus § 88 , Satz o. Demi die Ebene der 
Ellipse enthalt die Zylindernormale des Punktes B 7 die zu II t parallel 
ist; die Ebene der Ellipse erzeugt also in B einen Normalschnitt; 
der Hauptschnitt in B ist zu TI 1 parallel und schneidet einen Kreis 
Yom Radius r heraus. Zwiscken beiden Schnitten bestebt die 
Neigung co 7 also ist nacb 88, (29) in der Tat p/,* • a rj cos or. 

4. Abwickelung des Rotationszylinders. Diese Ausfuhrungen 
sollten nur zur Illustration der Siitze des vorigen Paragraphen dienen. 
Wir scbneiden jetzt den Zylinder liings der Gerad en AA' auf, um ibn 
auf die AufriBebene auszubreiten. Die Abwiekehmg ist ein Rechteck 
yon der Hohe des Zylinders und der Lange 2 nr. Die A (dine x wollen 
wir zur Grundlinie dieses Rechteeks machen. Da zugleieh die Ab- 
wickelung der Ellipse z konstruiert werden soil, so teilen wir die 
Basis x des Zylinders von A1 beginnend in 8 gleiohe Teile mit den 
Teilpunkten O', 1', . . ., 8', wobei 8' mit O' zusammenfullt, und ver- 
wandeln den Bogen 3' 4' nacb Bd. II, Fig. 11H in eine Htreeke 4'3*, in~ 
dem wir auf A' A' die Strecke A'ti r abtragon mid die Bennie S?>' 
ziehen, die die Tangente von A' in 3* trifft. Dann trugon wir 4' 3* 
auf der rr-Acbse 8 trial bintereinander ab: die Teilpunkte wordeix 
dort mit 0°, 1°, . . 8° bezeiehnet. In ihnen orri(‘hten wir auf x die 

Lote 0M 0 , 1 ) 0°1°, 0°II°, 0° VIII 0 , doron Kndpuukto A", 11° VIII 0 
auf den Parallelen zur rc-Achse (lurch die Punkto A’\ I", . . VUI" 

liegen, in denen die Gerade A” A " von don Loton aus A\ 1', . . 8' 

auf die rr-Acbse getroffen wird. Es sind also A, I, II, . . VUI die 

Punkte der Ellipse, die mit den Punldon A\ 1', 2', . . 8' des 

Kreises auf derselben Geraden dos Zylinders liegen, und 1°, . . VIII 0 
sind die entsprecbenden Punkte der Abwickelung. Die Abwickelung 
der Ellipse ist daher eine wellenfbrmige Kurve die bei .4° und 
VIII 0 ein Maximum, bei IV 0 ein Minimum hat. 

f>. Tangenten der Abwickelung der Ellipse. Da die Tan- 
genten der Ellipse ganz in der Ellipsenebene liegen, diese alum die 
Tafel n x in der Geraden f\ trifft, so schneidet auch jede Tangente 
diese Gerade- z. B. trifft die Tangente von III die Dorado /’ in einem 
Punkte F 37 so daB III3'2 /7 :J ein rechtwinkeliges Dreieck ist, (lessen 
Kathete 3 'F% den Kreis % in 3' beriihrt. Donken wir dieses aus 
Papier ausgeschnitten und liings III 3' an den Zylinder geklebt, so 
wird es bei der Ausbreitung des Zylinders auf die JObene sich ohne 


l'l In unaerer Fiorir ist, A 0 mit. A" ifUmt.ic/Ui 
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Zerrung mit ausbreiten, und die Gerade IILF 3 wird zur Tangente 
der Kurve s° in III 0 . Dabei fallt das Dreieck, wie die Figur zeigt, 
nach der Seite der Geraden III 0 3° auf der 4° liegt, wahrend z. B. 
das Dreieck VI 0 6° -F 6 ° auf die Seite yon YI°6° zu liegen kommt, auf 
der 5° liegt. Indem wir dies beachten, tragen wir auf x von .3° aus 
nach der richtigen Seite = 3'-F 3 ab. Dann ist III 0 die Tan- 
gente von e° in IIP. 

6. Die Kriimmungsradien der abgewickelten Ellipse 
wollen wir nur in ausgezeicbneten Punkten bestimmen. Die Schmie- 
gungsebene der Ellipse in alien ibren Punkten, also auch in A, 
ist die Ellipsenebene selber; die Tangentialebene des Zylinders in A 
beriihrt diesen langs der Geraden AA', steht auf il 2 senkrecht und 
bildet mit der Ellipsenebene den Winkel v = 90° — co. Nach (1) 
folgt aus (3): 

(5) qjp = q a : cos v = r ctg co. 

Die Strecken q a und p^ 0 konnen aus r dnrch eine einzige Ge- 
rade abgeleitet werden: Sei K der Punkt, in welchem die Achse des 
Zylinders von der durch A gehenden zu parallelen Ebene ge- 
troffen wird; dann trifft das Lot aus K auf die Ellipsenebene die 
Hauptachse im Krummungszentrum K A von A, da 

AK a = r cos co = q a , 

und den Zylindermantel in einem Punkte K A °, so daB 

AK A o = r ctg co = q a ° 

ist. Dementsprechend ist in der Figur K a A" = q a , K a »A" = q a °. 
Damit ist q a o gefunden; q a o ist aber nicht nur Kriimmungsradius der 
abgewickelten Kurve in A 0 und VIII 0 , sondern auch im tiefsten 
Punkte IV 0 der Kurve, fur den ebenfalls v = 90° — a ist. 

Die Tangentialebene des Zylinders in B beriihrt diesen langs B B r 
und ist zu U 2 parallel. Da die Ellipsenebene auf JZi senkrecht steht, 
so ist sie auch zu dieser Tangentialebene senkrecht, daher ist fur B 
der Winkel v = 90° und nach (1) 

Qb° == °° • 

Dasselbe gilt fur den Punkt 5. Daher ist der Kriimmungsradius 
der Abwickelung in II 0 und YI° unendlich, d. h. die Kurve fallt 
dort auf eine erhebliche Strecke hin zeicbnerisch je mit einer Ge- 
raden zusammen. Diese Geraden beriihren und schneiden die 
Kurve in den Punkten IP und VI 0 , denn die Krummungskreise von 
A 0 und VIII 0 liegen auf der einen Seite der Kurve, der Kriimmungs- 
kreis von IV 0 liegt auf der anderen Seite, und zwischen diesen 
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Punkten mufi es je eine Ubergangss telle geben, wo der Knimmungs- 
kreis weder anf der einen, noch auf der anderen Seite liegt; das 
sind eben die Punkte II 0 und VI 0 , die deshalb YVexidepunkte ge- 
nannt werden. LaBt man einen Punkt P von J° auf der Kurve liber 
I® ... nacb VIII 0 geben und aebtet auf seine Tangente, so drelit 
sicb diese anfangs im Uhrzeigersinne urn P; in 11° jedoch kommt 
diese Drehung auf einen Augenblick zum Stillstand und iindert den 
Sinn: von II 0 bis IV° drekt sich die Tangente gegen den IJmlauf- 
fi irm des Uhrzeigers, um dann in VI 0 ahermals den Drehsinn zu 
andern. Ein neuer Grand, II 0 und VI 0 als Wendepunkte zu be- 
zeicbnen. Ibre Tangenten, die Wendetangenfcen, bilden mit der 
#-Achse den Winkel c o, da die zu Hirer Konstruktion dieneuden Drei- 
ecke II°2°P 2 0 und VI°6°F (i ° mit dem Dreieek inY'F der Figur 
kongruent sind. 

7. Es bleibt noch iibrig, die Gieiehung der abgewirkelten Kurve 
aufzustellen. Da es, wie der Augensehein lehrt, wUnsrhenswert int, 
die Kurve mit einer Sinuslinie zu vergleirhen, so legen wir den An- 
fangspunkt 0 des Koordinatensystems dureh VI 0 , ziehen die .r-Aehse 
zur trennenden Aehse des Zw^itafelsysterns parallel, die if -Admit 
dazu senkrecht. Um jetzt etwa von VI 1° die Koordinaien zu be- 
rechnen, bezeielmen wir den Zentriwinkel zu W7' mit fi Dann ist 
fur den Punkt VII 0 : 

x 6° 7° b'7' rd , 


wakrend y im AufriB des Zylinders als Kuthete eines reehtwinkeligen 
Dreiecks mit der Hypotenuse VI" VII" erseheint, dessen andere Kathete 
die Lange r sin 0 hat und mit der Hypotenuse den Winkel <,) ein- 
schlieBt. Daher ist 

y r sin 0 fg tn, 

also 

(6) y r tg (.) sin 

die Gieiehung der Kurve Fur r 1 und n -15° ist das 
die gewohnliehe Sinuslinie, van der wir also mit unseren Hilfs- 
mitteln jetzt unschwer zu jedem Punkte das Kriiinnumg-szentrum 
konstruieren konnten. Doeb wollen wir darauf nieht niilier eiiiLTehen. 

Um vollstandig zu sein, ist in .Figur sehlieBlieb aueh noch 
die bebnitt ellipse s in ihrer wahreu Gestalt einget ragen, und /.war in 
der S telle IV 0 der Abwickelung. 

8. Abwickelung des geraden Kreiskegels. In der GrundriBebene 
liege der Basiskreis % eines geraden KreiskngeLs; der GrundriB S' der 
Kegelspitze S ist der Mittelpunkt von x. Diexer Kegel werde von 

OIVIAV A .1 * !• 1 1 «» • f 1 I • . 1 ll 
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steht. Ihre erste Spur e 1 steht dann senkrecht au£ der trennenden 
Aclise x des Zweitafelsystems und trifffc sie in einem Punkte, durch 
den e 2 geht; moge das der Punkt A" sein, dessen erste Projektion A r 
der Schnittpunkt von % mit dem zu x paraUelen Durchmesser von % 
ist. Es soil die Schnittkurve des Kegels mit q dargestellt und samt 
dem Kegel abgewickelt werden (Fig. 287). 


9. Darstellung der Schnittkurve. Der AufriB der Schnitt- 
kurve fallt auf die Gerade e 2 . Daher ist nur noch der GrundriB zu 



bestimmen. Man findet beliebig viele Punkte der Schnitt- 

1 ’ ^ ™ viol S'f.rQ ll 1 ATI fl P.S TO It 71 
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zum Scknitt bringt. Dazu ist die Kenntnis der Eigensehaften der 
Schnittkurve nicht erforderlich. Bei unserer Anlage der Figur ist 
es eine Ellipse £, eine Tatsache, von der wir zimiichst keinen Ge- 
brauch maehen wollen. Um eine iibersiehtliehc Figur zu bekommen, 
teileu wir den Umfang von % in gleiehe Teile, etwa in aeht, und 
bezeichnen die Teilpunkte von A' beginnend und im Umlaufsinne des 
Ubrzeigers mit O', 1', . . ., 8', wo O' und s' mit A' identiseh sind. 
Zu cliesen Punkten des Basiskreises bestimmen wir auf x die Auf- 
risse, von denen 1" mit 7" 2" mit 0", 3" mit 5" zusummenfullt. 
Dann werden die Kegelstrahlon SA, SI, S2, . . ., Si mit der Ebene 
zum Scbnitt gebracht; das dazu dienende Verfahron zeigen wir an 
SI und SI. Die Projektionen von N 1 sind S' 1 und N'T'. Da der 
Scbnittpunkt I von SI mit rj semen AufriB auf t\ : hut, so ist J" der 
Schnittpunkt von S" 1" mit c; aus I" findct man dann auf NT den 
GrundriB T von SI. Da S”l” mit N'"7" zusammenfinif , so ist I," 
zugleich als AufriB VII" des Punktes VII zu bezeichnen, in dem rj 
von SY II getroflen wird, mid das Lot aus V ' auf x, this auf NT den 
Punkt P festlegt, sclmeidet zugleich N'T' in VII . In dieser Wcise 
sind die Schnittpunkte I, II, . . VII der Ellipse mit den Stridden 
SI, S2, . . SI in der Figur dargestellt worden. I lurch die acht 
Punkte A!, Y, 11', . . VII" ist die Gestalt des (inmdnsses i der 
Schnittkurve a schon ziemlirh klar bestimmt, und sic wird es noeh 
mehr, wenn wir die Tangenten dieser Punkte konst micron. 

10 . Tangenten der Schnittkurve. Dio Tangenten der Schnitt- 
kurve s — daB es eine Ellipse ist, soli immer nnrh nicht benntzt 
werden — liegen mit a in der Ebene , tretfen al o die erste Spur f\ 
der Ebene in je einem Punkte, (lessen Konstruktinn wir etwa am 
Beispiel der Tangente des Punktes III zeigen wollen. Die Tangente 
von III Hegt namlich zugleich aueh in der Ebene, die den Kegel 
langs der Geraden Sill beriihrt, und die.se Ebene out halt aueh die 
Tangente des Kreises % im Punkte 3'. Die Tangenten von x und t 
in 3' und IIP liegen daher in einer Ebene und trelfen sich in eim*m 
Punkte der Geraden (\, der aber (lurch die K reistangente des 
Punktes 3' allein schon hestimmt ist. Nunniehr kann man Kill', 
den GrundriB der Tangente K,MI, ziehen Nach diesem Verfahren 
sind in der Figur auck die Tangenten von V und IF konst ruiert. 


11 . Abwiekelung des Kegels. Da alle Punkte des Basis- 
kreises % von der Spitze S des Kegels gleichen Abstand liaben, so 
wird die Abwiekelung des Pangs SA gespaltemen Kegels ein Kre.is- 
sektor sein. Die Gerade S*A* des abgew ickelten Kegelmantels la«sen 
wir der Anschaulichkeit wegen in die Verlangerung von S' A' fallen, 
und zwar fa, lie A* mif. A' '/.ncamm^n Ih±»* U* — U.w.. 
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ist S*A*, der Bogen beiBe /S; dieser ist also die Abwickelung yon x. 
Daber wird /3 gleicb dem Umfange von x sein. Es gilt also, auf 
dem Kreise /3 um S* mit dem Radius S* A* einen Bogen zu linden, 
der dem Umfange von x gleicb ist. Das gescbiebt, indem wir den 
Bogen TA! von x erst in eine Strecke 7 A! auf der Tangente e t des 
Kreises x verwandeln und diese Strecke ruckwarts in einen gleicben 
Bogen 7 *A* von fi uberfiibren. Zu diesem Zwecke tragen wir auf 
S' A' von 4' aus nacb links 4'Z7=4'/S" ab (nicbt in der Figur) und 
verbinden U mit 7'. Diese Gerade trifffc e ± in dem Punkte 7. Diesen 
verbinden wir mit dem Punkte V (nicbt in der Figur) auf A*S*, 
der von A* den Abstand 3 x A* S* bat, und diese Linie trifft 
den Kreis ft in 7*. Indem wir jetzt den Bogen A* 7* von A* 
aus nacb beiden Seiten je viermal auf ft abtragen, erbalten wir den 
Kreisbogen 4*5*6*7*A*1*2*3*4*, der gleicb dem Umfange von x ist. 
Damit ist der Kegelmantel auf die Ebene iTj ausgebreitet. 

12, Die Abwickelung der Scbnittkur^e a erfolgt, indem 
man auf den Strablen S* 1* S*2*, . . ., £*7*, S*A* des verebneten 
Kegels die Abstande SI, Sll, . . ., 5YII, SVIII der Kegelspitze von 
den Punkten I, II, . . ., VIII der Scbnittkurve abtragt. Wie diese 
Abstande gefunden werden, zeigen wir am Strable SVII. Zunacbst 
ist zu bemerken, daB sicb die Lange S IV unmittelbar aus der Figur 
entnebmen lafit: SIV = S "IV", weil S IV zu il 2 parallel ist. Auf 
diesen Fall fiibren wir den des Straliles 5VII durcb Drebung zuriick: 
der Kegel wird um seine Achse SS' gedrebt, bis S' VII in die Lage 
des Strahles S IV kommt. Dabei bewegt sicb VIP' auf einer Parallelen 
zur trennenden Acbse und fallt scblieBlicb, als VII 0 ", auf den UmriB- 
strabl S" 4" des Kegels. Also ist SVII = jS"VII 0 ". — Kacb dieser 
Vorscbrift werden die Abstande des Punktes S von I, II, . . . er- 
mittelt und dann von S* aus auf den nacb 1*, 2*, . . . gebenden 
Radien abgetragen. Die Endpunkte I*, IP, . . . bestimmen die Ab- 
wickelung y der Kurve a. Ibre Form wird nocb scbarfer fixiert 
durcb die 

13. Tangenten von y. Denkt man sicb, um die Tangente 
von y in IP zu ermitteln, das recbtwinkelige Dreieck ILF 2 2, dessen 
GrundriB II 'F 2 2' wir in der Figur seben, aus Papier ausgescbnitten 
und mit seiner Katbete II 2 langs der Geraden $2 an den Kegel 
geklebt, so wird es bei der Ausbreitung des Kegelmantels auf die 
Ebene TI 1 sicb obne Verzerrung mit ausbreiten und daber in eine 
Lage IPJF 2 *2* iibergeben, in der es zu UF 2 2 immer nocb ‘ kongruent 
ist, und, was die Hauptsacbe ist, mit seiner Hypotenuse JP 2 *IP die 
Kurve y in IP beriibrt. Von diesem Dreieck konnen wir aber sofort 
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Lange 2*F 2 * = 2'jP 2 abtragen, wodurch es vollstandig bestimmt ist; 
F 2 *IY ist dann die gesucbte Tangente. Ein Blick auf den GrundriB 
zeigt, daB das Dreieck nach der Seite der Geraden S*2* abzutragen 
ist, auf der 1* liegt. Die Tangenten erleiehtern sehr die wirkliche 
Zeiehnung der Kurve. 

14. Die Kriimmungsradien von y lieBen sich fur jeden Punkt 
der Kurve obne groBe Miihe angeben. Wir beschriinken uns aber 
auf die ausgezeicbneten Punkte A* und IV^, IV 3 *. Das gliiekt 
wiederum, ohne daB wir zu wissen brauchen, ob a eine Ellipse, 
Parabel oder Hjperbel ist. 

Urn die Krtimmung der Scbnittkurve a in A. beurtoilen zu konnen, 
baben wir den Hauptschnitt des Kegels in A einzufilhren, dcssen 
Ebene in A auf SA und dam it auf il 2 senkrecht steht. Seine zweite 
Spur ist also das in A" auf S"A" errichtete Lot A" Ha. Mit diesem 
Hauptscbnitte hat der Basiskreis % des Kegels in A die Tangente <\ 
gemein; der Krummungsmittelpunkt zu A von % — d. h. das Zentrum 
dieses Kreises — ist daher nach § 88, Satz 4 die Orthogonalprojek- 
tion des zu A gehorigen KriimmungvSzentrums Il A des llauptHclmittes. 
Folglich ist H a der Schnittpunkt der Ebene des Haupt- 
schnittes mit der Kegelachse, nnd so ist //,'/ in der Figur 
^ingetragen. 

Projiziert man II A auf die Ebene >/ der Schnittkurve a , 
so erhalt man den zu A gehorigen Krummungsmittelpunkt K A 
der Kurve a (§ 88, Satz 4) — der im AufriB zur Entlastung der Figur 
weggelassen werden muBte — , da a mit dem Ilauptschnitte die Tan- 
gente e x gemein hat. Fur die Abwickelung kommt der Neigungs- 
winkei v der Ebene der Kurve a gegen die Tangentialebene dos 
Kegels langs SA in Betracht. Diese Ebenon stoheu auf IL senk- 
recbt, der Winkel v ist gleich <C S"A"IV" und nach dem Satze fiber 
die Abwickelung ist A.K a / cos v der gesucbte Krilmmungsradius des 
Punktes A* der Abwickelung. Das aus II A auf r 2 gefiillte Lot, das (u 
in KH trifft, schneidet A"S" in einem Punkte K A ", * () daB A"K a " 
<ler zu .4* gehorige Krilmmungsradius von y ist; in der Figur ist 
A* K a * = A"K a " gemacht, und K A * ist das Kriiinmungszentnim zum 
Punkte A* der Kurve y. 

FaBt man K A " als AufriB eines Punktes K A der Geraden 
SA auf, so ist K A der Punkt der Kegelflilche, der bei ihrer 
Abwickelung zum Kriimmungsmittelpunkt des Punktes A 
der Schnittkurve wird. Es folgt: 

Die Normalebene in einem Punkte A auf einem 

Strahle $.4. eines geraden Kreiskegels, die nach § 88, 10. 

den durch A gehenden Hauptschnitt des Kegels Ant- 
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halt, trifft die Kegelackse im Krummungszentrum R A 
dieses Hauptscknittes. Hat ein sckrager Scknitt a des 
Kegels rait diesem Hauptscknitte in A die Tangente 
gemein, so trifft das Lot aus H A auf die Ebene yon a 
diese Ebene und den Kegelstrahl SA in den zn A ge- 
korigen Krummungszentren K A nnd K A der Kurye a 
und ihrer Abwickelung y, wobei K A erst nach erfolgter 
Abwiekelung diese Bedeutung ubernimmt. 

Dieser sckone Satz ist auf den Punkt IY anwendbar, den wir 
auch mit B bezeicbnen. Errichtet man also auf S"B " in B" das 
Lot, und fallt man aus seinem Schnittpunkte Hb mit S"S' auf e 2 
das Lot, so trifft dieses den Strabl S"B" in Kjj" P und wenn man 
auf S* 4,* (in der Abwickelung) yon IV,* aus IV,* - I V'KF 
abtragt, so ist das Kriimmungszentrum zu IY,*. Dieselbe Kon- 

struktion gilt natiirlick aucb fiir den Punkt IV 2 *, der ja nur eine 
andere Auffassung des Punktes IY,* darstellt. 

15 . Wendetangenten. Diese Betracbtung lieBe sick mit Hilfe 
der spkarischen Trigonometrie unscbwer — wie bemerkt — auf die 
anderen Punkte der Kurye y iibertragen, dock moge es mit dem 
Mitgeteilten sein Bewenden haben, da dabei nichts prinzipiell neues 
berauskommt. Dagegen wollen wir nock auf eine fur das praktiseke 
Zeichnen wicktige Frage eingeken. Die Kurve y muB zwiscken den 
Punkten A * und IV,*, da ikre Krummungskreise zu yersckiedenen 
Seiten von y liegen, einen Wendepunkt besitzen, wie wir das auck 
bei der Abwickelung des Zylinders gefunden batten. Nack der dort 
gemackten Erfahrung entsprickt diesem Wendepunkte ein solcker 
Punkt to yon a, daB die den Kegel langs wS beriikrende Ebene auf der 
Ebene yon. a senkrecht stekt (y = 90° in (1) gibt, wie wir verlangen, 
einen unendlick groBen Krilmmungsradius der Abwickelung). Solcker 
Tangentialebenen gibt es in unserer Figur zwei. Jede auf der Ebene 
7 j yon a senkreckte Tangentialebene des Kegels enthalt namlick die 
aus S auf rj gefallte Normale n 9 und durck n geken nur zwei Tan- 
gentialebenen des Kegels — falls n auBerkalb des Kegels 
liegt, was in unserer Figur angenommen ist; liegt n inner- 
kalb des Kegels, so gibt es keine Tangentialebene der gesuckten Art 
und auck keine Wendepunkte, was zur Folge bat, daB alsdann alle 
Krummungszentra der Kurve y auf derselben Seite dieser Kurye liegen. 
In unserer Figur liegt n auBerkalb des Kegels, was man daran er- 
kennt, daB der AufriB n yon n, der auf e 2 senkreckt stekt, auBerkalb 
des Aufrisses der Kegelflacke liegt. Der Grundrifi n von n ist mit A' 4' 
identisck. Auf ikm liegt der erste Spurpunkt W, von n. Legt man 
AT A i To vi A-nnlon 7V7 147 ' 7V T47 ’ ' VtPsi-.immAn diesp. 
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mit S' die gesuchten Tangentialebenen. Die Aufrisse der Punkte W t ', W 2 
des Kreises % liegen auf der Achse %, und der Strahl S" l\\" S"W 2 ,r 
trifft e 2 irn Aufrisse u\ = w" (nicht in der Figur) der Punkte vr 1; iv 2 
you s 9 die bei der Abwickelung in Wendepunkte iibergehen. Die 
Grundrisse iv x \ ic 2 dieser Punkte konnen jetzt auf S’ IV { ' und S'W 2 
konstruiert werden. Die Punkte W und tc werden dann ebenso in 
die Abwickelung iibertragen wie 1 und 1, und die Tangenten von y 
in iv 1 und die Wendetangenten, werden naeh D$. gefunden. 
Sie sind die zeichnerisck wichtigsten Tangenten der Kurve, deren 
Gestalt nunmebr hinreichend festgelegt ist. 

16. Soil schlieBlich aucb noch die wahre Gestalt der Schnitt- 
kurve gezeichnet werden, so konnte man aueh das ausfuhren, olme sick 
xiber ihre geometrische Bedeutung Reehenschaft zu geben. Man 
hatte sogar nach 14. sofort die Krummungszentra zu A uud R 
Dock wollen wir, urn die Figur nicht zu iiberfiillen, jetzt davon Ge- 
brauck machen, daB es sicb um eine Ellipse hundeii. Hire Ilaupt- 
ackse ist gleick A"B". Ist M ihre Mitte, J/" also die von A"l>" y 
so wird die Ebene der Ellipse von der dureh M gelegten Parallel- 
ebene % zu n x in der kleinen Achse der Ellipse geschniiten, die als 
Sekne des umzuklappenden Schnittkreises (ha* Phene n leicht zu 
finden ist, siehe Figur 2S7. Sie ist aueh kleine Achse des Grund- 
risses a. Die naturliche Gestalt von a ist als a* in die Abwickelung 
des Kegels gezeichnet unter llervorhebung der Punkte 1, II, . . die. 
zur Darstellung von y gedient batten. 


Dreizehnter Abschnitt. 


Graphische Statik. 


§ 90. Zusammensetzung der Krafte mittels Krafteek und Seileck. 
Gleichgewichtsbedingungen. 

1. Die graphische Statik hat das Ziel, Aufgaben der Statik auf 
dem Wege der geometrischen Konstruktion zu losen. Ihre Grund- 
lage ist die bildliche Darstellung der Krafte durch Vektoren. Wenn 
man die Krafte, mit denen sich die Mechanik befaBt, nnter dem 
Bilde gerichteter Strecken betrachtet, so findet das Zusammenwirken 
mehrerer Krafte an einem Punkte, wie wir im zweiten Abschnitte 
gesehen haben, seinen einfachsten Ausdruck im Parallelogrammgesetze. 
Urn aber Krafte durch Vektoren zu geometrischen GroBen zu rnachen, 
ist ein Krafte maB stab erforderlich, der angibt, durch wieviel 
Langeneinheiten die Krafteinheit dargestellt werden soil. Die Ent- 
scheidung hieruber ist yollkommen willkiirlich, denn es gibt zwischen 
der Langeneinheit und der Krafteinheit keinerlei Beziehung, mag 
man nun die Kraft im absoluten MaBe messen, oder, wie es in der 
graphischen Statik mit Riicksicht auf die Technik ublich ist, in Kilo- 
grammen (vergl. § 17, 1.). Angesichts dieser Willkiir verdient es 
hervorgehoben zu werden, daB es bei der Abbildung von Kraften 
durch Yektoren gleichgiiltig ist, was fur ein KraftemaB- 
stab zugrunde gelegt wird. Denn wenn die Krafteinheit einmal 
durch p , einmal durch q Langeneinheiten dargestellt wird, wo p 
und q positive Zahlen bedeuten, so wird ein System von Kraften, 
die an einem Punkte 0 wirken, durch zwei Systeme von gerichteten 
Strecken abgebildet, die zueinander ahnlich und ahnlich gelegen sind 
mit 0 als Ahnlichkeitspunkt, indem eine Kraft von 1c Krafteinheiten 
einmal durch eine Strecke von kp, beim anderen KraftmaBstabe durch 
kq Langeneinheiten auf derselben Geraden reprasentiert wird. 

2. Die Verbildlichung der Krafte durch Vektoren bildet die 
Grundlage der graphischen Statik. Die an einem Massenpunkte 
angreifenden Krafte verhalten sich wie Vektoren an einem Punkte (§ 2), 

rJia cm oinAin ct,arr#vn knrup.i' wi rkpn wi ft lirnp/nfliiphticrfi 
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Yektoren (§ 3). Denn das Wesen des st-arivn Korpers in strong 
statischer Auffassung besteht darin, dab zwe i ontgegengeHetzt gleiche 
Kriifte mit derselben Angriffslinie, die auf den stanvn Kbrper wirken, 
einander anfbeben. Hat man also an einem starren Korper cine 
Kraft k mit einem Angriiispunkte A , so luge man auf der Angriils- 
linie a von k in A die entgegengesetzt gleiche Kraft hinzu, in einem 
anderen Punkte J> von a dagegen die Kraft k selber. Die beiden 
hinzugefugten Kriifte ‘heben einander auf: awierersoits a her hebt die 
erste das urspriinglieh gegebene k auf, so dab nur das narh I> ver- 
legte k ubrig bleibt, d. h. mit anderen Worten: Man darf jede 
Kraft an einem starren Korper auf ihrer A ngriffsl inie ver- 
schieben, nur darf der A ngriffspunkt den Kbrper nicht 
verlassen. 

3, Wie man Krafte in einer Ebene mittels des Sunima- 
tionsecks und des Situationseeks zusamm ensetzf , ist im 
ersten Abschnitte dieses Bandes gun/, allgemein gezeigt 
worden. Das Summationserk von Kriiften wird aueh Kraftoek odor 
Kriiftepolygon genannt, das Situatimiseek heibf Seileek 1 ) oder Soil- 
polygon, aus einem (Jrunde, den wir im AnsebluB an Pigur (S. 2H) 
auseinandersetzen woilen. 1st dort n u n x n., . . . tt n «*in Soil, das an den 
Enden von und u n festgehalfen wird, wiihrend man es an den 

Punkteri S u 8 l 2J . . 8 n in den Bichtuugen r n mit den 

Kriiften 01, 1 2, . . ()i — 1 anspannt , so nimmf es die (iestalt 

des Seilecks u 0 S l Ah . . . S n n n mi. Dabei iniissen die Kuden des Soils 
mit den Kriiften P0 und n P gespanni werdeu. in undent 

Strecke des Seilecks fallen zwei entgegmgeset/t gleiehe Kriifte, die 
die Strecke zu vorliingern stiehen, sogenamite Xugkrafte. Man 
gebraucht jedocli den iNamen Seileek aueh {’fir Sit uat ions«*eke, in 
deren Seiten Druckkriifte fallen, d. h. Paan* entgegengesetzt 
gleiclier Kriifte, die die beirelfende Seite zu verkiirzen stivhen. 

4:. Auf das Verfabren der Kriilfesummat inn imtfel.- Krafteek und 
Seileek brauchen wir nicht nadir einzugehen. Sind Kriifte in tuner 
Ebene zu summieren, die nicht an demselhen Punkte angreifen, so 
ist nach § 4, 5. ein Lageplan der A ngr i ff 1 i n i e n erforderlich, 
auf welch en das Seileek si<*h griiinlet. Dicscr Iaigephm wird in 
den seltensten fallen in natiirlicher («r»»Be gczeiehnet werden kbnnen, 
in der Ivegel mu6 er cine ftlmlirhe \ erkbnnerung * i i * naturiichen 
Lageplanes sein. Dcm so verkleinertem Lageplan mub dann der 

1) Dei Krattecke und Scilcrke hat sirh /.wnvt P. \ ’arigimn in’dient. 172« r >/. 
Der eigentliche Begrundor der «rrapliis<-h«Mi Statik i,t al.rr Karl I'ulmann, geli. 
1821 in Bergzabcm (.Rheinptnlzj. hr war vun iH.Vi hi /,u wrjnem Todr issli 
Professor der IngenieurwisseiiHchaftcn in Zurich. Sein Hauplwrrk, dir »niphisi*hc 
Statik u . erschien 1 «(»(». 
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LangenmaBstab beigegeben werden, der erkennen laBt, wieyiel 
Meter jedem Millimeter des Planes in der Wirklicbkeit entsprecben. 

Wie der KraftemaBstab, so ist auch der LangenmaBstab 
anf das Ergebnis der Konstruktion obne EinfluB. Man denke 
namlich etwa Pig. 23 (S.31) als Konstruktion der Resultante yon Kraften 
01, 12, . . ., (n — \)n mit den Angriffslinien x X7 x 2 , . . ., x n . Andert 
man zunachst den KraftemaBstab, so wird das Krafteck 012 ...n, 
wenn man seinen Anfangspankt 0 beibehalt, in ein a hnl iches nnd 
ahnlich gelegenes mit 0 als Ahnlichkeitspunkt iibergehen; statt P 
wable man den zu P ahnlich gelegenen Punkt als Pol des neuen 
Kraftecks. Nun andern wir aucb den LangenmaBstab. Dann wird 
aucb. das System der Geraden^ x 17 x 2? . . ., x n durcb ein abnliehes 
ersetzt (aber in einem anderen Ahnlichkeitsyerhaltnisse) ; wobei wir^ 
als beiden Systemen gemeinsam annehmen diirfen. Das neue Seileck 
wird dem alten ebenfalls ahnlich ; die neue Lage der Resultante wird 
zu der alten homolog sein. Zwar wird derVektor, der die Resultante 
verbildlicht, eine andere Lange haben ? seine Richtung ist aber die 
alte, und die jener Lange entsprechende Kraft ; worauf es schlieBlich 
allein ankommt, ist ebenfalls die alte. Alles das ist eine einfache 
Folge der beiden Ahnlichkeiten, die wir festgestellt haben. 

5. Gleichgewicht von Kraften an einem Punkte. Krafte 
stehen im Gleichgewicht ; wenn die ihnen entsprechenden Yektoren 
den Yektor Null zur Summe haben. Greifen die Krafte an einem 
Punkte 0 an, wahrend ihre Angriffslinien zugleich in einer Ebene 
liegen, so ist ihre Summe gleich der SchluBlinie (§ 1, 6.) des 
Kraftecks. Soli diese den Vektor Null ergeben, so muB die letzte 
Ecke des Kraftecks, etwa A n in Figur 7, mit der ersten zusammen- 
fallen. Man sagt dann, das Krafteck schlieBe sich (§4, 1.). SchlieBt 
sich das Krafteck, so ist umgekehrt die Resultante gleich Null. 

Das Zusammenfallen yon A n mit 0 in Figur 7 (S. 10) kann auch 
durch die Forderung erzwungen werden, daB die Parallelprojektionen 
der Seiten des Kraftecks auf zwei Geraden OX n , OY n je einen ge- 
schlossenen Streckenzug OX x . . . X n und 0Y X . . . Y n bilden, dessen 
letzter Punkt mit dem ersten zusammenfallt; d. h. die Komponenten 
der Krafte auf jenen beiden Geraden miissen je fur sich die Resul- 
tante Null haben. Diese Forderung ist nicht nur ausreichend, um 
Gleichgewicht herbeizufiihren, sondern auch notwendig. Es genii gt 
namlich nicht, wenn der Streckenzug OX x . . . X n sich schlieBt, um 
das Zusammenfallen yon A n mit 0 zu sichern, da, falls X n mit 0 zu- 
sammenfallt, A n noch jede Lage auf der Geraden OY n haben konnte. 
Wenn auch noch OY x . . . Y n sich schlieBt, ist das unmoglich. 

Ein einfaches Kriterium des Gleich gewichtes unsers Kraftesystems 
ergibt sich auch aus dem Satze yon den statischen Momenten, § 2, 7. 
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Banach rmi6 im Fallo des Gleichgewiehtes die Sum me dor sfatischen 
Momente der Krafte in Bezu.tr auf irgend einen Drehpimkt P gleich 
Null sein. Diese Bedingung is* alter nicht ausreiehend. weim 

sie fur einen gewissen Punkf P erfullt ist, kami gieielmohi das 
Kraftesystem eine von Null vorschiedene Kesultanfe hahen, falls p 
auf ihr liegt. Dio Resultants geht naiiirlieh durrh don Angriffs- 
punkt 0 dieser Krafte. 1st nun die Alomentensumine aueh noeli fur 
einen Punkt Q gleich Null, der nicht auf dor Beruden Up liogt, so 
kann durch ilm eine eiwa vorhandene hVsultantn nicht hindureh- 
gehen, muB also ein von Null vorstdiiedenes Moment be/nlglich Q 
haben, falls sie nicht Null ist. Sie ist alter gleich Null, weil i] lr 
Moment gleich der Momentensumme ist. Durch das Verseliwindou 
der Momentensumme beziiglieh ( { > ist also das Uieiehgewiebt ga ranliert 
Alles das zusammenfhssend hahen wir also don 

Satz 1. Wenn in einer F.bene ein System von K ration 
gegeben ist, die an demselhen Punkf o n angreifen, so 
besteht (Meiohgewiehf slots and nur claim, wenn eine 
der Bedingungen 1., II. t III. orftiilt i : 

I. Ein Krafteck dos Systems muB s i < - h sehliotfen. 

II. Die Koni ponent en dieser Kraft*- auf raei (ieradon X 

und if durch U hahen jo die a ! b r:u yr t, o Sumnie 

Null. 

III. Die M o mentonsum men der Krafte in /n. i Punkienp 
und Qj die mit U nicht in einer tieraden 1 i 

sind Null. 

Mit jeder dieser Bedingungen sind aueh die }»,*iden 
anderen erfullt. 

®- Gleichgewich t in der barren Khme Ini wiehtiger 

Hilfshegriff der Statik ist dor der barren 1 Jm-,, |> t e,e w\r<\ aus 

der obenen Oberilaohe nines starren Km-per. • rnala-n. uenn man sirh 
diese bis ins Unendlicho au.-gedehm denl.t, «» i51 ,j , t . r {*; 

liegende Krafte uneingesohrankt ab liui. ntiurhtigr \ ♦ nm b.dmmlelt 
werden konnen. Fiir das Dleieligewieht in d*r s!;mv: Hun* ..-jit dor 

Satz 2. Ein System von Kriiften m e* ..»• starren Kb one 
befindet sic.h im U leiohgew ieh :*■ und n nr dann, 

w enn eine der Bedingungen [., If. m j f; 

I. Es schlieBt si eh je ein Kraitei-k und *- * n >oileok. 

II Die Komponenton der Krafte naeh ,|«*n dr.d Seiton 
011108 Dreieoks hahen je die ai brnmehe Sum me 

Null. 

III. Die Moment en sum men beziiglieh dr* i.-r Punkte ./,//, 

C, die nicht I ti f r ( » ** *i 1 1 1 1 i* I ■ II- . . \ ’ i ! 


13. Grapliische Statik. 


519 


§ 90. 


Wenn eine dieser Bedingungen erfiillt is t, sind auck 
die iibrigen yerwirklickt. 

Znm Beweise von I. bemerken wir zunackst, daB es nickt aus- 
reickt, wenn ein Krafteck sick scklieBt; es konnte dann das Krafte- 
system immer nock auf ein eigentliches Gegenpaar zuruck- 
fiikrbar sein, wie wir in Figur 24 (S. 32) seken. Das wird verkindert 
durck die Forderung, daB die letzte Seite u n des Seilecks mit der 
ersten % zusammenfallen soil. Das Gegenpaar wird dann zu einem 
uneigentlicken, das auf derselben Angriffslinie wirkt und sick daker 
aufhebt. 

7. Zur Vorbereitung des Beweises yon il. und III. stellen wir 
uns die Aufgabe: eine Kraft k nacb den drei Seiten eines 
Dreiecks A t A 2 A 3 zu zerlegen (Fig. 288). 

Es gilt ; auf A 2 A 3 , A 3 A 1} A 1 A 2 drei Krafte k ly k 2 , k 3 zu be- 
stimmen, deren Resultante k ist. Waren sie bekannt ; so wiirde man 
die Probe maeken konnen, indem 
man ein Krafteck 0123 anlegt 
mit 01 — k x als erster, 12 = k 2 
als zweiter, 23 = k 3 als dritter 
Seite; dann ware 03=/c. Nun 
muB aber die Resultante JR 23 
yon k 2 und k 3 auf der Geraden 
A t U t liegen, wo U 1 den Scknitt- 
punkt yon k mit A 2 A 3 bezeichnet; 
denn sie muB jedenfalls durck A t 
gelien, und wenn £ 7 / ikr Scknitt- A 
punkt mit A 2 A 3 ist ? so muB die 
Resultante R yon _B 23 und k x durck 
£7/ geken, und da sie mit k iden- 
tisck sein soli, so fallt £7/ mit U t zusammen. Nack GroBe und 
Ricktung konnen wir aber R 23 auck aus dem Krafteck entnekmen: 
JK 23 = 13. Durck diese Angaben ist aber das Krafteck nach will- 
kiirlicher Annakme yon 0 bestimmt: 

Man macke 03 = k, zieke durck 0 zu A 2 A 3? durck 3 
zu J L U 1 die Parallele, zieke durck den Scknittpunkt 1 
dieser Parallelen eine weitere Parallele zu A X A 3 , durck 3 
eine zu A t A 2 , so treffen sick die beiden letzten Paral- 
lelen in einem Punkte 2 ; so daB k l =01 7 k 2 = 12, k 3 = 2 3 
die gesuckten Komponenten sind. 

Eine weniger elegante Losung dieser Aufgabe kann aus Figur 12 
(S 17) entnommen werden. 
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Geht k dureh eine Ecke des Dreieeks. t'lillt auf die ^egen- 
uberliegende Seite kerne Komponenfe. 

8. Hat man nun ein vorgelegtes Kruftt*Hvsti‘ixi nacli seinen Kom- 
ponenten auf den Seiten des Dreieeks A, A t .1. zerlegt, und ist die 
Komponentensum me auf jeder Seite des Dreieeks Null, so hestekt 
sicher Grleichgewieht. Andererseits rei<dit es zur Nicherung <les tileich- 
gewichts nichfc aus, wenn auf zvvei Seiteii des Dreieeks. etwa auf 
A t A 2 und A 1 A S , die Summe der Kompunenteii versehwimlet , denn 
wenn man auf der dritten Seite A„ A... eine Kraft amiimmt , ho hat 
diese auf A X A 2 und A l A, l koine Komponenie und dan aus dieser 
Kraft bestehende System ist trotzdem nieht im (Jteirhgewieht. Die 
Bedingung II. ist daher hinreirhend mid mdwendig. 

9. Reduziert sich das Kriiftesystein auf eine Resultant** oder 
auf ein Gegenpaar, so ist das Moment der Resultant** oder des 
Gegenpaares im Falle III. beziiglieh jedes d**r Punkto ,f lT J M? 
gleicb Null. Dadurcli ist ein eigent Relies Kriiffepaar ausgese.hloKHen, 
da das Moment eines solehen nie versehw indeii kaan j £ B, if i. A her 
auch eine von Null versehiedene Resultant** Pt turns. *glieh , da eine 
solcbe nur dann beziiglieh eines Punktes ein ver.M-hwindendes Moment 
Rat, wenn der Punkt auf ihr liegf. Da ah* r I, , , L , I, : nieht zu- 
gleich. auf dieser Kraft liegeii kbnnen, sn ist dm <• Amiahme huh- 
geschlossen. Es herrscht also, wen n III. eridllt r t , RIeichgewi<*hfc 7 
wahrcnd das Verschwinden der Moment»*nsunmm in z \u*i Punkten 
A l7 Ao nicht immer ausreiehty urn Rlemiig* w irht Imrbriztduhniii. 
Denn eine auf A t A s liegende Kraft ist nieht mi < ileiehgewirhf , ol> 
wobl sie in A x und .L das Moment Null hat, 

Damit ist Satz 2 vollstilndig hewiesrn. D**rTeji III. dieses Sutzen 
legt die Frage nach der gegenseitigen A bhangmk* n d»-r sfafisehen 
Momente einer Ivrait beziiglieh lueluvrer Dreiipankte nalm; e* ; inuB 
moglich sein 7 aus einer gewissen Anzaid die-op M muento do* ii frige n 
eindeutig zu bereclmen. Diese Frag** -..11 im na.dmt.m Paragraphrn 
erledigt werden. Sie. fiilirt in intvre^aut** giM.m.-tri da* Xusammen- 
bange. 


§ 91. Graphosfafik und Pmeekskoordinafeii. 

I. Orientieriuig der Reraden. J**dor Reradon, die im fol ■ 
genden in Betracht kommen soil, legen wir \\ i i ! K * i r 1 1 « * 1 1 dureh einen 
daran gesetzten Pfeil einen Sinn oder eine O ri* 4 n t icrunur h**i und 
messen den Abstand eines Punktes von dies**r Reraden posit iv oder 
negativ, je nachdem sie vermoge ihrer Orient ierumr in dem Punkte 
positiven oder negativen Drehsinn bestimmi l, 2. Auf der (Je- 
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raden nacb ihrer Ricbtung zu blickend bat man die Pnnkte positiven 
Abstandes zur Linken, die Punkte negativen Abstandes znr Recbten 
der Geraden. Die so gemessenen Abstande mogen orientierte Ab- 
stande beiBen (§ 2 , 8.). 

2. Orientierung der Flacbeninbalte. Um aucb dem Flacben- 
inbalte eines Dreiecks ein Y orzeicben beilegen zu konnen ; werden 
seine Seiten so orientiert, daB sie in einem — und damit in jedem — 
Punkte der Innenflacbe denselben Drebsinn bestimmen. Dieser ist 
aber dureb Orientierung einer Seite bereits festgelegt. Je nacbdem 
nun dieser Drebsinn fur die Punkte des Inneren positiv oder negatiy 
ist, wird der orientierte Flacbeninbalt positiy oder negatiy 
gemessen. 

Der folgendenBe- 
tracbtung legen wir 
ein Dreieck A 1 A 2 A S 
zugrunde (Fig. 289) 
dessen Inbalt z/ po- 
sitiv orientiert sei. 

Ist X ein Punkt der 
Ebene dieses Grund- 
dreiecks, so sollen 
die drei Dreiecke, die 
X mit A 1P A 2 , A 3 be- 
stimmt, die Orientie- 
rung der Seiten des 
Grunddreiecks beibebalten. Die so orientierten Dreiecke bezeicbnen ? 
wir mit 

(1) x 1 = a 2 a 3 : x, x 2 = a 3 a 1 x p x s = a 1 a 2 x. 

Fiir jede Lage yon X in der Ebene von A ist 

(2) X, + X 2 + X 3 = A. 

3. Orientierung der Winkel. Die drei Neigungswinkel cp ly 
cp 2y cp. d einer Geraden u gegen die Seiten a 17 a 2 , a 3 des Grunddreiecks 
werden folgendermaBen definiert (Fig. 289): Die orientierte Gerade wird 
um einen ibrer Punkte in positiyem Sinne (gegen den Sinn der Be- 
wegung der Ubrzeiger) gedrebt, bis sie zu der orientierten Geraden a € 
parallel ist und aucb im Sinne mit ibr ubereinstimmt (§ 1, 3.). Der 
Drebwinkel ist dann <p. (i = 1, 2, 3). Indem man zu u dureb A lf A 2 , A s 
die Parallelen ziebt und ibnen die Orientierung von u erteilt (§ 1, 3.), 
erhalt man aus der Figur: 
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. v. - r, 


„ , .j %> /* 


sm Vl = - • • , 

% — % 

• u x . ■ 1 h , 

(3) • 

c^-r, 

sm % = -•„_ , 

9s" 9>i 

1 


! . cr,-r, 

s m % = - „ » 

<Pi 

«:i ; - l''gl. Hd.il §57,6), 

•wenn U 1} U if U 3 die* orientierten Abstilnde der Punkte A», A s 

von u und a l} a.,, « 3 die Winkel des (irunddreieeks sind. Ans (3) folgt: 

(4) 

f a 1 sin <p x + 

f/ tJ sin 

a :j sin (f -ct n. 

(aj A Y X sin 

IX sin (f » ■ 

+ %/ ;; sin r/).j ■' : 0. 

4. 

WinkelmesHung. 

Auf der 

Geraden // nehmen wir eiue 


Kraft k an, die mit dor Pfeilridrtung von n iiboreinst immo; ihre 
absolute Lange sei k (Fig. 200). Wir zerlegm sie narh dem im 



vorigen Paragraphen ange- 
gebenen Ye rial iron in ihre 
Kompnnonten A*,, A\,, A* 3 


auf dm Soil on r/ f , « a. 


I ? w 3 

des ( mmddreierks. Mitposi- 
i i v ••in odor negutiveiu Vor- 
zeiolten gemessen, je naeh- 


(imi dor Sinn dor k n h\ } 


A*., mit d**ui Siam* der orien- 
tierfm; Seiten , a, M a t] 
uheroiusf imuit odor nieht, 
ni‘*gon dioso Koniponenten 
d io GroBm /. | , , k., Iiahen. 

Womi wir dio t Mentioning 


der Geraden a l7 (L,,a : , auoh auf die da/u parallolon Seiten 01, 12,23 
des Kraiteeks tilmrtragen, so iiabon die so orient ierton Seif on des 
Kraftecks gegen 03 die Neigungen r/,, wm-aus iblgf: 

(5) k /,’j cos f/ j j A eos (f , 


*f 


Diese bonnel l;i lit. sioli nodi of was verallgemeiiieni: \\ it* droheu 
die Gerade a urn irgend einen ihrer Punkte I) im p«.sitiven Siniu*. 
durch einen beliebigen \Y inke] 0 in eim* none Laufe, die r heiUeii 
mbge; die neue Luge von A* hoiiie A*. Auoh A* uini in seine Knm- 
ponenten A\, , A* ; , ant den Geraden u , % n /.eriegi , die, wie 
die A* {7 in der liiclitung der <r positiv gonies-en die Liingen Z\/, /.,/ 
haben mdgen. Das zu dieser Konst rukt ion orforderlidie Krafterk 
0 12 3 nidge mit 01 23 die Anfangseeke 0 gemenmehaft lieh haben. 


Dann liegt V auf 01. Kernel* isf 1'2' 12 a,, } 2'3' 2 3 •: 303' - 0. 


Bis auf die Richtumr sind die Seiten OV 


2 /■' k 'L'. 
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und wenn man auf 01', 1'2', 2'3' die Orientierung yon a X7 a 27 a 3 
iibertragt — wie wir es soeben bei 0123 getan — so baben die so 
orientierten Seiten des Kraftecks 01'2'3' gegen 03 die Neigungen 
<p x , die Summe der Orthogonalprojektionen dieser drei Seiten 

auf 0 3 ist daber k x cos (p x -f- k 2 cos cp 2 + cos <p s . Andererseits ist 
diese Summe aber gleicb der Ortbogonalprojektion yon 03' auf 03, 
also gleicb ¥ cos 6. Daber ist: 

(6) ¥ cos 6 = k x cos cp x + k 2 cos cp 2 + k 3 cos <p 3 , 

wo ¥ natiirlicb = k ist. Fur 6 = 0 folgt bieraus wieder Formel (5). 

Jetzt wenden wir den Momentensatz auf das System der Kraffce 
Jc 17 k 27 k 3 und ibre Resultante k an, indem wir den Drebpunkt der 
Reihe nacb mit A X7 A 27 A 3 zusammenfallen lassen. Sind h l7 h 2 , h 3 
die Hoben des Grunddreiecks, so ist danacb: 

(7) 1 cU x — k x h 17 k U 2 = k 2 h % , kU 3 = k 3 h 37 

und wenn V 17 V 27 V 3 die orientierten Abstande der Punkte A i7 A 27 A 3 
von der orientierten Geraden v bedeuten, findet sicb ebenso: 

(8) k V 1 = k x 'Ji 17 kV 2 = k 2 h 27 kV z - k 3 h 3 . 

Durcb Einsetzen der Werte (7) und (8) in (5) und (6) folgt: 

(9) 1 = j cos cp x + cos (p 2 -f ^ cos cp 3? 

V V V 

(10) cos 0 = ^ cos cp x + “ cos cp 2 + cos <p 3 , 

oder nacb Multiplikation mit 2 A = a l \ = a 2 h 2 = a 3 h 3 : 

(11) 2 A = a x U x cos <p x + a 2 U 2 cos cp 2 + a 3 U 3 cos cp 3 = cos cp i7 

i 

(12) 2 A cos 6 = a 1 V 1 cos cp x +a 2 V 2 cos cp 2 + a 3 V 3 cos cp 3 = J5^F. cos (p i . 

Fur 6 = 0 gebt (12) in (11) iiber. Unter u X7 u 27 u 3 und v X7 v 2y v 3 
einmal ganz beliebige Yariabeln Yerstehend bilden wir: 

{^a t «, cos ( Pi ) (JgaM cos q> t ) + (J5fou, sin t sin q> t ). 

i i i i 

Eine kurze Recbnung gibt: 

& uv = a x 2 u x v x + a 2 u 2 v 2 a 3 2 u 3 v 3 + a x a 2 (u x v 2 + u 2 v x ) cos (jp x — <p 2 ) 

+ a 2 a 3 (u 2 v 3 + u 3 v 2 ) cos (qp 3 — qp 3 ) 

+ «j %(«*«! + u t v s ) cos (<p s — gjJ, 


also ist wesen (3) endgultig 
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( 14 ) $ u , = nf l^l \ + « 2 S « 2 f 3 + «» 2 «s p » - + « a »,‘( COS « a 

— a ^ *3 + fV, ) C0B 

- 'VM'Vi + COS Oj,, 

imd speziell 


(15) 


— 2a 1 a 2 w 1 K 2 


= « X V + <V<" + 

cos a s — cos cos « 2 


mit der Definitionsformel (nacli (13)): 


(16) 


<*>„„ = cos 9.)-’ + «>» '/,/-■ 


Hieraus findet man leiclit nacli den Formeln /I.--;* />*- « ( -1 • ■ / Ih(A -iB) 
und cos (p + / sin qp die Darstellung: 


(17) 


0, 


(a****, cto + + <l i\ tty 4 **) i a i 11 1 (> ' " h ”i f VV t 


die besagt, daB <P un eine in zwei Li nearfak t oren zerfullbare 
quadratische Form is t. 

Das gilt also fur ganz beluddge n l% m,, n Vt und r r r., y r, r Jetzt 
setzen wir insbesondere n t l\ y r Mit Kiioksieht auf (11), 

(12) und (4) folgt dann aus (13) und (It.)): 


(18) 4z/ 2 cos Q <l>rv, -1 . /" 0,-r. 


Hiernach ist auch <Pw 4.7", also cos U 
man darin: 


(19) 


{ \ K l^\t 


< 1 >! l 


1 <l>t i <I>i r. 


8etzt 


so heben sicli die Proportionalitiifsiaktnivn c % fi in'rans, und man 
bekommt: 

cos 0 ' 

\ <t>a U '/»:< :• 

als Formel fur den Neigu ngs w i n k ** I /.wrier Lrnuleig 
deren orientierte Abstain!** (\ y ( , t . und f\, V,,, 1]^ 
von den Ecken des (Jrundd reiceks zu tt l% //,. bezw. 

v i? i; 2> v z proportional sind: 



U 1 : : li 3 = : /q, : a.., l , : I : l ’, 5 : r, . 

Die Formel 4z/ 2 -- <P rr zeig t uns, dali di** / ) , / 2J T, niclit 
ganz unabhilngig voneinander sind. 

Aus (20) sind auch die Kosinus der Neigungswinkid q 1? qq , 
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der Geraden u gegen a ly a 2 , a 3 leiclit zu berecknen, worauf wir in.- 
dessen nicbt eingelieii wollen. 1 ) 

5. Ab stand eines Punktes von einer Greraden. Bezeichnen 
P, Pi 9 P 2 > Ps die orientierten Abstande eines Punktes X von den 
orientierten Geraden u, a tJ a 2y a 3y und ist u die Gerade des vorigen 
Artikels, auf der eine Kraft k mit den Komponenten k \ , k 2f k 3 an- 
genommen war, so ist nacb dem Momentensatze beziiglick X als 
Drekpunkt: 

(21) Ip = \p x + lqp 2 + k s p 3 . 

X sei der in Figur 289 so genannte Punkt, der die drei orientierten 
Flacken X 1; X 2 , X 3 bestimmt; dann ist 

(22) 2A X == ci 1 p 1 , 2X 2 = a 2 p 2 , 2X 3 — ct 3 p 3f 

nnd wenn man in (21) die \ nack (7) durck die U i ersetzt, so folgt 
nack Multiplikation der Gleickung (21) mit A nack (22): 

(23) P4=U 1 X 1 +U 2 X 2 +U S X B 

als Formel znr Berecknung des Abstandes p des Pnnktes 
X von der Geraden u. Ist ox i = X iy also 

(24) x x : x 2 : x 3 = X-^ : X 2 : X 3 , 

so ist (da A — X x + X 2 + X 3 ): 


^ 25 ) rp — ~ 4 ~ ^ 2^2 ^8 X $ 

x i “h x 2 H“ x s f 

oder wenn man nack (18) durck 2 A = Y&uu dividiert' 
und U t : U 2 : U 3 = u x : u 2 : u 3 einfiikrt: 


(26) 


p U t x x -|- X* -f- u s D 


(x t -\-X s +« 3 ) l/®a- 

6. Punktkoordinaten. In alien diesen Pormeln haben sich 
die durck X bestimmten Inkalte X 17 X 2 , X 3 und die durck u fest- 


1) Nach (20) ist: 


sin. 6 = ^ u ^ P . 


also 




f *i6 = cose + t sin e = 

cos 6 — i sine $ _ r /$2 _ & $ 

^ UV V It V ^UU^VV 


woraus die beriihmte Formel von Laguerre folgt: 

1 <fi _L_l/(p2 — <fj S 

q In uv ' * uv u u v v 

2 i $ _t/$ 2 _ <p $ 

^ UV V UV ^UU^VV 


diA ' 7nr P, a. v 1 a v sr*.Vipn AnffVissnno* dar Mp.trilr TiinocAfiilirt bat 


gelegten Abstamle l\, l r s , V 3 uis so hmtoniaU- HiltsgroBen be- 
wahri daB wir ilinen muraoehr unsen* Autm.-rksamkeit, zuwenden 
miissen Zunlichst stellen wir test, dali mUit nur cler Punkt 
X die Inhalte X lt X, A'., bestimmt, snndmi uiugekUirt die 

Inhalte A'j, X.„ A‘. t , die tier Be- 
dingung CD geniigen, i miner ein- 
deutig einen Punkt A iestlegen. 
IJiii das rinzusehem hat man imr einem 
bekannten < iedankenga nge zu folgen, 
cler zum Sat/.** vm» Peva !$ 7>, B.) Hn- 
iuhrt. Wir miissen also die Punkte 
l\ n iP, /P in Betrarht ziehen (Fig. 291), 
in denen die Kek! ransversalon des 
Punktes A die gegeniiherliegendmi Seiten 
tretleu. Sind /, and /,, die Lute aus 
A, mid A 2 auf AUL, ho ist, da si.-ti Dn-i.-rk,. v,m irl.-i.-h.-r (irund- 
linie wie die Hbben verbal ten: 

AX A, /, : /, -1,/X /’ :1 I, 

Xacb AusKclmltung des initflunui \ i , rluilliiisM'- ist tins aueli liin- 
eicbtlich der Vorauehen rirhtig, w«-nn man auf d.-n Sritm d.-s (Iruml- 
dreiecks alle Streeken im Simu* der Ori.mti. rim^ di.-sm- S.-ten jmsitiv, 
im Gegensiime nogativ milit. In dii*st*r \ Ii;i rt i * • t < ! a-sung ist also 
unter der Voraussetv.ung -4 i: 



( 27 ) 

Hiernach ist. 

( 2 ») 


i J* 

-M * *1 

R A . 


J, V, 
R •!., 


•PC 

1\ -F 

■ PC 

/\ i. 


r, i. 


j r 

R 1, 


Y rrhiil 


Das ist nae.h dem Katze des <Vva das Knten 
Ecktrans versa! en A t I\, A u/P, .F/p sieh in einem 
Teilt man also, von beliebigen pomtUen <*«n*r 
ausgdhend, die Seiten m. </ in den 
gehen die Eektransversaien der drei 'I*. ilpuni. ?* 
einen Punkt X derart, daB die von die e m Pankt 
eeke X { , Xu, A ;> zn j\, x,, , .m prupurt mual n 
man X- = ax setzt , so findef man den Ppuhom n»nalit;its|aklor a 
nach. (2) gleicli a x,,\ i. 

in- Die UrdBen X n A.,, AP, die d u re h den Punkt A eindeutig 
bestimmt werden and ihn eindeutig * * s t i in m **n, b e i Ben die 
Dreieckskoordinaten dieses Punkt es: da aln-r sehon die zu 
den X,, X a , X, proportionate!! (irdBen , a\,, / . 1 u die also 


it: dat'd r, daB die 
Punkte A* irefien. 
:s t i \ en ( i r< »B«*n j\, 
II i 27 l, BO 
P, (bircli 
l**-st immten Drei- 
:M t, uml w(‘im 
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x t : x 2 : x 8 = X x : X 2 : X 8 is t, zur eindeutigen Konstruktion von 
X vollkommen ausreichen, so werden sie ebenfalls als 
Koordinaten verwendet und mogen von den „absoluten“ X ly 
X 2 , X 8 als „relative“ nnterscbieden werden. Die Einfubrnng 
relativer Koordinaten ist notwendig, wenn aucb die unend- 
licb fernen Punkte in Betracbt gezogen werden sollen. Die 
drei Ecktransversalen eines unend- 
licb fernen Punktes teilen die drei 
Seiten des Grunddreiecks in ganz be- 
stimmten Verhaltnissen, aus denen 
sicb die Verhaltnisse x t :x 2 : x 3 be- 
recbnen lassen, wahrend die abso- 
luten Koodinaten unendlicb groB 
sind. Zieht man z. B. die Eck- 
transversalen nacb dem unendlicb 
fernen Punkte der Geraden u 
(Fig. 292) des vorangebenden Ar- 
tikels, d. h. also die Parallelen 
durcb A x , A 2 , A 3 zu u, und treffen 
sie die Gegenseiten in den Punkten 
P 1; P 2 , P 8 , so sind, wenn x u x 2y x 8 die Relativkoordinaten des unendlicb 
fernen Punktes von u bezeichnen, die Gleicbungen (27) erfiillt. Da 
aber A 8 P 8 , wie u selber, zu a x und a 2 die Neigungswinkel g> x und 
<p 2 hat, so ist: 

A t P 8 = -\-A 1 P 8 • h s ^ Dreie ck A x A s P 8 = \ a 2 • A^ P 8 sin cp s = a 2 sin cp 2 
I\ A 2 “ 1- P 8 A~- h s ‘ Dreieck P 8 A s A 2 i a, • A s P 8 sin cp 1 a x sin cp x > 

also nacb (27): 

x 2 : x x ===== a 2 sin <p 2 : a x sin cp x , 

und ebenso 

x 2 : x 8 = a 2 sin (p 2 : a 8 sin <p 3 , 

also: 

(29) x t : x 2 : x 8 = a x sin (p x : a 2 sin <p 2 : % sin gp 3 . 

Das sind die relativen Koordinaten des unendlicb fernen 
Punktes einer Geraden, die gegen a ly a 2 , a 8 die Keigungs- 
winkel cp ly cp 2y cp s bat, und nacb (4) ist 

x x -p x 2 -p x 8 0 . 

7. Linienkoordinaten. Eine Gerade u (Fig. 293) mit den Ab- 
standen U ly U 2 , U 8 von A lf A 2} A 8 teilt die Seiten a 1} ct 2y a 8 dea 
Grunddreiecks in drei Punkten G x , G 2y G 3 nacb den Verhaltnissen: 

A X G S U 1 A 2 G l A§ G 2 

G~i\ = ” U 2 ’ G X A» ~ U, > G 2 A X U t ; 



( 30 ) 
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falls wiederum auf (t l7 f h St roe ken itu Sinn*.* dieser Dreiecks* 
seiten positiv, iin Uegensinne negativ gemessen werden. Aus (30' 


-V'n AJr . AJ>, 

fr'„.L .1, .1, 


Wei6 man von den drei Teilpunkten <i x . fr'.,, nur, tluB H ie die 
Bedingung (31) erfiillen, aher audit, daB sit* in einer Iteration liegen 
,, ist * taIls den Hchnitt- 


e ■ r 

'i ki hf/.i-ii-hin-t 

.. ». t . 

. .1,'.', ,1. 


( t f ( . 




h!m> IlHI’lt ii! 

yf 

l./r :<i .1, 


f itntk t der Geruden (i x (i m it 


J/y l ,a ** nilY men 

j Piiiikt gilo, d»*r tdm* Strecke 

/ wj d 1 2 au'di d* in \ nr/.eichen 

n*i<’h in h«‘ tiiniuteiu Yer- 
haltnis teilt, so folgt hieruus, duB G nut G /n un mi**n t'iil It . d. h. die 
Form el (31) hat stets fur d i * - f > u 1 1 k t ♦ * ft, ft... ft /nr Bulge, duB 
in einer Geraden liegen. Has i>«t d» r 

Sat/, deg MtMitdaos. Winn: drei Punk te ft , / 1 , , ( / 3 der 
drei Seiten */,, u , h einnv r » , ii-e k •• 1,1 t die Glai- 

cluing f -> 1 ) e rfn 1 1 <* n , ; o lie^eii an! Geraden, 

und umgekehrt 

1st nun /(, : «„ : l\: f : / , und f 1: man dm Seiten n |t n, t 

in G f 1? Gk )? ft., modi d»th in den Vernaltr. en: 


(!„ A.. a, * 1 


so liegen (! l} (I.,, (i. auf einer (m r ed* , no, 
IL j k on lien gefunden werden. mden. man / 
rechnung des Preportiunaktat -faki* ^ . da ! 
welclie </> rr mit dem Inlialte / m He/ . di nm 


\ i e * and*’ / j , ( , M 
* t/f and zur Be- 
rn 1 " anwendd, 

l*anaeij \A: 


Da also eine Gerade tin* tire ben / , / , / sfets ein- 
deutig bestinunt; und durdi sie eindeni .;* ,♦* • nimt w ml, da 

ferner zur Best ininiti ng d»*r Gi*rad*-: : <• , . * » r * * C • n //,, 

ausreichen. wenn nur //, : */ : / / : / ■ / . werden die 
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koordinaten der Geraden bezeicknet. Die Koordinaten des 
Punktes keifien Punktkoordinaten, die Geraden der Linie 
entspreckend Linienkoordinaten. Die Formel (26) gibt den 
Abstand des Punktes X mit den Koordinaten x u x 2y x 3 von 
der Geraden u mit den Koordinaten u 1} u 2 , u 3 an. Die Ge- 
rade gebt daker durck den Punkt, der Punkt liegt auf der 
Geraden; wenn + u 2 x 2 + u 3 x 3 ~ 0 ist. Den Punkt mit den 
Koordinaten werden wir kurz als Punkt (x 17 x 2 , x B ) be- 

zeicknen, die Gerade mit* den Koordinaten u ly u 2 , u 3 kurz als Ge- 
rade (u ly u 2y u 3 ). 

8. Die Momentensummen. Bine erste Anwendung der Drei- 
eckskoordinaten soli die Momentensumme M eines ebenen Krafte- 
systems bezuglick eines Drekpunktes X betreffen, wenn die Momenten- 
summen M lf M 2y M 3 bezuglick der Ecken A ly A 2y A 3 des Grund- 
dreiecks als Drekpunkte gegeben sind. Ist 7c eine dieser Krafte, fc ikre 
absolut genommene GroBe, so orientieren wir ikre Angriffslinie u im 
Sinne von 7c. Dann folgt durck Multiplikation yon (25) mit 7s 


lep = 


7c U x • x t 7c U 3 • x 3 7c U s ♦ x s 
X 1 + X 2 + x s 


Hier stekt links das Moment yon Jc in X, reckts sind TsU 1} hU 2y kU 3 
die Momente yon 7c in A ly A 2 y A s . Stellt man fur die ubrigen 
Krlifte des Systems die entspreckenden Formeln auf, so ergibt sick 
durck Addition aller dieser Ausdriicke: 

jy- __ M x x x + M 2 x 3 -f M s x s 

X 1 “1“ X 2 ~f” X 8 

Wenn die Momente einer Kraft oder die Momenten- 
summen eines ebenen Systems in den Ecken eines Grund- 
dreiecks gleick M ly M 2 , M 3 sind, so ist das Moment oder 
die Momentensumme im Punkte (x u x 2y x 3 ) gegeben durck 

/O/j \ 7 i vr - ^i x i ~ h M~ 2 x 2 -f- M s 

( 34 ) M ~~ X x +X 3 + ' 

und die Gleickung der Kraft oder der Resultante ist daker 

(34') M x x x + M 2 x 2 + M 3 x 3 = 0. 

9. Die Dreieckspolaren. Konstruiert man in der Figur 293 
zu den Punkten G ly G 2y G 3 die Punkte P 1; P 2 , P 3 (Fig. 294), die 
von G l , G 2) G b durck A 2 und A 3 , bezw. A 3 und A ly A i und A 2 
harmonisck getrennt. werden, so ist wegen (33): 

, u, A 2 P t A s P 2 ^ u 3 

P'a: ” ^ u* ’ P 1 A S ’ p 2 A, u, ’ 
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und die Ecktransversalen von J\, P, gehen duller naeh dem 
Satze von Ceva durch einen Punkt (>, , ./«, ./*„ u fClr den naeh ( 27 ) 

1 : j\r 1 : 1 — u l : : x :l 

ist. Dieser Punkt keiBt der Dreieekspol der Geraden 
(u t ,u 27 U'i), diese die Dreieekspolare des Pu n ktes 
Dreieekspol (x lf und Dreieekspolare w/,, /*.,, •/*,,» ^ind 

also aneinander gekniipft durch die Beziehung: 



Wie man sieht, druckt sich diese projektive Kigensehaft in einer 
eleganten Form aus, wiihrend die mefcriHchen Ausdrueke ziemlich 
kompliziert wind. Trotzdem wollen wir nocli die vviehtigsten Grund- 
formeln der Metrik angeben, weil in iluten eine erhobliehe Roehen- 
arbeit verdichtet ist, die bei Untersurhimgen (Han* die Breieeks- 
geometrie sich als nutzlieh envois!. 


4 

Fitf. L'Hl. 

10. Die Eckensibstiinde einev PimMe Fig. lAbn. Zur Ik- 
rechnung des Abstandes $, AM, fallen wir an- A aulM/, und ^ 
die Lote XX 2 J XX,, und beaehfen, dab die \iej- Pnnkte \ l% V„, A, A,, 
aut einein Kre.ise nut dem Durehuies-er £ , Irngto Ihiber j i na<‘h den 
Form el n (10), § 31 des z weitm Bandes A, A .A ,m : andererseita 
ergibt aber der Kosinussatz, wcnn p, , p,, p on* • »n«*ntiert<‘n Abstiindr 
des Punktes X von den Seiten des Gninddremek . si ml: 

c,, Sill A.j A',,' pp * p.p * 2p., p eus r;, . 

Hierin setzen wir sin or, o, 2 r y \v<> r den l ink reisradius von 
AAA bedeutet, inuliiplizieren mil 1 a, /tip und l»eae}it**n, daft 
a iPi/% = X i ist. Dann wird: 

fc 11 fl i*W 

lfi.,2 




a.rX.p j uj A.,*' -• 'Jti, n A A / 
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Nack Bd. II, § 24, (8) oder § 31, 3. ist a 1 ^ 2 a 3 /4r = z/, und nack 
dem Kosinussatze : 2 a 2 & 3 cos ^ = a 2 2 + a 3 2 — a x 2 also : 

(36) ^z/ 2 = a 2 2 X 3 2 + a 3 2 X 2 2 + (V + a 3 2 - V)X 2 X 3 

= a 2 2 (X 3 2 + X 2 X 3 ) + a 3 2 (X 2 2 + X 2 X 3 ) - a x 2 X 2 X 3 
= (Z, + -X s )(« 2 2 X 3 + a 3 2 X 2 ) - VX 2 X 8 
— (X x + X 2 + X 3 )(a 2 2 X 8 + a 3 2 X 2 ) 

- (a x 2 X 2 X 3 + a 2 2 X 3 X x + a 3 2 X 1 X 2 ). 

Daher ist: 

/ = (X x + X 2 + X 3 )(a 2 2 X 3 + a 3 2 X 2 ) - &xx, 

r , 7 , I ^ 2 = (X 1 + X 2 + X 3 )(a 8 2 X 1 + a 1 2 X 3 )-^x I 
' ^ £ s 2 ^ 2 = (X x + X 2 + X 8 )(a x 2 X 2 + a 2 2 X x ) - «xx, 

■ wo = »i**2 + a s 2 Xi x 2 ■ 

Hieraus folgt, wenn t 1} t 2) t B willkiirlicke Veranderlicke sind: 

( (§i% + § 2 % H" I 3 2 ^ 3 ) — ^ (X x + X 2 + X 8 ) &x t — + ^2 + ^ 3 ) 

(38) | wo 

l 2a xy = <(^S + ^ 32 / 2 ) + ^2 2 (^3^1 + X lVz) + + ^l) 

gesetzt wird-, fur y t = x. gekt £l xy in das £l xx von (37) iiber. 

Setzt man in (38) links z/ = X t + X 2 + X 3 , und X. = cox if so 
kebt sich co 2 keraus; also bleibt: 

X\h\ + § 2 % + § 3 %) = % X &xt ~ *&**, 

WO ^ = .^+^2+^5, t — t x + 4 “t“ ^3; 

daher: + £ 2 2 # 2 + £ 3 2 tf 3 = 



11. Ab stand zweier Punkte X , X. Auf diese Formeln laJJt 
sicb die Berecknung des Abstandes d der Punkte X und X zuriick- 
fiihren, indem man durch A 1 eine Parallele zu XX ziekt und auf ikr 
A^Z = XX abtragt (Fig. 296). Der Punkt Z kat dann, wie in der 
Figur sicktbar gemackt ist, die Koordinaten 


also ist nack (2) 


z = X 9 -X 9 , Z.-K-X. 


Nack (37) ist daker 


x x = r 1 -x 1 + z/. 


(40) d 2 z/ 2 = ( Z t + X 2 + X 3 )(a 2 2 X 3 + o, 3 2 Z 2 ) &zz 7 


wo 
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Beachtet man nun, da 



teils z/ = Yi + }; 2 + K { r 
(PSP^-IX ?<>yy 


Grade. Daher: 


tP 




(43) 

l 

Das ist die F 
un(1 (&,&,&) 


l 

.r 3 if 



^ I i~*d) 

-V, r 

■ >' < >;- ■ A r g ) 

y, ,v,m 

-V,, 

}• A> 

>; A- a ) 

-V.. 

•t « 3 8 o;-av). 

ist, su inlffi tiicraus: 



K, 

A > X.) 

■j }*,, 

AV)< 1', A',) 

i "s 8 ( >*, 

A > X X), 

und eine i 

leii'llte Keehnung 

er^ild : 

< 42 > 

</-,/" 

nv, 

“ - i ).r 1 ii.T.v}. 

I k'l> ist; 

im wi Ki-nt, lichen 

die txi*u linstdite Funnel fur 

den A list; 

ind. Wir erwei- 

./ \, 

• A, i A’ ;l X, 

: 

>r-\ ) •••. 

lonfen und 

je \ t un zweif.en 

• }t 3 i \ , , 


: //., if ; . 


' >lf r I'miUf 

e S < 1 ] * * t I 

ileieillillg lies 

n t r it m t'i 

* s i hit 1 1 und d 

1 in rim* 

iiliersieht lichen* 

K ndse.- m 

.1 und 7T die 


jc XZ S ■ ,/- 


(44) 

also 
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(45) * - *, + - 1/ 

und 

x(*i +%+ Z z) = (*x«i + *8«s + %%) + (% + + « s ) XZ 2 ■ 

Hierin wird XZ 2 nach (43) und % t *g 1 + g x s * 8 -f nach (39) be- 
rechnet. Dann kommt: 


%Z =*3t 1 g 1 + 3t a g» + 7C s g a — + Z'&rz _ . 2 £ , ga» gg sa 

11 J - 3 6 x 2 z x 2 ; 

oder endlich: 


Es folgt: 


TtZ* = (fl^ + 7t 2 0 2 + — £l zz . 


Der Kreis, der in A 19 A 2? A s die Potenzen h a t , 

hat in einem beliebigen Pnnkte (js 19 z 2 , g B ) die Potenz % 9 
die sich berechnet aus 


(46) Ttz 2 = (st^ + Jt s s s + n & g s )g — & zz , g =* g 1 + g i + g a . 

Die Gleichung dieses Kreises ist also: 

(47) (x 1 g 1 + 3t a g 3 + jc & g s )g — & s , = 0, 

da jeder Punkt des Kreises die Potenz Null hat. 

Die Gleichung des Umkreises von A t A 2 A 3 ist 

(48) &„-o. 

Haben (46) und (48) im Punkte (x l9 x 2) x B ) gleiche Potenz n, so ist: 

7tx 2 = (pt t x x + k 2 x 2 + ^3 x§)x — & xx und 7cx 2 = — £l xx , 
also entweder x = 0 oder 


(49) 7C X X x -f- ^ 2^2 "P ^3 *^3 “ 6 . 

Das ist demnach der Ort gleicher Potenz fur beide Kreise, 
d. h. die Potenzlinie von (46) und (48) ; indem man von der un- 
endlich fernen Geraden x = 0 als Potenzlinie absieht. 

13. Der Ausdruck £l X x laBt sich anschaulich deuten (Fig. 297): 
Fill It man aus X auf a 17 a 2 , a B die Lote mit den FuBpunkten X 19 
X 2 , X B , so ist der Inhalt J des Dreiecks X x X 2 X 3 gleich 

J = i lhlh sin % + 2P2PS sin a i + \P-dPi sin ^2; 

oder, da a i p i = 2X i9 a i = 2rsma i ist, wenn r den Radius des Um- 
kreises von A 1 A 2 A 3 bezeichnet: 

Jra x a 2 a B = a x X 2 X 3 + a 2 X B X x + a 3 2 X 1 X 2 = £lxx- 

Da a x a.>a.> =4 rA 9 so folgt hieraus die Formel 
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(50) 

die &xx mit dem 
ziehung setzt. 

Die Gleichung 9 


Inkalte 


= 4 v*JJ, 

des D r e i e e k s 


-Vj-VjjA^ in Be- 


0 des Umkreises sagfc dcmuueh aus ; daB 
fur jeden Punkt A' dieses Kreises 
der Inhalt den Dreieeks X t X X 
verschwindet, daB also die Punkte 
A’ 1? A.,, A’., in gerader Lime 
liegen, d. h.: 

Kallt man von einem 
Punk t#* den I! in kreises auf 
die S<* i t e a e i in*8 Dreieeks 
(lie Lot**, SO liegen Hire 
FuBpunkte in einer Gre- 
radcn, der nog. Simpsonsehen 
i ieraden. 

Auf weitere Ein'/elheiten der Dreieeksgeomefrir kdmrnn wir nicht 
eingehen. 



§ PA Asiafik. 

1. Satz 1. Wenn zwei (lurch Vekforrn v e r m d n nl i chi e Krafte 
und A*o in einer Ebene liegen mid si eh ini glcichen 


a 



CA.fi* = 0. Daher liegen d 
einem Kreise jc ; der (lurch A n 


Drehsinne und niii dem glei- 
chen Drehwinkel urn ihre An 
griffspunkie A , , A, d rehen 
( Fig. Ad > g so drehi sie-li auedi 
ihre Result ante i in gleie.hen 
i)relisinrie und mit dem gle.i- 
e h <mi I ) rr h u i n k e { u m e i nen 
fes ten Punkt- ihrer A ng riffs - 
linie, den uir a is astaiisehen 
Mitielpunkt der he i den Kriifte. 
h e/,e i e h n «• n \s < > 1 1 e n. 

W hi n sieh niimlieh Fig. 2P-S) 
die Angriilslinien \<ui A*, und A\, in 
einem Pimkfe (\ und die AngriHs- 
Iinien der dnreh den Winkel f! gieirh 
sinnig ged relit en Kriifte A\ , /:,! in 
9 fndl’en, mi liahen wir i i 1 >♦ * r (A 1 ' 
zwei gleieln* \\mk»*l: (\}fi’ — 

e vier Pimkfe . 1, , . I . , ( ‘ und C f auf 
- f. und ( ' a I lei a r-ehon fesfgelegt ist. 
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Trifft nun die Resultante r 12 von k x und k 2 diesen Kreis % in B 12p so 
bilden die von C' nacb A lP B 12 , laufenden Strahlen miteinander 
dieselben Winkel wie die Strahlen aus C naeh diesen Punkten. Folg- 
lich liegt auf C'B 12 die Resultante von k ± r und k 2 , und B 12 ist der 
astatische Mittelpunkt der an die Punkte A 1 und A 2 gebun- 
denen Yektoren k x und k 2 . 

Der Kreis % artet in eine Grerade aus, wenn G ins Unendliche 
fallt, k t und k 2 also parallel werden; B l2 liegt dann auf der Gferaden 
A t A 2 . Fallt man namlich aus dem Punkte B 12p in dem A X A 2 von 
der Resultante der Krafte k x und k 2 getroifen wird, auf ihre An- 
griffslinien die Lote mit den FuB- 
punkten B 1 und B 2 (Fig. 299), so 
1st nach dem Momentensatze 

B 12 B X • \ = B 12 B 2 * lc 2P 

A- X B 12 • Bi x2 A 2 — B x B> x 2 z B> x g B 2 — Jc 2 z Jc x . 

Der Punkt B 12 teilt also die Strecke 
A x A 2 im Verhaltnis A t B n : B 12 A 2 
*=k 2 :\, das von der Richtung 
der parallelen Krafte k 1P k 2 un- 
abhangig ist; wenn also die Krafte 
sich urn ihre Angriffspunkte gleich- 
sinnig urn denselben Winkel 6 
drehen, so dreht sich ihre Resul- 
tante r 12 im selben Sinne und mit dem namlichen Winkel 6 um B 12 . 
Dies ist folglich der astatische Mittelpunkt der beiden 
Parallelkrafte. Diese Konstruktion des astatischen Mittelpunktes 
paralleler Krafte versagt offenbar nur, wenn die beiden Krafte ein 
eigentliches Gregenpaar bilden, da alsdann keine Resultante moglich 
ist. Dagegen sollen im folgenden stets auch Krafte zugelassen sein, 
die auf derselben Angriffslinie an festen Angriffspunkten liegen, da 
sie (lurch die Drehung in Parallelkrafte ubergehen; nur miissen natiir- 
lich auch die uneigentlichen Gregenpaare ausgeschlossen werden. 

2. Damit ist Satz 1 bewiesen. Man sieht: Nach AusschluB der 
Gegenpaare haben je zwei Krafte in der Ebene, die als an bestimmte 
Angriffspunkte gebunden betrachtet werden, einen leicht konstruier- 
baren astatischen Mittelpunkt. 

Wird nun zu k t und k 2 in derselben Ebene eine dritte Kraft k B 
an einem Angriffspunkte A 3 gefiigt, und konstruiert man erst den 
Mittelpunkt B u von k\ und k 27 dann den Mittelpunkt B in der 
Resultante r i2 von k 1P k 2 und der Kraft k B , so wird, wenn k XJ k 2 , k B 
sich gleichsinnig um ihre Angriffspunkte A lP A 2? A 3 mit dem selben 



Winkel 6 drehen, aucli die Resultants r u , a dieser drei Kriifte sicli im 
gleichen Sinne am drehen, und sugar unter demselben Dreh- 
winkel 0. 

Yon r m mit dem Angriifspunktc /i IS} « und einer vierten, an 
gekntipften Kraft k { der Ebene kann mm ebeusn <1 er astatiselie Mittek 
punkt konstruiert werden, uni den sieh daim die Iiesultante i» 

yon k l7 k, 7 k n , k t zugleieh mit diesen Kriiften, umi im gleichen 
Sinne und mit gleichem Winkel dreht: r VJlH mit dem Angriflkpunkte 
R im und eine fiinfte Kraft k t an A h hesiimimm ebeusn den Mittek 
punkt des Systems A* i? A\, , Ay , Ay, A*,, und dieses Verfaliren 

laBt sieh beliebig fortsetzen. 

3. Aus dieser Betraehiung folgt miter gewissen Ein- 
schrankimgen fiir jedes ebene System 3 v«*n K ratten Ay 
kc 2 , . . Ay, die an feste A ng riffs pun kte geknupfi sind, die 
Existenz eines bestimniten Punktes //,, w mit der Eigen- 
schaft, dafi, wenn die Kriifte A*,, . . Ay urn ihre Angriffs- 
punkte A i7 . . . 7 A n sieh gleirhsinnig und mu denselben 
Winkel 0 drehen, nueli ihre Resultant** /y .. sieh gleich- 
sinnig und um denselben Winkel ft dreht, und zwar 
uni eben diesen Punkt It v: . ;i , der dah»*r a Is ,.a.st a tischer 
Mittelpunkt** des Kraftesy stems be/.eiehnrt werden mbge. 
Die erwiihnten Einse.brankungen hesteheii darin, dab hei un^er«*r An- 
ordnung der Konsfcruktion kettle Uegeupaaiv auftreten diirfen: wenn 
die Iiesultante r I2>> , der ersten r Kriifte mit A*. , , ein Degenpunr 
bildete, wtirde das Verfahrett versagen: aber uurdt man bei anderer 
Anordnung der Konstruktiun nieht am End«- dms«m Au ualmaduU 
vermeiden kbnnen? Das laBt sieh bei der km • tiindliebkeit der srliritt- 
weisen Resultantenbildung ni(*ht s»> leieht be .rfnbm. Suviel ist jo- 
doch sicker, dab iiberhaupt nur dann **m astati eb»*r M it t*dpunkt 
existieren kann, wenn das System 3 der Kriifte A*. , . . , A* fine 

Resultarite hat. 

1* Eine einfache, wohl die eiufnehste Kmi truktinn «l* s - A tatisehen 
Mitteljiunktes lielert tins die graphisehe Stank, und d.evr Kmidruktion 
gestattet auch, die soeben erhohenen Kinw iindr zu erlrdiuvn. Wenn 
nanilieh ein astatiseher Mittelpunkt exktiert, dunn ?i**ut **r mieh <ii*r 
Definition dieses Begriffes atif der Kesuitant«* des K ; ai'trsYstmu.% and 
bei der Drehung des Systems muB sieh die lb* uhant** tun diesen 
Mittelpunkt drehen. Den Mittelpunkt v. ini man nD<> direkt 
finden, in dem man von dem K riift esyst em 3 dm* \l e a It ante r 
konstruiert, desgleielien von dem gleieh > i n u ; u dureli den- 
selben Winkel gedrehten Systeme 3, und t » ** i d «• Kesal 
tanten >*, v zum Sehnitt bringt. 
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Der Scbnittpunkt B ist dann der gesucbte astatiscbe 
Mittelpunkt, 

vorausgesetzt, daB ein solcber Punkt iiberbaupt existiert. Es ware 
also zu untersucben, ob sich die Resultante auch bei jeder anderen 
Drebung des Systems um diesen Punkt B dreben wird. 


5. Um das bequem entscheiden zu kdnnen, lassen wir ©' aus © 
durcb positive Drebung mit einem Drebwinkel von 90° bervor- 
geben und bezeicbnen mit B den 
Scbnittpunkt der Resultanten von © 
und ©'. Das System © bestebe aus 
den Kraften k 17 7z 2 , . . ., k n mit den 
Angriffspunkten A 17 A 2 , . . ., die 
Krafte von ©' werden mit k 7c 2 ', . .., 
k n f bezeicbnet. Sind M v und MJ die 
Drebmomente von k v und k v ' in B 
(Pig. 300) ; so ist, da B auf der Re- 
sultante von © und ©' liegt, nacb 
dem Momentensatze : 

(i) 2K- o, 2 m; = o. 

V V 

Wir dreben jetzt die Krafte des 
Systems © um ihre Angriffspunkte in positivem Sinne um einen 
Winkel 9 und bezeicbnen die Krafte in dieser Lage mit 7c.f, . . ., k% f 
ibr System mit © 0 , das Drebmoment von fc® in B mit M®. Zur 
Berecbnung von M® zerlegt man einfacb 7c® in seine Komponenten 
k v cos 9 und k v sin 9 auf 7c v und wo Jc vf die absoluten Langen 

von 7i\, 7c v ' bedeuten, also einander gleicb sind. Das Moment von 
7c° in B ist dann nacb dem Momentensatze gleicb der Summe der 
Momente dieser zwei Komponenten, also 



und 

( 2 ) 


M® = M v cos 9 + M v ' sin 9 

1 , n 1 , n 1 , n 

2 M; = cos 6 2 M r + sin 0 2 M v '. 

V V V 


Nacb (1) ist diese Summe gleicb Null, d. h. die Resultante 
von © 0 gebt durcb B fur jeden Drebwinkel 9. Damit ist 
bewiesen, daB ein ebenes Kraft esys tern mit einer Resul- 
tante aucb imrner auf derselben einen astatiscben Mittel- 
punkt B bat. 

6. Dieser kann als Scbnittpunkt der Resultanten von © und ©' 
leicbt gefunden werden. Stehen die Angriffslinien y 1} y. 2 , . . ., y n der 


\ tirapnik 


538 


§ 92 . 


Krafte cles Systems S' auf den mi^rMimdm A ii^riilslinieu ai 1? 

• * •? x n des Systems ^ seukriM-ht, ho I alit Mfii an dieser 
Konstruktion noeh das zweite Krattrek sp ami 1 Fig. 301). 

Man I tub#* namlieh be- 



rrits din Krafte von (§ 

»*itt.ds fines Kraftecb 
M Ul . >i snmmiert, 
♦*i!t**n P*d p ungenora- 
nsrn und zu den Fol- 
Mrahlen 0/; \P y 
n P parallel die Heitea 
fines SeiliM'ks I II III , 
k<*n^t nnert, desnen iiuBere 
Smteu su*h in einem 
Pu nkfe >’ der Heaul- 
fanir mn & treffen, 
Uenn man darm das 
K raft fk \{ uni seinen 
I *»d in pusitivem Kinne 
uni '.*< »° d relit , Pt St in 

da -er nr ill'll Page ,\P ein 
h raft *‘fn \mii c\ tmd 
» - n. man P als seinen 
!’m 1 m» Kind 

da* in u*-n Pnlstrahlen 


dm < tstHprrehendon 
>i >■ **jd 4 p «-ht. Panins 
ti ! *i • ^ e i ten eincs 


auf ,VF ^egrtilldet ell Srlfrek-* Vu.a : f r i ril a u f d* a enfc- 

Sprechonden Seiteii dev Srj|«-id ienk?«*eht. Zur 

Konstruktion fines mlrhen Snjrrk ; : >< SI * t i»e h rlieh. 

Das Seileek von 2' win! aP»> mo*? v. , i ; ■, a •; .«*mT A imaltuie *ine r 
ersten Krke I' auf m* aumlmt, dad «* a 'riei auf d*ui cut- 
sprechenden Seiteii des S« il« . k \nu : .m a,? m**hen Sollten 
sich dalxd freilich, was tm-ht elma %><>■].<>:: *, an/ if/iiit- diehe Lagen 

einzelner Kr.km hrraiissfrllen, « w -d m a . a . Kmfhrk mii 

passender gewiihltem Pule /imodemr.:. n n,\ ■ v. 

7. Sind die gegelirnen K ril fir s e ; v, « «*d rdma " ;nd me zu- 
einander parallel und ihr nstatmeher Mittmt md a, . rd mum Sehwer- 
punkt genannt. Dieser kamt daner m:t m :s M* n -dm (1* r graph isclien 
Statik leiidit gefunden wrrden, »-iue u r;t \ meming der in 
Figur 301 angegebeneti Konsiruktifii tiiLSt * nn»*r dunei nielit 
erzielen. 
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Das Gleichgewicht eines ebenen Systems von Kraften, die an 
feste Angriffspunkte gebunden sind, wird astatiscb genannt, wenn 
es bei gleicbsinniger nnd gleicbwinkeliger Drehung seiner Krafte urn 
ihre Angriffspunkte erbalten bleibt. Ans deni Systeme @ des yorigen 
Artikels erhalt man ein in astatiscbem Gleichgewicht befindlicbes 
System, wenn man zum Systeme © seine Resultante mit um- 
gekehrtem Sinne fugt und sie an den astatiscben Mittelpnnkt B yon 
■@ bindet. 


8. Astatiscbe Koordinaten. Auf die Astatik laBt sich ein 
merkwiirdiges Koordinatensystem griinden, das wir gern mitteilen 
wollen, um nockmals die Frucbtbarkeit der grapbischen Statik an 
geometriscben Gedanken zu zeigen. In groBem MaBstabe ist der 
Gedankenreichtum der Statik und iiberhaupt der Mecbanik fur geo- 
metriscbe Zwecke in dem Studyschen Werke iiber die Geometrie 
der Dynamen ausgebeutet, das wir be- 
reits in § 5, 13. erwahnt haben. 

In einer Ebene legen wir durch 
drei feste Punkte A ly A 2; A z , die nicbt 
einer Geraden angehoren, drei feste Ge- 
raden a u a 2 , a 3 (Fig. 302). Diese be- 
stimmen ein Dreieck B 1 B 2 B 3 , das mit 
A 1 A 2 A 3 identiscli sein kann; dock wollen 
wir dies nicht yoraussetzen. Die Be- 
zeicbnung B 1 B 2 B Z sei so gewahlt, daB 
B i nicbt auf a i liegt. Das Dreieck 
B L B 2 B 3 erhalt positive Orientierung des 
Inhalts, wodurch also jede der Geraden 



Fig. 302. 


a, , a, 


l; UJ 2 j 


einen bestimmten Sinn erbalt, 


in dem wir auf diesen Geraden liegende Streeken positiv messen 
wollen, wabrend gegensinnige negatiy genommen werden. 

Wir binden nun an A 1? A 2 , A 2 drei Krafte x ly x 2J x d auf a 17 


CL c ) . (Lo 


die nacb der vorangehenden Verabredung mit Yorzeicben ge- 


messen sind. Sie bestimmen dann einen Punkt der Ebene ein- 
deutig, namlicb ihren astatiscben Mittelpunkt X, und sollen daber 
als astatiscbe Koordinaten dieses Punktes bezeicbnet werden. 


x t 


2 , x 3 leicbt 


Nacb dem Verfahren der Figur 301 kann X aus x tJ 
gefunden werden. Ersetzt man x ly x 2y x z durcb nx 1} nx 2y nx 3 , so 
werden in Figur 301 die Seiten des Kraftecks samtlich ver-n-facht. 


Dieses wird also durcb ein ahnliches und ahnlich gelegenes ersetzt, 
die neue Resultante x' ist das w-fache der alten x. Wenn aber aucb 
der neue Kraftpol in dieser Ahnlickkeit homolog zum alten Pole P 
gewahlt wird, so daB also die neuen Polstrahlen den bomologen alten 
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Polstrahlen parallel laufen, so kann das alte Seileek dnfiieh bei- 
behalten werden , die Ke sultan to under! also zwar die UroBe 
aber nieht die Luge, d. h.: 

Die Koordinaten nj\, nu\ Jy hj' :1 best im men densel hen Punkt 

X wie die Koordinaten t 5 , t m ./v, dor Punkt X hangt 

also nur von den Verhaltnissen j\ : t. a b. 

9. Die Verlialfcnisse j\ : To : t :{ besi.immeii niebt nur einen 
Punkt X eindeutig, sondern sie ordnen ihm aueh eine an 
ihn gebundene Kraft x z u, deren Kieht ung rhea tails ein- 
deutig bestimmt ist, wilhrend die (* r <> L> ** sieh v»* r«« //-fucht 
wenn man die UroBen j’ n j\ j? ,r :l se i be r ver u - fae b t 

Bezeiclinet man die Kriifto t 1? To, j\. als Vektoren mii x l7 x k) , 
x z , so ist x = X x -i- JTj; ~f x :u also in dm* Tat ax e.r, j nx, + nx v 

Wiilirend so der Weg von den Verhiiltnis^-n t, zu dem 

Punkte X vollkommen eindeutig ist, fails niebt, was wir aussehlieBen 
wollen, T n T> , T :} zugleieh verselivvinden, nuiB nun umgekehrt die 
Frage anfgeworfen warden, ob man aneb zn eiuem beliebiir ir<‘wiihlten 
Punkte X immer drei Kriifte t i? a*.., ./ :J auf o,, n , o, an ,l p T,, ^ 
fmden kann, deren sistatischer Mittelpunkt A ist. 

10. Urn die Beantwortiuig dieser Frage nu*iit "hu* Not zu t . t - 
scbweren, wollen wir vorlter erst die Fnrdennig \*dl amntitzen, daB 
das fileiehgewicht astatiseh sein soil. \\ ir durfm da* («Vraderi 

o ; i also dreben, niimlieh tim die Anirntf' punkte I , ,1„, J f( der 
auf ihnen liegenden Kriifte, aber immer nur gb-ieb/eitur, gleirhsiimig 
und gleiebwinkelig. Diese Prelum*: nun liU’t i.-n «■ i n riehten 
daB dieBeraden naehiier dureh einen Punkt •j**b»*n Fit:. bob). 
Die AuBenwinkel des Dreiocks .*» *i*-i- namiu-h // ,, q ho 

daB also cp { ~\ r/ 2 *•- r/ n 4// ist. I hum faff 

dor Umkreis £, von //, JL J s den Peripiienew it ■*.•! </ , rii»«T .1.. J, 5 

o U ,, A A J , 

?? ?? -ij ^ ‘^ > u '» .. </ .. .1. .1.,. 

Vom ttohmfctjmnkte // der Kreise H, und - , ; .-.■■.•l.einen ilem 

nack A^j 1., und -d.j-lj unter den \\ mk«dn (\ end <i uft*. . A , folg* 
lich unter dem Wink el 4// r/ I r/,, der ul* o*i </ ->t, d. h. der 
Punkt 7> liiigt aueh auf Also: 

Die Kreise , to, i ;; sc h n >* i <i «■ n i «■ !■ in einem 

P u n k t e i>. 

Das gilt aueh, wenn die Oerauen ti, % ti ir </ j,- dur**n uorh eineli 

tier Punkte J l5 J 2? 0., gehen, s» tlaB ’als.". ,h,' Punkt- II,. II,, /!» 
bis auf die Anordnung tnif den Punkt. u ,! 'ideii"tis<:h 
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sind. Die Kreise | 2 , § 3 gehen dann in diejenigen liber, die nach. 
Bd. II, § 33 sich in dem einen oder anderen Brocardschen Punkte 
schneiden, mit dem dann B zusammenfallt; jedenfalls ein hfibseher 
Zusammenhang der Brocardschen Pnnkte mit der Statik. 

Mag nun das Dreieck B X B 2 B 3 mit A X A 2 A 3 zusammenfallen 
oder nicht, jedenfalls sind die Winkel BA 1 B 2 und BA 2 B b als die 
Peripherie winkel von | s auf der Sehne BB 3 einander gleich, und da 



der Winkel BA 2 B 3 als Peripherie winkel von ^ auf der Sehne BB X 
steht, zu der auch BA 3 B X gehort, so ist 

^ B A x B 2 = ^ BA 2 B 3 = <£ BA S B X . 

Das ist ersichtlick die Eigenschaft, vermoge der B zum 
Brocardschen Punkte wird, wenn die Punkte B xy B 2j B 3 bis 
auf die Anordnung mit den Punkten A XJ A 2y A § zusammen- 
fallen. 

Da B i nicht auf a i liegen soli, so kann librigens B { nicht mit A { 
zusammenfallen. — Bewegt sich nun B x auf l x nach B kin, so bewegen 
sich B 2 auf \ 2 und B 3 auf | 3 gleichsinnig nach B hin. 1 ) Folglich 


r> Tn 'PLcrur 303 ist eine zweite Lage B/B/B*' von B.B^B^ eingezeichnei 
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kann dureh gleichsinnigc Bcwegung der Strahlon a,, « 2j ^ 
um die Punkte A u A.,, A. t uni den gem.'ius, -haft, lichen Dreh- 

winkel v . ri , M t ti 

0 = <jZ BA 1 /> 2 . B A„ h x ■ * ' h A I t t 

bewirkt werden, daB c/ 1? u., cl art* It den Pun kt /> gehen. 

Das war es, was wir zunaehst erreftheu wollien. Man sieht 
jetzt leicht, daB es einfaeh unondlieh vie] Dreieeke BJiJ^ 
gibt, dereix Eeken auf j;, ? | 2 , £ : , IB'gen and deren Seiten 
dureh gleichsinnige, gleieltwinkelige Dndiunir um .l p -*l s , ,4 # 
miteinander in B zum Si*hnitt gehraeht werdrn kuntien; ulle 
diese Dreieeke sind einande r ahnlieh, uud zit ihrttr Schar 
gehort A X A»A X) nur, wenn B einor der Brnrardne hen Punkte 
von A x A qA.j ist. 

11. Wir dilrfen von nun an voraussetzen* dab die Beraden a. 
Ojj, a 3 dureh B gehen. Die Kreise sind dann die l in kreise von 

A 2 BA^j A Z HA U -Ij /Mo. Hind nun die drei astutis<*hm K»*ordinate.n x u 

^ - ^ .r,, an eines Punktes X 

\ ^ v Kerrebm, hci konstru- 

/ \/f , i'Ten wir narh deni in 

/ y.‘ Art i utsd b auHeinan- 

# ^ « derg«‘-etzftn Verlahren 

\ / yj ; , • ' del* *e(trif tweisen I{(> 

/ ,/ I /' i//.| i 4 niltantmbildting zie 

JvUf j / ^ ( u*st di«* Iiesultaute r 18 

a? >r J 1 \ / me , , ./ , und hinden 

1 / ti ' '' V' v u * an dm asf alini'hon 

\ Xs,s ^u j M it tel | hi u kt //,,, von 

\ XX / V Pur At >*l 1 , der 

\ / \ uai'ii 1 auf dejji K reine 

, It«*vrt. Dann kon- 
Mruiomi wir A als 
r di i! asfat i -eliett Miliel- 


punkt liegt naeh 1. auf dent Dinkreise / vmi 
auf der Resulttiriti? r u: , von r v , und j . Padi 

die Kraft die A r zum Angriilkpunki eriiiilt 
dureh B. 1st nun umgekehrt X zuersf >«* 
dureh X und B gehende, Kraft r. r , in deliedi-. 


I^adureh 
r { u’t It » «jvht 


diese Krii ft e an 
i 1 1 i£ehuinlf i n 
{ Ues<r Mil tel 
; find zugleirh 
<1 A drstiinmt; 

in it .r, , *r»j 
k<» mien wir die 
r» Be annehmen; 


der gesuchte Kreis (lurch Ti^BA^ ist als l rnknus vim BA . X lie* 
stirnmt. Er trifit in Il vt . ,hdzt /.erleireit wir di»* Kraft indem 


Kraft /*,„ 
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wir sie mit ikrem Anfangspunkte auf BX nack B versckieben, in 
ihre Komponenten x z nnd r 12 auf BA Z und BB 12 . Wird dann r 12Z 
auf BX wieder an X, x z auf a z an A z , r 12 auf BR 12 an B l2 ge- 
bunden, so ist X astatiscker Mittelpunkt yon r 12 und x z , SeklieBlick 
wird r 12 in seine Komponenten x x und x 2 auf BA 1 und BA 2 zerlegt, 
die A 1 und A 2 als Angriffspunkte zugewiesen erhalten. Dann ist X 
der astatiscbe Mittelpunkt yon x 19 x 2 , x z . 

12. Es fragt sick nur nock, ob es nickt ein zweites Krafte- 
system # 19 z 2: z z an A 1} A 2 , A z auf a 19 a 2 , a z gibt, das ebenfalls X 
zum astatiscken Mittelpunkte kat, okne daB x t : x 2 : x z = y t : y 2 : y z ware 
(yergl. den SckluB yon 8.). Diese Frage liegt sckon deskalb sekr 
nake, weil die Zerlegung einer Kraft r 12Z in drei Komponenten x ly 
x 2 , x z , die mit r 123 durck denselben Punkt B geken, eine unendlick 
yieldeutige Aufgabe ist. Wir diirfen yoraussetzen, daB die Resul- 
tante p 123 yon z 19 z 2 , z z , die ebenfalls auf BX an X gebunden ist, 
mit r 12Z im Sinne ubereinstimmt, weil diese tlbereinstimmung durck 
gleicksinnige Drekung der Krafte x ly x 2 ,x z und r 123 um ikre Angriffs- 
punkte A 1? A 2 , A z und X kerbeigefukrt werden kann. MuLtipliziert 
man nock x l9 x 2 , x 3 mit w == p 123 /r 123 , wodurck das System x 19 x 2 , x s 
in y l9 y 2 , y z iibergeken moge, so kat y l9 y 2y y z die Resultante q 12Z , 
die mit der yon z 1? z 2 9 z z auck im Sinne ubereinstimmt, und X ist 
nack dem SckluBsatze yon 8. auck der astatiscke Mittelpunkt yon 
y 19 y 2 , y z . Das bleibt ricktig, wenn wir die Geraden a l9 a 2 , a z wieder 
in die Lage der Figur 303 zuruckdreken, wo sie ein Dreieck B X B 2 B Z 
bildeten, und auck die Kraft p 123 mitgeken lassen. Dann kat p 123 . 
auf den Seiten yon B 1 B 2 B Z einmal die Komponenten y t , y 2) y Z9 dann 
aber auck die Komponenten g l9 z 2 , z z . Da aber die Zerlegung einer 
Kraft nack den drei Seiten eines Dreiecks eindeutig ist, so folgt: 

Vi = ^ 1 ; 2/2 = ^; 2/3 = *3 ™d oc 1 :x 2 :x z = z t :z 2 :z z . 

Damit ist bewiesen: 

Jeder Punkt X bestimmt eindeutig die Verkaltnisse 
x 1 :x 2 :x z seiner astatiscken Koordinaten, und diese Ver- 
kaltnisse bestimmen eindeutig den Punkt X 

13. Versckwindet die Komponente x z eines Punktes X, so liegt 
er, wie der Punkt Il 12 der Figur 304, auf dem Kreise £ 8 . Es folgt: 

Der Kreis ist der Ort der Punkte, fur welcke 
x. = 0 ist (i = 1, 2, 3). 

In dem Koordinatensysteme des yorigen Paragrapken waren es die 
Seiten des Grunddreiecks A t A 2 A Z9 denen die Gleickungen x x = 0, 
x =0 Xo = 0 zukamen. Nack dieser Analogie wird das Koor- 
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dinatendreieck der astatischen Koordinaten von d«n Kroisen 


, s £ 
bl; b2> b*} 


gebildet; seine Ecken 
den Koordinaten x % , j\ } , j\ x und 
den Kraften 


iiui Z t , .1, 


Entsprechen 

‘‘i) ■'.•) H 13 /Ao //» die I’tinkte A’ uud }' mj(; 

r und ,s' und sind ?. irgend zwei reelle Zahlen so 
haben einerseits die dnreh ./>’ gehenden Kriil'lc xr, /.s mit, den An- 
griffslinien BX, BY cine ehenfalls dundi 11 geliende Kcsultante t 
Bindet man diese an den I’uiikt Z, in vvelehoin der l.'mkreis des 
Dreiecks XBY von f getrolfen wird, .so ist '/. der nstatisdift Mittel- 

punkt. des ( Jcsunit systems xr, 
Nun hahen alter andererseits xr 
und Ax auf o.., tt a die Kom- 
ponenten x./-,, x.r.,, x x<t und 

A//,. A//.,. A//.,. Wenn also Z 
die Koordinaten * s hat, 

die ja zugieieh die Komponenten 
von t sind, so ist 



t «> . 


XJ 't : A !h> 

*•''« 1 Ay/jj, 

x.r ;l : 


LaBt man x und X seine YVerte iiwlern, so wird aurh / seine (irofle 
und Richtung andern konnen, und Z wird auf dem Kinkreise des 
Dreiecks XBY wandern. Umgekehrt entsprirht jedem Purikte X 
dieses Kreises nach willkiirlieher Annalune von / ein Wertepuar x A, 
so daB t die Resultant e von xr und Xs ist. I vs folgf: 


Alle Punkte des dnreh II und die Punkte i 
nnd (y ,, y/ 2; //..) gehenden Kreises lassen sirh mitt-els 
pasnend gewsihlter Parameter /. in der Korin dar- 
stellen: 


( 4 ) 3 i KJ \ + A//i , x.r 2 j a//,,, y..t A < Xjf A . 

Dnreh Elimination von * und X folgf hieran , die 
astatisehe Gleiehung dieses Kreises: 

(5) - n' :i y») -f ~ ./•.,//, ) 

d. h. die Gleieliiing, der alle Punkte .: :i / dieses 

Kreises gemigen. 

14. Hier liegt demnach der int eressante Kail vor, daB 
die lmearen Gleichungeii — denn die Gieirhung (f>) ist 
von der form c l s 1 + + r v :’. } 0 nieht gerade Linien, 

sondern Kreise darstellen, und /.war Kreise, die durcli 
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einen festen Punkt B gelien und daber ein paraboliscbes 
Bun del bilden (siehe Bd. II, § 8). Nur die durcb B gekenden 
Geraden geboren zu den linear darstellbaren Kurven, was sebr scbon 
zu der Tatsacbe stimmt ; daB diese Greraden aueb zum Kreisbiindel 
geboren. 

Setzt man die drei GroBen x l9 x 29 x 39 die gleicb Null gesetzt 
die drei Kreise | 1; | 2 , | 3 darstellen, den analytiscben Ausdriicken fur 
die linken Seiten der Gleichungen dieser Kreise in recbtwinkeligen 
Koordinaten proportional, so findet man unscbwer, 

daB die nicbt durcb B gebenden Greraden und Kreise in 

x 19 x 2 , x 8 durcb quadratische Gleicbungen dargestellt 

werden, 

und zwar unterscbeiden sicb die Grleicbungen der Greraden nicbt von 
denen der Kreise. Die astatiscben Koordinaten sind also die natiir- 
licben Koordinaten fur das paraboliscbe Kreisbiindel in seiner Deutung 
als Euklidische Geometric, wobei die Kreise des Biindels als Pseudo- 
geraden, die Geraden und Kreise der Ebene als Pseudokreise an- 
gesprocben werden. DaB durcb Inversion mit B als Inversions- 
zentrum diese pseudoeuklidiscbe Geometrie in die wirklicbe iibergebt. 
liegt auf der Hand, 

15. Wenn der Punkt B in irgend einer Ricbtung ins Unendlicbe 
riickt, geben die astatiscben Koordinaten in die sogenannten bary- 
zentriscben iiber, die im Jabre 1827 von Mobius eingefiibrt worden 
sind und die ersten bomogenen Punktkoordinaten sind, die man kennt. 
Im Falle unendlich ferner Lage des Punktes B geben alle Kreise, die 
in der vorangebenden Betracbtung durcb B gingen, in Geraden iiber, und 
die Gleicbung (5) stellt die Verbindungsgerade der Punkte (x lP x 27 x $ ) 
und (y ±J y 2 , y d ) dar. Auf diese Ausartungsfalle der astatiscben 
Koordinaten braucben wir nicbt weiter einzugeben, da bereits die 
statiscb begriindeten Dreieckskoordinaten als baryzentriscbe gedeutet 
werden konnen. LaBt man namlicb an den Ecken A 2 , A 3 
eines Dreiecks A 1 A. 2 A 3 parallele Krafte x 1J x 2f x d angreifen, 
so ist ibr astatiscber Mittelpunkt oder Scbwerpunkt iden- 
tisch mit dem Punkte X, der nacb der Metbode des § 91 
durcb die Koordinaten x 19 x 2J x. d bestimmt wird, wie man 
leicbt mittels des Momentensatzes nacbweist. Aucb darauf konnen 
wir nicht naber eingeben und woilen uns mit der Anregung be- 
gniigen, dafi alle diese Betracbtungen aucb auf die Kugel iibertragbar 
sind, am einfacbsten, indem man vier Punkte A t , A 27 A s und B auf 
der Kugel annimmt, in A 1? A 2f A 8 auf BA 1} BA 27 BA 8 drei Krafte 
x 19 x 2J x. d wirken laBt und ilirer Resultante den Punkt X als An- 
griffspunkt zuweist, in welcbem sie (auBer in B) die Kugel nocb 
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einmal trl fit. Kernel* lassen sieh die-e hrdanken a iif die (} (H , . 

des elliptisclien und hvperhdisrln n krehmiinb is mid KuuelgebiLsche 6 
ubertragen imtf ergeben dnrt eine aimluisi*b»* 1 ** * rru ul ieruutr ^<Ier 
deutung dieser fieometrien ais Ven\ irklitdunsg d< r nit-h t iMiklitlische 
Greonietrie, die wir ini zweiten Hamit* /u ski//i»*r»*n versm-ht ] Ui ^ e n 
Jedenfalls verdienie also die Si at i k und hr-nndei>: die graphische 
Statik in hoiieni AlaBe die Aufmerksamkrii alb r Ihvwide der Klementar 
geometrie. 


16. Zion Sehius.se wulleii wir nurli eineii luibsehen Xusammen 
bang der astatisehen Kcmrdinafen mil der b umnfhmisefen ] 
aufdeeken. Urn in diesen Knurdiimten emeu Fmikt A fest/mWe 
mufiten wir ihm erst eine Kraft vt»n beheimjer tm'ith /uardiien, dereti 
Kichtung nur in deni N ormalfal le leieln an/u-eh n war, \ Vn c [; 
Geraden a lf « 3 dureli // Maim muiite u j 3 eh die kwl 
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Feldes genannt. Zu den Yektorfeldern gekoren die Kraftfelder, z. B. 
das des Magneten (vergl. § 29); die Ricktlinien keiBen dann 
Kraftlinien. 

Im Normalfalle sind die Ricktlinien unseres Yektor- 
feldes die durck B gekenden Greraden, in dem Felde jedock, 
das vom Normalfalle um den Drekwinkel 0 abweickt, wie 
wir noch zeigen wollen, logaritkmisclie Spiralen mit dem 
asymptotischen Ausgangspunkte B. 

Die durck einen Punkt P 0 gekende Ricktlinie des durck den Drek- 
winkel 6 ckarakterisierten Feldes wird namlick eine Kurve sein, die von 
P 0 ausgekend die Straklen r 0 , r u r 2? ... durck den Punkt B in P 0 , 
P 1; P 2 , ... immer unter dem Winkel 9 sckneidet, da die Ricktung 
unseres Vektorfeldes in P v von der Ricktung BP V des Normalfalles im 
positiven Dreksinne um den Winkel 9 abweickt (Fig. 306). Nekmen 
wir zur Yereinfackung an, daB jeder der Straklen r Qy r 1} r 2 , . . r n 
mit dem nackstfolgenden denselben kleinen Winkel s bildet, so ist 
nack dem Sinussatze r t : r 0 = sin 9 : sin ( 9 — s ), und da alle Dreiecke 
P 0 BP 17 P x PP 2; . . ., P n _ 1 BP n einander aknlick sind ; so ist: 

r n :r n _ l -r n _ 1 :r u _ t — -~-r t :r 1 —r a :r l — r 1 :r 9 - sin 6 : sin ( 6 - e). 

Also, in dem man jedes dieser Verhaltnisse dem letzten gleieh setzt 
und das Produlct dieser n Gleichungen bildet: 

_ ( sin 0 Y* = ip [p 

} " n r ° \ain (0 — s)J (cos s — ctg 0 sin s'f (cos s) n (1 — ctg 0 tg s) n 

Hierin setzen wir s = cp/n und bezeichnen den Punkt P B , da PP„ mit 
BP 0 den Winkel ip bildet, mit P ip , seinen Radius vektor BP^ mit 
Dann ist: 

= r 0 

V (cos cp jn f (1 — ctg 0 tg ipj ri) n 

Jetzt lassen wir n liber alle Grenzen wacbsen, wodurcb der 
Streekenzug P 0 P X P 2 . . . P u immer mehr in eine Richtlinie libergebt. 
Da bereits fiir Winkel yon einigen Sekunden die Tangente durch den 
Bogen ersetzt werden kann, was mit abnehmendem Winkel immer ge- 
nauer wird, so konvergiert der zweite Klammeransdruek mit wachsen- 
dem n nach Bd. I, § 113, (5) gegen der erste geht nach 

Bd. I, § 114, 3. (am Ende) gegen 1 (§ 126, 127 der 2 te, ‘ Auflage). 
Baker ist: 

r f - 

Das ist die Gleichung fiir die gesuchte Richtlinie in Polar- 
koordinaten; die Kurve wird wegen der Form dieser Gleichung eine 
logarithmische Spirale genannt. 
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In ebenon Krai'tiWdnrn wnrden din Kurvnn. din din Kraftlinie] 
senkreeht schneidnn, :ds Xivnaulininn ln*/.niclmi-t. Indotu wir dies 

IWoirlmunLr auf dio Wktorfldder liber 
/ frairan, marhon wir iuis ciurch einei 

^ .. , I4Ii.-k aul i a * 1 H ‘ h v t a i h * i h 1 * * Fi^ur »>l )7 klai 

dull di** Xi\»*;iuliui«-n unsi*n*s Vektor 
iVldos **inta«*li <1 i ♦* lurhtlinien ties den 

I * « * *- i t i \ * fc 1 1 bndiwbtk**! ft' (h\ - l)U n ent 
spm*hmid* in \ **kt nrt**l*!t‘s sind. Ihr 
hdanrb‘i<’huitti is t aFo; 

Ks toItJCt : 

1 > i ♦* N i \ i*iiu l in i «* it di*H vor 
I i »*m* n <1 ** !i \ *• lx t u r tV 1 d«»8 aiii( 

u k o n / »• n t r i - <* h ♦* K r»*i r ni it den 
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Vierzehnter Abschnitt. 


Das ebene Facbwerk. 


§ 93. Begriff mid Zweck des Faekwerks. 

1. Zu den sckonsten Anwendnngen der Statik gekort die Lekre 
vom ebenen Fackwerk. Unter einem Fackwerk verstekt man das 
aus Eisenbalken versckiedener Lange und Querscknittform zusammen- 
genietete Gerippe der eisemen Briicken, Viadukte, Bahnkallendacker 
und anderer Tragkonstruktionen. Die Idee des eisernen Faekwerks 
ist aus der Holzbautecknik entnommen, wo man seit alten Zeiten die 
Dackstdkle und Fackwande in Holzfackwerk ausfiikrt. Diese Wande 
sind nickt massiv, sondern sie entkalten feste Rakmen aus Holz- 
baiken ; welcke die ganze Wandflacke in eine Anzakl von Fackern 
zerlegen, in die leicktes Mauerwerk als Fiillung kommt. Daker der 
Name Fackwerk. 

2 . Urn den Zweck des eisernen Faekwerks zu versteken, brauckt 
man sich nur klar zu macken ; wie etwa eine koke, weitgespannte 
Baknhofskalle tiberdackt werden mliJ3te ; wenn man sick den Gebrauck 
von eisernen Tragern versagen wollte. Am nachsten an Konstruktions- 
moglickkeiten stande das Holzfackwerk. Aber von der Feuergefakr- 
lickkeit und der raseken Verganglickkeit des Materials ganz abgeseken 
leidet das Holzfackwerk an dem schweren Mangel, dafi es in den 
Knotenpunkten, in denen zwei oder mekr Balken aneinander stoBen, 
infolge der Verzapfung sekr gesckwackt wird*, ein vertikal stekender 
Balken, der nur zu tragen kat, bedarf der Verzapfung an seinen 
beiden Enden nur, um nickt auszuweicken. Wird aber der Balken 
auf Zug beanspruckt, so miissen die diinnen Zapfen, mit denen der 
Balken an seinen beiden Enden in andere eingreift, diesen ganzen 
Zug auskalten, werden also leicht ausbrecken. Knotenpunkte, in 
denen zwei oder drei Balken aneinander stoBen, lassen sick kaltbar 
ausbilden, bei mekr Balken gekt es nickt. 

Der steinerne Gewolbebau kann, wie die Meisterwerke der Gotik 
mid der Barockzeit beweisen. zwar sewaltise Rau me iiberspannen, 
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notigt aber zu einer wuchtigen, monumentalen Ausfuhrung der Um- 
fassungsmanern und ist fur Zweckbauten des Verkehrs schon der 
hohen Kosten wegen nicht anwendbar. In konstrnktiver Hinsicht ist 
das Gewolbe dem einfachen Steinbalken gegeniiber, wie ilm die alten 
Agypter zur Uberdeckung ihrer Tempel gebrauchten, dadurcb im 
Vorteil, daB die Steine eines Gewolbes nur den Druck aushalten 
miissen, dagegen wenig auf Bruch beanspruclit werden. Ein Ge- 
wolbe mit gleichmafiig verteiltem Druck tragt sogar, wenn die das 
Gewolbe bildenden keilformigen Blocke unverbunden aneinander ge- 
reiht sind; der wagerechte Steinbalken dagegen ist der Gefakr des 
Bruches ausgesetzt, und da vermag ein Stein am wenigsten zu wider- 
stehen. Andererseits leidet der Gewolbebau an dem Mangel 7 be- 
deutende Schubkrafte auf die Widerlager auszuiiben, denen durch 
eiserne Zugstangen oder 7 wie in der Gotik, durch Strebepfeiler und 
kompliziertere Stutzkonstruktionen begegnet werden nmii. Vom rein 
statisch-konstruktiven Sfcandpunkte aus betraehtet fuhrt vom Stein- 
balken der altorientalischen und griechischen Baukunst fiber den Ge- 
wolbebau der Babylonier ; Etrusker 7 Homer und des M ittelalters bis 
zum modernen Fachwerkbau ein Weg stetigen Fortsehrittes und 
steigender Vollkommenheit 7 mit Aussiehten auf beinahe unbegrenzte 
Moglichkeiten 7 wie u. a. der beriihmte Eiffel tunn beweist. Das Fack- 
werk teilt mit dem Gewolbebau die Fahigkcit grolkr Spannweite, 
vermeidet aber den Fehler der groBen Schubkriifte; es kann so aus- 
gebildet werden, daB es nur den durch sein Eigengewioht bedingten 
Vertikaldruck auf die Unterlage ubertnigt und an Schubkriiften nur 
so viel 7 als durch die Deformation des Fach works infolge Wiirme- 
ausstrahlung oder Wind- und Sclmeedruck verursacht wird; es be- 
ansprucht, wie das Gewolbe, das Material nicht auf Bruch oder 
Biegung, sondern wesentlich nur in der Idingsriditmig, und das 
dxirfte wohl der Hauptvorzug dieser Konstruktionsari sein. 

3. Im groBen und ganzen verbal! sie.h ein prisniatischer ciserner 
Balken von bestimmtem Querschnitt Q so, als wenn or aus boliebig 
viel diinneren prismatischen Stiiben zusainmengesi*tzt; ware, die zu- 
sammen diesen Querschnitt Q ergeben und im tibrigen ivibungslos 
aneinander lagern. Man ist daher berechtigt, einen prismatischen 
Balken mit einiger Anniiherung als ein Konglumerat von auBer- 
ordentlich dfinnen Fasern oder Fiiden aufzufassen. Nicht, als ware 
das die wirkliche Struktur des Balkens, es gilt nur, sicli ein Bild.zu 
machen von dem meehanischen Verlialten des Balkens bei Biegung, 
Druck, Zug und Drillung. Wenn nun ein gerader Balken in die 
Form eines Kreisbogens geknimmt wird, so erfaliren die Fasern, die 
dem Mittelpunkte dieses Kreises am niichsten verlaufen, cine Vbr- 
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kurzung, sie werden gestaucht, die am weitesten abliegenden werden 
dagegen verlangert. Man schlieBt daraus nacb dem Stetigkeitsprinzip, 
daB zwisehen diesen zwei Arten von Fasern eine Schicht, die so- 
genannte neutrale Schicht, liegen muB, die ohne Dehnung oder 
Yerkurznng gebogen wird. Bei der Biegung wird also das Material 
nngleicbartig beansprucht, und gegen derartige Behandlung ist es 
am wenigsten widerstandsfahig. Wir konnen einen Drabt durch 
wiederkoltes Hinundherbiegen leickt zerbrechen, den wir mit den 
Handen nickt zu zerreiBen vermochten. Ein diinner Eisenstab wird 
also als Zugstange sekr leistungsfahig sein, wenn er vor Biegung 
bewakrt bleibt. Auck der Druck, den eine solcke Stange auskalten 
kann, ist verkaltnismaBig groB, wenn ein seitliekes Ausweicken ver- 
kindert wird. So laBt sick bekanntlick eine Stecknadel durck ein 
Gelds tuck treiben, wenn man sie in einen Korkstopfen steckt. Wenn 
es also dem Ingenieur gelingt, ein Fachwerk so zu konstruieren, daB 
seine Balken oder Stabe, wie der Fackansdruck lautet, nur Druck 
oder Zug auszuhalten haben, so kann er sekr an Material und damit 
an Kosten sparen; er nutzt das Material am vollkommensten aus und 
das Gewickt des Fackwerks wird nickt unniitz grofi. 

4. Dieses Ziel nun laBt sick in der Idee vollkommen erreichen, 
wenn die Verbindung der Stabe in den Knotenpunkten jedesmal 
durck einen hindurchgetriebenen Bolzen bewirkt wird, um den die 
Stabe nack Losung der ubrigen Zusammenhange sich dreken konnen, 
und wenn alle Lasten, die das Fachwerk tragen soli, auf diese Bolzen 
verteilt und nickt irgendwo auf die Stabe selbst gelegt werden. 
Treten jetzt in einem Knotenpunkte Drehkrafte auf, die bei voll- 
kommen fester Verbindung den einen oder anderen der Stabe biegen 
wiirden, so konnen sie bei der gelenkartigen Verbindung der Stabe, 
da sie am Bolzen wirken, nur diesen selber dreken, und wenn sick 
die Reibung vermeiden lieBe, so blieben die Stabe selbst von 
jeder Drehung bewakrt. In die Stabe fallen also nur die Kompo- 
nenten der Krafte, die den Ricktungen der Stabacksen entsprecken. 
Diese ideale Anlage ist aber offenbar praktisck nickt ganz zu ver- 
wirklichen, wird aber bei der primaren, und — wenn man so 
sagen darf — idealen Tkeorie des Fackwerks der Einfackheit halber 
vorausgesetzt. Eine sekundare Tkeorie befaBt sick dann mit den 
Korrektionen, die mail an der idealen vornekmen muB, um den Un- 
Yollkommenkeiten der Gelenkbildung, den Nebenspannungen und 
anderen Storungen Rechnung zu tragen. Wir werden uns auf die 
ideale, iiberwiegend geometriscke Tkeorie beschranken, und auBerdem 
auf das ebene Fachwerk, dessen Stabe also angenahert in einer 
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mid den meisten Dachkojostruktionen den wesentlicheu Bestandteil 
aus; es sind gleichsam ideale YVande oder Balken , aus denen man 
das iiberflussige Material herausgenommen hat, so daB nur das zur 
Haltbarkeit Notwendige iibrig geblieben ist; solche Faehwerke, die 
gleichsam einen Balken ersetzen, werden Faeh werktriiger oder 
-Balken genanni 

5. Die Hauptaufgabe der geometrischen Theorie des Faehwerks 
ist die Lusting des Spannungsprohlems. Wenn der Ingenieur ein 
Fachwerk entwerfen will, z. B. eine eiserne Briie.ke, so muB or zuerst 
einen Uberschlag liber die Lasten machen, die seine Tragkonstruk- 
tion anshalten soil Dureh die (iroBe und den Werhsel dicker Lasten 
wird die Form und Abmessmig des Faehwerks nur im groBen be- 
stimmt. Es fragt sich daim, welehe von den versehiedenen mbglichen 
Konstruktionen die vorteilhaftesfce ist; man braueht einen Oberblick 
liber die Spannungsiinderungen, die in den Stiihen der Briieke vor 
sich gehen, wenn eine schwere Last, etwa ein (Jiiterzug, dariiber fiihrt. 
Ist die beste Form geftuiden, so gilt es, die Prolib* der Stiibe ihren 
Leistungen entspreehend zu bemessen; der Quersehnitt muB der zu 
erwartenden Maximalspanntnig proportional seiu. Bei alien diesen 
Fragen kommt es also darauf an, zu erinifteln, welche Spannungen 
eine gegebene Belastiing in einem Fachwerk von gegcbener 
geometrischer Form hervorruft. Das Bt das Spannungsproblem. 
Es wird in § 95 nocli priizisiert werden. 

t>. Da die Dicke der einzelnen Stiibe selhst noe.h zu den Un- 
bekannten des Problems gehbrt, so idealisiei t die geoniet riselie Theorie 
zunachst das bach work noch weiter, mdem sir dn* Stabe dureh ge- 
rade Strecken ersetzt, die man sich etwa als SrhweHinien der 
Stabe denken dart. Die, so Strecken., wiederum Stabe genannt, sfcoBe/it 
in den Rnotenpiuikfcen aneinander, in denen sie gelenkartig uu- 
einander befestigt sind, was also statiseh darauf hmauslauft, daB sie 
nur in ibrer Langsriel.it uiig angreilende Kriifte attf'/unchmen vernibgeii. 
Alle angreifenden Krafte werden dem Faehucrk aiissehlieBlieh von 
den Knoten aus mitgeteilt. Beini rbriirn f aehucrk fiogen diese 
Kriitte in der Ebene des faehwerks, was wir zukunftig’ 
immer stillscliweigend voraussrizm wollen. Zu den K riiften, 
die an eineni l 1 aeliwerk wirken, gehbrt aueh die ei*xene Srhwere der 
Stabe. In der primiiren Theorie wird diese auBer Bet meld; gelassen, 
in der sekundaren in der YYeise in Ansatz gebraelit, daB das (lewieht 
eines Stabes aut seine beiden Knotenpunkfe gleieiimiiBig verteilt wird. 
Streng genommen ist das nielit ganz gen.au, der Stab be.Ia.stet auch 
die anderen, doch geniigt dieser Ansatz vorliitriig alien Anspriichen. 
Ein Stab hat also nur zwei Kiioteniuinkte. niimliMt « » » t 
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Enden A und J3; ein Knotenpunkt in der Mitte M von AB> etwa 
wie im Vertikalstab eines lateiniscken K, so daB der Stab an dieser 
Stelle nur vom Gelenkbolzen durcbbobrt, aber selber niebt zerschnitten 
wird, ist ausgescblossen; denn wenn der Stab dort niebt selber ein 
Gelenk bat, also in zwei Stabe AM and MB zerfallt, konnte er 
von den in M angreifenden anderen Staben auf Biegung beanspruebt 
werden, was ausgescblossen werden sollte. In der Praxis weiebt man 
aucb biervon mitunter ab. Wolil aber kann es vorkommen, daB 
zwei* Stabe eines ebenen Facbwerkes sieb kreuzen, obne in der 
Scbnittstelle durcb ein Gelenk verbunden zu sein. Solcbe Tiber- 
sebneidungen kommen beim Dreiecksfacbwerk, das ans lauter 
Dreiecken bestebt, niebt vor. Auf dieses werden sieb unsere ersten 
Beispiele besebranken, zum Scblusse aber werden wir alle zulassigen 
Falle benicksiebtigen. Die Knotenpunkte werden wir in der Zeicb- 
nung stets durcb Nullkreise kenntlieb maeben ; einfacbe Scbnittpunkte 
erbalten diese Auszeiehnung niebt. 


§ 94. Die Auflagerreaktionen. 

1. Ebene Facbwerke werden in der Regel paarweise verwendet; 
die beiden Facbwerke eines Paares werden dann durcb Querstabe mit- 
einander zu einem starren Ganzen verbunden, jedoch so, daB dadurcb 
keine Spannungen vom einen zum anderen Bestandteil iibertragen 
werden. Die Belastung wird dabei auf die Knotenpunkte beider Teile 
so verteilt, daB die Angriffslinien in die Ebenen dieser Facbwerke 
fallen. Man kann daber jedes dieser Facbwerke unabbangig vom 
anderen betraebten, wodurcb die Tbeorie der ebenen Facbwerke 
wesentlieb erleicbtert wird. Es gibt aber aucb Facbwerke, z. B. von 
Kuppeldacbern, bei denen eine solcbe Sonderung der einzelnen ebenen 
Bestandteile niebt moglich ist, wo also ibre Beansprucbung nur im 
Gesamtverband beurteilt werden kann. Das sind die „raumlicben“ 
Fachwerke. 

2. Der einzelne ebene Fachwerktrager wird nun nocb im all- 
gemeinen irgendwo gestlitzt sein, damit er sich niebt fortbewegen 
kann. Soil er, wie ein Balken, an den beiden Enden auf horizontaier 
Unterlage rubend, nur vertikal wirkende Lasten tragen, so braucht 
er an diesen Auflagern niebt weiter befestigt zu werden. Handelt es 
sieb aber z. B. um ein Daeb, das dem Winddruck ausgesetzt ist, so 
muB mindestens an einer Auflagerstelle der Trager befestigt werden, 
damit er keine Verscbiebung erleidet. Diese Befestigung wird, wie 
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kungslos zu machen. Eke wir aber an das Spannungsprobiem heran- 
treten konnen, rnussen wir den ebenen Pudiwerktniger aus seiner 
natiirlichen Lage ganz herausnehmen. Es ist am ansehaulichsten 
wenn man sick vorstellt, daB er naek Lasting etwaiger Auflagerver- 
bindungen auf eine Ebene ausgebreitet wird, auf der er olme Reibung 
bewegt werden kaim, so daB er okne Kraft-aufwuiid verst*, kiebbar ist. 
Die Krafte Q, die auf deni in situ befindliehen Tritger wirkten 
werden dann an dem frei beweglichen angelmieht, an demselben 
Knotenpunkte, in derselben GrroBe imd mit derselben .Neigung’ der 
Angriffslinien gegen die Fachwerkstiibe wie beim montierten Trager. 
Wenn die Krafte Q, als linientiuektige Vektoren hetrachtet, sick nickt 
zufallig aufheben, werden sie das kraftlos bewegliehe ruhende Pack- 
werk offenbar fortschieben. Damit es in seiner Lage bleibt, mtissen 
Gegenkrafte angebrackt werden, die (Heitdigewie.ht herstellen, aber so, 
daB der eintretende Spannungszustand genau dem des in seiner natiir- 
lichen Lage befindlicken Triigers entsprieht. Diese (iegenkrafte 
miissen also die statiseke Wirkung der Auflager vollstiindig zu er- 
setzen sucken. Sie werden die r Auflagerreaktionen u genannt. 
Man erklart sie auck vom Standpunkte ties Prinzips von der Grleicli- 
keit der Aktion und Reaktion: Das Faehwerk iibi auf die Auflager 
gewisse Drucke aus, denen die Auflager durrh entgegengesetzt gleiche 
Drucke, die Auflagerrealctionen, begegnen. Das ist aber genau 
genommen nur eine Definition des Begriites der Roaldion; man tut 
gut, diesem Begrifie dnrek die Vorslellung des auf rbener Unterlage 
reibungslos beweglicken Triigers, den die Iaigerreaktionen gegen Port- 
bewegung durck die Belastung sehtitzen, einen konkreten Inha'lt zu 
geben. Wie sind nun diese Uegenkriifte anzubringonV 


3. Die allgemeine Vorschrift, daB die A aflat »*(‘rreaktionon die 
Wirkungsweise der fortgenomnieutm Auflager erseizen sullen, erfiihrt 



je naeh der Art der Auflager verschie- 
dene Auslegung. Am Ieirlitesten ist die 
Bourteilung der Rollon lager: An einem 
Knotenpunkte und urn ilm drelibar ist 
so zu sagen oin k lei nos Wageloheii mit 
zylindrisehen Rildern angobraclit, das, 
wenn das Faehwerk nie.bt anderweit be- 
festigt ware, auf seiner Unterlage kin 


ln £- ;i()s - und herfahren kdnnte (Pig. diese 


ist eben und horizontal odor geneigt. 
Sieht man von der Reibung ab, so kann eine solehe Yorriehtuiig 
auf die Unterlage nur Drucke iibertragen, die senkrecht auf die Grleit- 
ebene wirken. Also kalten wir fest: 




Die Auflagerreaktion eines Rollenlagers stekt senk- 
reckt auf der Gleitebene desselben und gekt durck den 
Knotenpunkt. 

4. Wird die Befestigang durck einen Stab s bewirkt, der von 
einem gelenkartigen Knotenpunkte in irgend einer Ricktung in ein 
festes Widerlager dringt, sagen wir ein solides Mauerwerk (Fig. 309), 
so kann das Fackwerk nur in der Ricktung von $ auf das Wider- 
lager wirken. Die gesuekte Ersatzkraft muB also in s der Kraft des 
Fackwerkes entgegenwirken. 

O D 

Die Auflagerreaktion eines Befestigungsstabes kat 
diesen zur Anerriffslinie. 



5. Der Befestigungsstab dient offenbar nur dazu, einen Knoten- 
punkt an einem Widerlager so zu befestigen, daB man beurteilen 
kann, mit welcker Kraft der Stab in seiner eigen en Ricktung in das 
Widerlager kineingepreBt, oder vielmekr, was in der Praxis wichtiger 
ist, mit welcker Kraft er kerausgerissen wird; diese Art der Be- 
festigung wird z. B. bei Vordachern angewandt, worauf sick auck 
Figur 309 bezieht. Wird kingegen ein Knotenpunkt an einem Wider- 
lager so fixiert, daB er nack alien Seiten kin Krafte auffangen kann, 
so wird er ein Drekpunkt genannt. 

Yon einem Drekpunkte lafit sick kinsicktlick der 
Auflagerreaktion nur sagen, daB ikre Angriffslinie 
durck diesen Punkt gekt (Fig. 310). 

6. Nack diesen Ausfiikrungen sind die Auflagerreaktionen leickt 
zu bestimmen. Die tecknisck wicktigsten Falle sind: 

A. Befestigung durck einen Drekpunkt A und ein Rollen- 
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Das in B auf der Gleitebene ties ludleniagers errirhtete Lot 
treffe die Resultante K der das Fachwerk angrrifmuen Ivrafte in S. 
Da die Auflagerreaktiouen vt»n A uml /> der Kraft I** das Gleich- 
gewiclit Fatten sollen und die eine tlies<*r (irgonkrafte auf SB ,lj e <rt 
so muB SA die Angriffslinie der Auflagerreaktinn von A sein. Zer- 
legt man dalier die umgedrekte Resultant** If in ilire Koinponenteu 
a und b auf BA und SB, so sind a und />, gelumdeu an AS und 
BS, die gesucliten Reaktionsknifte. 

B. Befestigung dureh eiuen Drehpunkt A und ein«*n Be- 
festigungsstab BC (Fig. Bll ). 

Die Resultante It der das Facliwerk angreiienden Knifte treffe 
CB in S] dann wird — It wiederum in x.wei Kmnponenten u ? m( l b auf 
SA und SB zerlegt: das sind dann die Auflagenvakiionen ; Fig.bl 1, & )/). 



Der Befestigungssfcab IK' kann atteh als Ziigstanyu* Fiy. odor 

Druckstange (Fig. 31.1, <1 * ausgrftihrt wcnicn. I A* ib*sf inimung der 
Auflagerreaktiouen erfblgt wit* in a und i» und i -.t aus den 
Figuren c) und dj unmitMbar rrsb-ht lief , die m it a, and bs in der 
Bezeichnung iibereinstini men, 

Des theorefcigclien Interesses lialber erwiihin*n v, ir no<*h 
C. Befestigung dureh drt*i Zu irst a n »jfi* n f Hr. BI "J 
Die drei Stangen n, h y r Idlden ein I Inure k AIK', auf (lessen 
Seiten die Auflagerreaktiomui a, b, v wirioui mii '-en. sind 

also gleicli den drei Kompoumten der nmgrk.dirt*--- Kesuitante der 
Belastungski afte mi.eli fi 1 />, r, I ) i * » \*» * * r < I » * * i ?ia<h ■>* tui, <. yefu nden. 

7. Sind mehr als drei Auf lager grgrb.-n, umbn din* Beak 
tionen unbestiinmt: (bum man kbnnte si** alb* hi- .uit / wei oder drei 
willkiirlich vorschreiben und die bridrn noeh !'«*}• l«*ritb*n naeli dew 
Voiangekenden koustruieren. A her selbst 1 *« * i /uei Aufhrjcern kann 
diese sogenannte statische Fubest im mi licit ih* .*r RVsktioneu auf- 
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treten 7 namlich z. B. 7 wenn zwei Drekpunkte A, B gegeben sind. 
Dann xniissen die Angriffslinien der Auflagerreaktionen durek A and 
B gehen and sick in irgend einem 
Punkte der Resultante der Belastungs- 
krafte treffen, was aaf anendlick viel 
Weisen gesckehen kann. 

Solche statisck unbestimmte Be- 
festigungen werden nack Moglichkeit 
yermieden 7 lassen sick aber nickt ganz 
ausscklieBen. Im Falle der statiscken 
Unbestimmtheit ist auck dem Span- 
nongsproblem statisck nicht beizu- 
kommen; gelost wird es in diesem 
Falle mit den sehr riel sckwierigeren 
Mitteln der Elastizitatstkeorie. Wir 
wollen daker im folgenden immer nur statisck bestimmte Auflager- 
reaktionen yoraussetzen. Dann konnen wir unmittelbar zur begriff- 
lichen Festlegung des Spannungsproblems iibergehen. 

§ 95. Das Spannungsproblem. 

1, Sei ein ebenes Fachwerk gegeben and in seiner Ebene ein 
System Q yon Kraften ? die an den Knotenpankten angreifen. Wir 
losen das Fachwerk aus seinen Auflagerverbindungen and ersetzen 
diese durch die Aaflagerreaktionen. Wenn wir also nack § 94 ; 2. 
das Fachwerk mit alien diesen Kraften auf eine korizontale Ebene 
legen, wo es reibungslos beweglich ist ; oder ? was auf dasselbe kinaas- 
lauft 7 wenn diese Ebene mittels untergelegter gleick groBer Stahl- 
kugeln auf einer zweiten okne Kraftaufwand yerschiebbar ist 7 so 
kalten die Auflagerreaktionen dem System Q das Gleickgewicht and 
yerhindern so eine Bewegung des Fackwerks. So kommen wir dazu 7 
das frei beweglicke Fachwerk uns unter der Einwirkung eines ebenen 
Systems yon Kriiffcen zu denken 7 die einander das Gleickgewicht 
halten. Ein solclies System wollen wir einfack ein Angriffssy stem 
nennen. Ein Angriffssystem besteht also 1) aus den die Belastung 
bildenden Kraften Q and 2) aus den Auflagerreaktionen; wir werden 
uns jedoch haufig das Angriffssystem willkurlich geben 7 da fur das 
Spannungsproblem die Einteilung in Belastungskrafte and Reaktionen 
nickt in Betracht kommt. Wir heben aber nock einmal keryor, daB 
die Krafte eines Angriffs systems immer im Gleickgewicht stehen and 
in der Ebene des Fackwerkes an den Knotenpunkten ; genauer an den 
Gelenkbolzen derselben 7 angreifen sollen 7 so daB auf die Stake nur 
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in ikrer Langsrichtung wirketule Komponeuteu des Angriffssystems 
entfallen. 

2. ‘Urn nun das Spannungsproblem zu konkreter Anschauung zix 
bringen, nehmen wir an, dab es sicb um ein leichtes Modellfachwerk 
und dementsprechend um geringe Angriffsknifte Iiandele, und be- 
seitigen irgend einen Stab AB , ohne in seineii Endpunkten .4 und 
j? die Gelenkverbindung der iibrigen Sta.be aufzuheben; dann wird 
das frei bewegliche Fachwerk entweder naeh wie vor in Rube bleiben, 
oder es wird, wenn es mit jenem Stabe seiner inneren Fostigkeit be- 
raubt ist, unter Anderung seiner Gestalt in Bewegung geraten. In 
diesem Falle stelle icb mieh in die Liicke des herausgeiiommenen 
Stabes AB und sucbe durcb die Kraft meiner Ar me die beiden 
Knotenpunkte A und B in der Entfernung * auseinander zu balten, 
die ilinen ursprunglich der Stab AB aufgenbtigt hatte. Zu diesem 
Zwecke muB icb entweder mit beiden Armen in entgegengesctzter 
Ricbtung driicken oder ziehen, jedenfalls also ein Paar entgegen- 
gesetzt gleicher Krafte mit der Angriffiinie AB ausiiben, 
die wir Abwebrkrafte nennen wollen, im Gegensatz zu den von 
auJBen ber auf das Facbwerk eindringenden Angriilskriiften. LiiBt 
sich ein Stab obne Stoning des Gleiehgewieiits herausnehmen, so dab 
also in seine Liicke kein Paar von Abwehrkriiften zu treten brauoht, 
so wollen wir ibm ein Paar verschwindender Abwehrkriifte zuscbreiben; 
die Bedeutung dieses Vorkommnisses wird erst spider hemvrtreton. 
So entspricbt denn also jedern Stabe ein Paar von Abwehrkriiften, 
und es gilt der 

Satz 1. Alle diese Abwehrkriift e zusam mmgenom men 

balten den Angriffskriiften das Gleiehge wieht. Das 

Spannungsproblem verlangt nun, diese A b\v eh rkriifte 

zu bestimmen. 

3. Diese Aufgabe Hibt sich noch soharfer fassmi. Zunachst 
wollen wir, um den anthropomorphistisrhen Siandpunki zu verlassen, 
alle Krafte am Facbwerk durcb Gewiehte an Srlmiiren verwirklichen, 
die je liber eine Rolle laufen und an den Knotenpunkten befestigt 
sind. Durcb passende Aufhangung der Rollen kbnnon wir jeder dieser 
Krafte die gewunschte Ricbtung geben (§ b, ± ). I )ureh dieses Verfahren 
konnen wir auch die Abwebrkrafte durslellen und zugleir.h mebbar 
macben. Mubte icb bei dem soeben besprorhenen Experiment mit 
beiden Armen ziehen, um die Knotenpunkte A, B in der riehtigen 
gegenseitigen Entfernung s zu balten, so miissen die Pollen und 
Gewicbte, die dieselbe Wirkung liervorbringen sullen, in der aus 
Figur 313 obne weiteres zu verstehendcn Weise aufgehangt sein, und 
die GroBe der beiden gleicben Gewicbte (i kann experimented be- 
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stimmt werden. Die Schnure mit den Gewichten a, /3 lassen die 
Richtung der Abwehrkrafte erkennen, die Pfeile A A ' , JBJB' in der 
Verlangerung der Schnure zeigen, in 
welcher Richtung rair die Knoten- 
punkte zu entfliehen suchen. Die 
Fignr illustriert auch den Pall, daB 
ich die Abwelir durch Druckkrafte 
leisten muBte. Die GroBe der gleichen 
Gewichte a, (5 ist das gemeinschaft- 
licbe MaB dieser Krafte, es wird 
ihnen aber mit entgegengesetzten 
Vorzeichen zugeschrieben. Die Pfeile 
AA\ BB r zeigen wiederum die Richtung an, in der ohne mein Ein- 
greifen die Knotenpnnkte sick bewegen warden. 

Nach MaBgabe dieser Fignren denken wir jetzt samtliche Stabe 
heransgenommen nnd ibre Wirkung durch Gewichte an Schniiren er- 
setzt. Wenn das vielleicht auch praktisch nicht durchfuhrbar ist, so 
hat dieses ideale Experiment doch den Wert, eine moglichst klare 
Anschauung von der statischen Auffassung des Spannungsproblems 
zu geben, die in ihrer vollen Reinheit, und wenn man will, Ein- 
seitigkeit, von elastischen Kraften und Deformationen der eisernen 
Fachwerkstabe nichts weiB. JSTach Beseitigung aller Stabe nun 
miissen alle Paare von Abwehrkraften zusammengenommen 
den Angriffskraften das Gleichgewicht halten; wenn man 
also die Knotenpunkte bis zur Ankangung samtlicher Schnure fest- 
gehalten hat — die Stabe sind ja herausgenommen — und sie nach 
vollendeter Aufhangung loslaBt, ohne ihnen einen StoB zu erteilen, 
so muB das ganze System in Ruhe bleiben. 

4. Die hier beschriebene Vomchtung, die man treffend ein 
Fadenmodell des Fachwerks nennen konnte, ist in einfachen Fallen 
an einer Wandtafel leicht ausfiihrbar, wozu man die zur Demonstration 
des Parallelogrammgesetzes dienenden Faden, Rollen und Gewichte 
benutzen kann; die Knotenpunkte werden durch kleine Ringe dar- 
gestellt, an welche die Schnure gekniipft werden; diese Ringe muB 
man, bis samtliche Gewichte angehangt sind, mit Kageln festhalten 
und dann freigeben. 

FaBt man nun einen einzelnen Knotenpunkt A dieses Faden- 
modells ins Auge, so bemerkt man sofort, daB die in ihm wirksamen 
Krafte, namlich die etwa vorhandene Angriffskraft und die Abwehr- 
krafte, fur sich im Gleichgewicht sind; denn hatten diese Krafte eine 
(nicht verschwindende) Resultante, so muBte der Knotenpunkt in der 
Richtung derselben fortgeschoben werden. So folgt der wichtige 
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Satz 2. Das Grleickgewickt der Aiigriffskriifto und der 
Abwehrkrafte kommt in der Weise zu ntande, daB in 
jedem Knotenpunkte fur sieh Uleiehgewicht herrsclit. 

Einer Unklarheit soil nock vorgeheugt wertleu, die daraus ent- 
•springen konnte, daB wir schon von den Angriifskraften vorausgesetzt 
hatten, sie standee. fur sick ini fHeiehgewieht. ilier bedeutet das 
Wort Gleichgewickt, wie immer, w enn man keinen nuheren Zusatz 
macht, die Tatsache 7 daB diese Kriifte in der starren Ebene als 
linienfiucktige Yektoren behandelt, sink aufheben wiirden. Am Fact 
werk dagegen sind diese Kriiftt* keine linientluehtigen Vektoren 
mehr, sie sind an die Knotenpunkte gekmipff und tlurfen auf ihven 
Angriffslinien nicht verschoben werden. DaB die so an teste Punkte 
gebundenen Angri ftskriifte gleiehwohl im Dleiehgewieht sfcehen, nam- 
lich vermittels des hackworks, wird eben tlundi die Losung des 
Spannungsproblems in Hvidenz gesetzt; dean nark Losung dieses 
Problems wird einerseits siehthar, daB in jedem Knotenpunkte Gleick- 
gewicht herrsckt, andererseits ordnen sieh tii«* Abwehrknifte zu Paaren 
entgegengesetzt gleieher Kriiftt*. die dureii tlie festen Stain* des Fnch- 
werks zerstdrt warden, weil sit* auf die^en sieh wie limVnllfiehtige 
Yektoren verhalten. 


5. Am Fadenmodell b'isen die Abwehrkrafte In vtdlkommener 
Weise die Aufgabo, dit* Knotenpunkte trot/. ib.n*r BeweghYhkeit; uud 
trotz der Angriffskriifte in der gegenseitigen Kntfernung festzuhalten, 
die sie urspriinglieh im Furhwerk batten. Am Faekwerk selbst fiillt 
diese Aufgabe den Stiikeu zu. Diese !c»s<*n si** abe.r nur angeniihert 
denn das .Eisen gibt infolge seiner Kla-ti/.itat deri Kriiften immer eiii 
wenig Hack. Wean das Fademnotlell ffir einen Stab A /> Zug an- 
zeigt (fig. Aldj, so wird der Ma.h ein wenei* \ * rl it ngeri , und die 
Pfeile A.A. 7 jf>/> d<*r higtir kbninn als Kennz«*iehen dieses Zu- 
standes aufgefaflt werden. Man sagt dann, dor Stab auf Zug 
beansprueht, und als MaB dieses Zuges dn*nt do* Krati c oder die 
ikr gleiche Kraft ft der bigtir. Waluvnd 1mm <b*r anihropnniorphislischen 
Auffassung des Krai tbegri ties, v*m dor wir in b, an uniixen, uusero 
Anne den Zug ausiiben muBfen, um den Abstain! der Knot.en A, B 
festzukalten ; erlahrt der wietler eingeliiefte Stab < * 1 1 it *n Zug in e.nt- 
gegengesetzten liielitungen, den amdi wir natiirlieh emplindeii wiinlcii, 
wenn wir nicht den Legenzug husteten, sondern me passiv vor~ 
kielten. 

Weist kingegen das Pademuodell fur den Stab .1 11 auf I) nick, 
dei also ; wenn wir tins wietler selher in die. Locke M*lialteteii oliue 
Widei stand zu leisten, unsere Anne zusuiniiienpresseri wiink*, so er- 
fahrt der Stab im Eaehwerk eim* kleine Stauohung, <*r wird auf 
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Druck beansprucbt, und die Pfeile AA r , BB' der Figur 313 
zeigen diesen Zustand an. 

Der Druck oder Zug, den der Stab erleidet, ist also entgegen- 
gesetzt dern Druck oder Zug, den er ausiiben rniiBte, um jede 
Langenanderung zu vermeiden. 

Wir werden im folgenden der Eindeutigkeit balber die 
Worter Druck und Zug nicht auf die Abwebrkrafte be- 
zieben, sondern, passiv aufgefaBt, auf die Krafte, unter 
deren EinfluB der elastiscbe Stab deformiert wird. 

Das den Zug bewirkende Kraftepaar bat in Figur 313 die Sinne 
AA ' und BB'- der GroBe nacb stimmen diese Krafte aber mit den 
Abwebrkraften a, (5 bis aufs Vorzeichen uberein. 

Druck- und Zugkraft werden zusammengefaBt unter 
dem Namen Stabkraft. 

Die Stabkrafte bilden also in jedem Stabe ein Gegenpaar. 

Da die Stabkrafte aus den Abwebrkraften durcb Umkebrung der 
Pfeile bervorgeben, die Abwebrkrafte aber die Angriffskrafte im Scbacb 
halten, so folgt: 

Satz 3. Die Stabkrafte balten den umgekebrten Angriffs- 

kraften das Gleicbgewicbt. 

6. Jetzt laBt sicb das Spannungsproblem aucb so aussprecben: 

Man soil an den Knotenpunkten in den Staben solche 
Krafte anbringen, daB 

1. in jedem Stabe zwei entgegengesetzt gleicbe Krafte 
wirken und 

2. diese „Stabkrafte“ den umgekebrten Angriffskraften 
das Gleicbgewicbt balten. 

Mit anderen Worten: Die Stabkrafte sind die Komponenten 
der Angriffskrafte in den einzelnen Staben. Docb ist es zur Ver- 
meidung von Vorzeicbenfeblern, die bei Anfangern hanfig vorkommen, 
sicberer, wenn man sicb die Krafte an jedem Knotenpunkte im 
Gleicbgewicbt denkt: Also geboren zusammen entweder die An- 
griffskrafte und die Abwebrkrafte, oder die umgekebrten Angriffs- 
krafte und die Stabkrafte. Beide Auffassungen sind in der Tecbnik 
vertreten; wir werden uns an die letzte balten. Sacblicb sind beide 
Auffassungen kaum verscbieden, praktiscb entsprecben ibnen aber 
Unterscbiede in der Anlage der Figur. 

Wir werden nun zunacbst eine Reibe von Beispielen bringen, in 
denen das Spannungsproblem mit den einfacbsten Mitteln losbar ist, 
dann aber die Falle eingebender untersuchen. in di* T/Kcm^ 
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aus inneren Griinden unmoglich ist. Nadi cliesen Vorbereitungen 
wird dann das Problem im umfassendsten, statisch losbaren Falle 
erledigt. 


§ 96. Das Krafteckverliihreii. 

1. Der in Figur 314 abgebildete syimnetrisehe Faehwerktrager 
sei in den Knoten 2, 4, 6 drei vertikal abwarts wirkend en Kriiften 
P 2 , P 4 , P 6 von gleicher GroBe P ausgesetzt, die aus Figur 315 zu 
ersehen ist; in 1 sei ein Drehpunkt, in 7 ein Rollenkger auf wage- 


A 



rechter Gleitflache. Die Auflagerreaktion V in 7 ist dahor ebenfalls 
vertikal, nnd da sie zusammen mit der in 1 den drei Kriiften P 2> p 
P 6 das Gleicbgewicbt halten soil, so ist aurh die Auflagerreaktion P t 
in 1 vertikal. Wegen der fileiehheit der Streeken 12, 2*1, 46,67 
fallt die Angrifislinie der Resultante 3 P von /A, />. zunammen 

mit der von P 4 , und die Auflagerreakt ioneu sind je gleieh |P 

Wie in diesem Beispiele, so kann man hiiuiig bei paralielen Kriiften 
die Auflagerreaktionen (lurch einfarhe Redlining linden. 

2. Das Spannungsproblem verlangt, die Angriftskriifte l\ 7 P v 
P 4 , P 6 , P 7 so in Komponenten liings der Stiibe zu zerlegen, dafi in 
jeden Stab zwei entgegengesetzt gleiehe K Hi fie lounmen, die an seine 
beiden Endpunkte gekmipft sind {§ 95 i. 

Wollte man diese Zerlegung etwa am Knoten 3 beginnen, wo 
die Angriffskraft Null ist, so hiitte man diese naeh den vier Rich- 
tungen 31, 32, 34, 35 zu zerlegen: diese Atifgabe hat aber eine 
unendlich vieldeutige Losung. Demi man kdimfe in 3 I und 32 an 3 
ganz beliebige Krafte annehmen und ihre umgekehrte Kesultante nach 
34 und 35 zerlegen; diese vier Krafte hiitten dann, wie verlangt wird, 
die Kesultante Null. In 3 konnen wir also nieht anfangeri, auch in 5 
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und in 2, 4, 6 nicht. Eindentig kann eine Kraft an einem Punkte 
nur nach zwei durch diesen Punkt gekenden Komponenten zerlegt 
werden. Wir konnen also nur in 1 oder 7 anfangen und entscheiden 
uns fur 1. 

Wenn also ein Faehwerk keinen Zweistabknoten 
hat, so ist das Spannungsproblem nieht unmittelbar 
durch Zerlegung der Angriffskrafte graphisch losbar. 

3. In 1 beginnend zerlegen wir die Auflagerreaktion J? x = — -|JP 
nach den Richtungen 12 und 13. Um nicht die Figur des Faeh- 
werks durch Hilfslinien zu verwirren, geschieht die Zerlegung in 
einer Hilfsfigur (Fig. 315), in der wir B 1 A 1 ~ — -|JP, also in vertikal 
aufwarts gehendem Sinne auftragen und durch B t die Parallele zu 12, 
durch A x die Parallele zu 13 ziehen. Ist F x der Schnittpunkt der 
Parallelen, so ist JS X A X die Resultante von B 1 F 1 und F x A ly also 
JB 1 F 1 die Stabkraft auf 12 und F t A x die Stabkraft auf 13 im 
Knotenpunkte 1 nach GrroBe und Richtung. DaB die umgekehrte An- 
griffskraft des Knotenpunktes 1 mit den Stabkraften an 1 im Grleich- 
gewichte steht, ist unmittelbar am Krafteck (1) dieser drei Krafte in 



Figur 315 ersichtlich: Die umgekehrte Angriffskraft ist A x B ly und 
wenn man das Krafteck A 1 B 1 F 1 im Sinne von A 1 B 1 durchlauft, so 
durchlauft man die Stab krafte in ihrem richtigen Sinne, und das 
Polygon schlieBt sich. Dem Knotenpunkte 1 entspricht demnach ein 
Krafteck = A* B* FI. und es edit die Raopp.1- 
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Durchlauft man das Krafteck (1) im Sinne der um- 
gekehrten Angriffskraft, so durchlauft man die iibrigen 
Krafte desselben in ihrem Sinne. 

Auf dem Stake 12 weist dieser Sinn von 2 nach .1, auf 13 von 
1 nach 3 . In 12 herrscht also Zug, in 13 Druck, was wir im Fach- 
werk Figur 314 durch Pfeile bei 1 andeuten. 

Im Krafteck oder am Fachwerk pflegt man Druck- 
krafte kraftiger oder doppelt auszuziehen, 

wie in Figur 315, (1) geschehen ist. 

4 . Das Spannungsproblem verlangt, dali auf 13 die an 1 er- 
mittelte Kraft X[A 1 mit entgegengesetztem Sinne an 3 wirke, und 
ebenso ist auf 12 in 2 die Gegenkraft der in 1 auf 12 wirkenden 
Kraft anzubringen. Infolgedessen sind von den Stabkniften am Knoten 3 
nock drei, am Knoten 2 dagegen nur die zwei Krafte auf 23 und 24 
unbekannt. Diese konnen daher bestimmt werden. Audi an 2 miissen 
namlich die Stabkrafte der umgekehrten Angritfskraft das Grleicli* 
gewicht halten; das Krafteck (2), das diese vier Krafte summiert, 
mufi sick daker sehlieBen. Von diesem Krafteck zeiehnen wir zuerst 

die Seite F 2 B 2 = F 1 B 1 -•-= B t F u entsprorhend der in 12 an 2 

wirkenden Kraft — B { t \ , setzen Ii^(\ /A duran, also nach 
oben, und legen durck (L die Parallel^ zu 2*1, durch I\ die Paral- 
lele zu 23. 

Durchlauft man das so entst andene Krafteck (2) = 
1 <\ B 2 C> (L> im Sinne der umgekehrten A ngri ffskraft, so 
werden wiederum die iibrigen Seit-en in ihrem Sinne 
durchlaufen, 

und es wirken daher in 2 auf 21, 24, 23 die Zugkriifte h\B 2) 
C 2 G%, G 2 F » 7 was auch in Figur 315, *2) durch die Beischriften an 
den Seiten von (2) angedeutet ist. 

Betraektet man am Fachwerk die vier Krafte des 
Knotens 2 in der zyklischen Folge, die sic.h bei posi- 
tive r Umkreisung des Pu nicies 2 (d. h. gegen den Dreli- 
sinn des Uhrzeigers) ergibt, so foigen diese Krafte im 
Krafteck (2) aufeinander in dem Durdi laufiingssinne, 
der durck die umgekehrte A ngri ffsk raft festgelegt wird 
und der den Stabkniften entsprieht. 

5. Tragt man die Pfeile der nun bekanntmi Stable riift:e im B^ach- 
werk selber ein (Fig. 314) 1 ), sowie in den Kndpunkten der betreftenden 

1) Dem Leser wird empfohlen, das Fachwerk neu zu zuiidmen und die Pteile 
der ermittelten Stabkraltc jedesmal einzutra^cn , wcsil so deutlieher hervortritt, 
zu welchem Knoten die Konstruktion alsdann iibor^dien mutt. 
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Stabe die entgegengesetzten Pfeile, so zeigt sich, dab jetzt der Knoten- 
punkt 3 aufgeschlossen, d. h. der Losung zuganglich ist, da in 
ihm nur noch zwei Stabkrafte unbekannt sind. Dagegen hat 4 noch 
drei Unbekannten. Dem Knoten 3 ordnen wir ein Krafteck (3) = 
A z F z G t JBt zu (Fig. 315) mit A z F z = A x F ly F 3 G Z = - G 2 F 2 = F 2 G 2 , 
6r 3 -Ef 3 ||34, H3j4 3 ||35, wodurch jET 3 bestimmt ist. Demnach wirken 
in 3 anf 32 nnd 34 die Zugkrafte F S G S , G 3 H 8 , auf 35 die Druck- 
kraft H 3 A 3 , die in (3) kraftig ansgezogen ist. Wiederum sehen wir: 

Betrachtet man die Krafte des Knotens 3 im Kraft- 
eck (3) in der zyklischen Folge, in der wir sie bei posi- 
tiver TJmkreisung des Knotens 3 antreffen, so wird das 
Krafteck (3) erstens in stetiger Folge durchlaufen, also 
ohne eine Seite zn iiberspringen, und zweitens im 
richtigen Sinne der Stabkrafte. 

Ebenso war es in (1) und (2), nur daB dabei die Angriffskrafte 
im Gegensinne durchlaufen wurden, wahrend in (3) die Angriffs- 
kraft fehlt. Diese Zuordnung des positiven Drehsinnes um 
den Knoten und des hinsichtlich der Stabkrafte richtigen 
Durchlaufungssinnes seines Kraftecks erleichtert das Ver- 
standnis der ganzen Konstruktion so sehr, daB wir sie auch 
fur die anderen Knotenpunkte herbeifiihren wollen. 

Dazu ist nur notig, bei der Anlage des Kraftecks immer die 
Krafte in dem zyklischen Sinne aneinanderzureihen, in der man sie 
bei positiver TJmkreisung des Knotens antreffen wiirde. 

6. Wenden wir uns also dem nunmehr aufgeschlossenen Knoten 4 
zu, so werden wir zunachst die bekannten Krafte in der Reihen- 
folge 43, 42, _P 4 aneinandersetzen , die einer positiven TJmkreisung 
von 4 entsprieht. So erhalten wir das Krafteck (4) in vollig ein- 
deutiger Weise: Al x G x = H 3 G 3) G^C^ = G 2 C 2 , C 4 1> 4 = — P 4 (also 
aufwarts), Z> 4 f/ 4 ||46, </ 4 jEr 4 ||45 ; wodurch J x bestimmt ist. 

Da das Fachwerk symmetrisch gestaltet und symmetrisch be- 
lastet ist, miissen auch die Stabkrafte symmetrisch verteilt sein. 
Doch wollen wir davon keinen Gebrauch machen, sondern auch die 
Kraftecke (5), (6), (7) konstruieren. Bei positiver Umkreisung von 5 
trifft man die Stabe mit bekannter Stabkraft in der Reihenfolge 53, 
54, darauf die anderen in der Folge 56, 57. In dieser Anordnung 
bilden wir auch das Krafteck (Fig. 315, (5)): A h JBL h = AL 3 JT 3 , JI b J h 
= J h K h ||56, Kr 0 A b \hl. Ebenso entsteht (6): K Ci J Q = K h J s , 

e/ 6 D 6 = DqEq = -—Fq (also aufwarts), EqK & 161 f was von 

selbst erfullt ist; schlieBlich (7): A 7 K 7 = A C) K^ K 7 E 7 = K 6 E G , 
E 7 A 7 = — P 7 , was natiirlich nur eine Kontrolle der vorangehenden 
Konstruktionen bedeutet; zur Losung des Spannungsproblems, die im 
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wesentliclien schon mit (4 1 heendet war, isf (7) nieht erforderlicli 
Wie man sieht, werden die Stiibe lit, it 5, f>7 «ie« oberen Fachwerk 
randes auf, Druck, alle anderen auf Zug beanspriieht:. 

Zum Yerstandnis der Krafteeke ill bis i7i sei nock bemerkt 
daB an jedem der Umlaufsinn markiert ist , tier den Stabkraften mi 
also einer positiven Umkreisung des betreffenden Knoteus entspricbt- 
die Namen der Stiibe sind eingetrageii: Kriifte verm-hiedener Kraft' 
ecke, wie JJ 5 A s und H Z A ,, die in den Buehstaben ilbureinstimmea 
und sich nur in den Indi/.es unterselieideu, sind einamler ^leicli x ) 

7. Da wir im luiehsten f’arugrapben eiu Verfahren der Stab 

kraftbestimmung entwiekeln werden , das mis eirirr Versehmelz 
der den einzelnen Knoten entspreehenden K'raftecke besteht so 
dieses eine Beispiel zur JBrliiuterung des Krafteek verfahrens* eenilsren 
Halten wir fu r die Anlage der Krat'ieeke nur test, daB die 
bekannten Kriifte des Kraf'teeks iminer in der Reihenfok 
aneinandergesetzt werden. in der man >ie bei posit, iver Um- 
kreisung des Knotens antrift't, und dnB aueh zum ScliluB 
die neuen Stabkriifte in dieser Keihenfolg.. n u fgesucht 
werden. Diese Bindung an t'esfe Onimmg i-t mi sieli niehfc notig 

gibt aber der Lbsung einen liesfinimten (Jang und schdtzt vor Irr- 

tiimern in der Riehtung. 

Der Umlaufsinn eines Kraffeeks xi, der einer positiven 
Umkreisung des zugehbrigen Kimt.-ns * enfsprieht, miige 
„der“ Umlaufsinn dieses Krafieeks beilj,..,. |h-r I’mlanf- 
sinn des Kraffeeks ist imnier dem der ,-tua vurhandenen 
Angriffskraf't von y entgege tureset /. t. 

8, SoldieBIieh seien noeti bdm'iide K , n zei lieu eii bervorgehobeni 

a) Ein sv in met rise h es b aeh n > rk mil s v m met riselier Bs- 
lastung und sv m met riseheu \ u t'l arf r -ea k 1 1 . . n .-n z.ejgt auck 
symmetrische Verteilung der Stank rii ft.-. 

b) Wenn zwei Stiibe eine.. k nut m p un k t 

Greraden liegen, so entspreehe,, ,| lM! , m k 

Parallelen. 

c) An einem Zweistal.knot e„ ..line A nvri ff Ui raft gibt es 
auch keine Stabkriifte. 

d) Wenn zwei Stiibe .s', 
einer Geraden u 


r;t ft ♦ 


r auf einer 
* k » x) zwei 


i ’ ri ‘‘ s \ i er t u i» k not (Mis x auf 

. W ** i ti ** n ainit-i'iTt S t auf einer (Sfe- 
raden ^ lierron (Fi, ;-nr> K ,, siml, u,un Ui».- A n-riffnkraft 
am Knoten wirkt, an x d i ** K r :i ft ♦* auf and N. entgegen- 


i) Bor linke Toil der F 


itfiir :> I :> 


V 


uMphtMt itKgpmcliea. 
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gesetzt gleich, ebenso die Krafte auf S 3 und $ 4 . Denn die 
Resultante von S 1 und S 3 mufi der yon S 2 und $ 4 entgegengesetzt 
gleich sein. Aus Figur 316 folgt: 

e) Wenn von den drei Sta- 
ben 8 , S 17 S 2 eines Dreistab- 
knotens % zwei auf einer Ge- 
raden liegen, S 1 und S 2 , wahrend 
der dritte S, sowie die An- 
griffskraft JP y7 die auch gleich 
Null sein kann, auf einer zwei- 
ten Geraden liegen, so ist an % 
die Stabkraft auf S gleich der Angriffskraft, und die Stab- 
krafte auf S ± , S 2 sind einander entgegengesetzt gleich, also 
zugleich Zugkrafte oder Druckkrafte. 


v 



§ 97. Das Krafteplanverfahren. 

1. Es liegt sehr nahe, zur Ersparung von unnotigen Rilfslinien, 
die sieben Kraftecke des § 96 , Figur 315 zu einer einzigen Figur 
zu vereinigen. Das ist in dem linken Vieleck der Figur 315 ge- 
geschehen; man wird dort alle sieben Kraftecke wiederfinden. Die 
so erzielte Vereinfachung springt dermaBen in die Augen, daB wir 
uns eingehender damit beschaftigen mussen. Wir setzen die Ab- 
bildung des Fachwerks und die vereinfachte Kraftefigur noch einmal 
hierher (Fig. 317 und Fig. 318). Die Ecken der vereinfachten Kraffce- 


A 



figur oder des „Krafteplans“, wie der Fachausdruck dafiir lautet, 
sind mit denselben Buchstaben bezeichnet wie in den sieben Kraft- 
ecken, nur sind die Indizes weggelassen. Die Druckkrafte sind 
doppelt ausgezogen. 
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2, Die Bezeichnung des Krafteplans hangt in hoehst eigentiim- 
licher Weise mit der Figur des Fachwerks selber zusammen (Fig. 317). 
Wir denken uns die Halbstrahlen, auf denen die Angriffskrafte P 





Fig. 318. 


6 , P 7 liegen, im Sinne ihrer Pfeile bis ins Unendliehe aus- 
gezogen. Da nn teilen sie, zusanmien mit den 
Dreiecken des Fachwerks, die Ebene in zekn 
Felder, die wir mit den Buchstaben A,B , ... 
r7, K bezeiehnet haben; die Auf lager denke 
man sicli beseitigt. Das Feld A ist von 1357 
und den Halbstrahlen l\ 7 l\ begrenzt, das 
Feld B von J\ y 12 und P 2 ; ebenso E von 
P 7 , 7b und I\. Die Felder A und B haben 
den Grenzstrahi 1\ gemein, und sonst keine 
Linie am Fachwerk; B und F haben nur 
den Stab 12 gemein, 0 und 1) nur den Ilalb- 
strahl, auf deni liegt, I\ und A grenzen 
in 57 aneinander und sonst in keinem Stabe 
und in keiner Angriffslinie; dagegen haben F und // gar keine 
Grenzlinie gemeinsam. 

Zusammenfassend koimen wir sagen: Zwei Felder der Figur 317 
haben immer hochstens eine Grenzgerade gemein, und diese ist ent- 
weder ein Stab, oder die Angriffslinie einer Kraft; diesen Stab 
oder diese Kraft wollen wir nun benennen (lurch Angabe 
jener zwei Felder. Der Stab 35 heiiJt demnueh A II oder HA y 
der Stab 45 heiBt HJ • ebenso ist All die Kraft l \ , BO die Kraft 
P 2 , EA die Kraft P 7 . Bei positiver Fmkreisung des Knotens 3, 
anfangend von 31, durchlauft man daher die Stabe A F y FG, GH f 
HA , wobei die Buohstaben in der Reiheniblge angegeben sind, in 
der man die betreffenden Felder hetritt. Suelien wir nun zu den ge- 
nannten Staben in § 96, Figur 315, (3} die in ihn<*u herrHchenden 
Stabkrafte, so zeigt sich, duB dies die Kriifte .4 :J P, FJI. U (l z ll 9f 
sind, die in Figur 31S einfach A 1\ 1<C (i'll, 11 A heiBen, 
also gerade so, wie die Stabe! 

3. XJm den Knotenpunkt 4 folgen in positivom l inlaufsinne die 
Stabe HGj GC, die Kraft Cl) und die Stabe I)J y ,///; im zu- 
geborigen Krafteek (4) der Figur HIT), i, 'Mi f.dgru aufeinandor im 
Umlaufsinne dieses Kraftecks (vergl. § ini. 7.,: ///;,, 

^i^ 4 ) jf/n und es ist //, (V, die Stabkraft des Stakes IK! an 4, 

ebenso G i C i die Kraft des Stakes GC, ( I) die Kraft l\, /> 4 ./ t 

die Kraft des Stabes J)J, JJl 4 die Kraft des Stal.es .1 II, immer 
am Knoten 4. Diese selbeu Kriifte linden wir mit denselben Buek- 
staben bezeicbnet, aber obne die Indizes, aueh in Figur ill 8, und 
es gilt also die allgemeine 



14. Das ebene Fachwerk. 


569 


§ 97. 


Regel 1. Will man die Kraft wissen, die an einem Knoten- 
punkte % in einem Stake © desselben wirkt, so benenne 
man diesen Stab mifctels der in ihm aneinander stoBen- 
den Felder X, Y der Fignr 317 1 ) in der Weise, daB man 
bei positiver Umkreisung yon % ans dem Felde X durcb 
Uberscbreitung des Stabes © in das Feld Y kommi 
Dann gibt die Strecke XI des Krafteplans Figur 318 
die gesncbte Kraft nacb GrroBe und Ricbtung an. 

4 :. Welche Stabkraft ist z. B. in 45 am Knoten 5? Bei posi- 
tive!* Umkreisung (Fig. 317) yon 5 kommt man aus H Tiber 45 
nacb J, also ist HJ die richtige Bezeicbnung des Stabes und JET J in 
Figur 318 die gesucbte Kraft; dagegen ist JH die riebtige Bezeicb- 
nung desselben Stabes, wenn nacb seiner Kraft an 4 gefragt wird, 
und JH= — HJ in Figur 318 die entsprecbende Kraft nach GrroBe 
und Ricbtung. 

Bei positiver Umkreisung von 4 kommt man aus G Tiber _P 4 
nacb D, und in Figur 318 ist CD die umgekebrte Angriffskraft, 
und so aucb in den ubrigen Knoten mit Angriffspunkten. Daber ist 
die Regel 1. so zu erganzen: 

Regel 2. Wenn man bei positiver Umkreisung eines 
Knotenpunktes % am Fachwerk aus dem Felde X Tiber 1 
die Angriffskraft JP y binweg auf das Feld Y kommt, so 
ist XI im Krafteplan gleicb — JP y . 

5. Dieses elegante Yerfabren, um die am Facbwerk Figur 317 
auftretenden Krafte aus Figur 318 abzulesen, ist natiirlieb ein Er- 
gebnis von Vorbereitungen, die wir stillscbweigend bei der Anlage 
der Kraftecke in Figur 315 des § 96 getroffen batten: desbalb die 
Bindung an einen bestimmten Drebsinn und desbalb die Bezeicbnung 
identischer Strecken der verscbiedenen Kraftecke mit denselben Bucb- 
staben unter Verwendung von Indizes, die dann im Krafteplan weg- 
gelassen worden sind. Es fragt sicb nun: Wie bringt man bei 
der Anlage der Figur 318 diese vollendete Harmonie zu 
stande, und wie kann man diese Figur berstellen, ohne die 
Kraftecke je fiir sicb zu zeicbnen? 

Die Antwort lautet so: 

Zuerst werden die Felder im und am Facbwerk mit Bucbstaben 
benannt. Dann beginnt man mit der Konstruktion des Kraftecks 
zu (1), indem man diesen Punkt positiv umgebend die umgekebrte 
Angriffskraft — JP X nacb Regel 2 benennt, also bier mit AB , die 
dann folgenden Stabe nacb Regel 1 mit BF und FA. Darauf kon- 


1) Es sind X und Y irgend zwei der Buckstaben A, . . K. 
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struiert man, den Krafteplan beginmmd, A B - - l\, BF'jBF 
FA\FA , wo die fettgedruckten Buchstaben immer dem Krafteck 
Figur 318, die gewohnlieken dem Fachwerk Figur 317 selbst an- 
gehoren. 

Die Pfeile der gefundenen Stabkrafte werden sofort in Figur 317 
eingetragen 1 ), nebst ihren Gegenpfeilen am anderen Ende der be- 
treffenden Stabe. So wird sichtbar, dab an 2 uur noeh zwei Stab- 
krafte unbekannt sind. Also konstruieren wir das Krafteck zu diesem 
Punkte! Bei positivem Umlauf stoBen wir der Reihe nach auf die 
bekannten Stiicke FB, BG und die unbekannten (Ur, GF- zu den 
bekannten gehoren in Figur 318 die Krafte FB, BC, mid wir 
miissen ziehen: CG CG, GF GF , wodureh der Punkt G bestimmt 
ist; das zu 2 gehorige Krafteck ist also FBCG. 

6. Wiederum tragen wir die Pfeile der neu gefundenen Krafte 
an 2 in die Figur des Fachwerks ein, sowie die entgegengesetzten 
Pfeile an den anderen Enden dieser Stabe. Ihidurch zeigt nich, daB 
jetzt der Knotenpunkt 3 aufgesehlossen ist, von dem die Krafte auf 
AF, FG bekannt sind. In positivem Umlaufe liegen an 3 die Stabe 
AF,FG, Gif, BA. Das Krafteck (3) muB die dazu jmralleleii Seiten 
AF, FG, GH, If A Imben, von donen die beiden ersten bereits 
konstruiert, die beiden letzten (lurch den Parallelismus bestimmt sind; 
sie legen II fest. Die Seiten A F und FG sind nieht nur dutch 
die vorangehende Konstruktion ermittclt, sondern sie lagern be- 
reits, wie zur Addition, in riehtiger Reihenfolge aneinander, 
was uns der Miibe entliebt, FG erst an A F in F anzusetzen. I)iese 
Bequemlichkeit hat man nieht immer, aher dorh an alien Fach- 
werken, die unmittelbar dumb das Krafteck verfahren sich behandeln 
lassen; auf diese wollen wir uns vorliiufig beschriitiken. 

7. Nun kommt der Knotenpunkt *1 an die Reihe mil den in 
positivem Umlaufsinne geordneten Stricken // G, G(\ (-1) und I)J, 
JH] d& die den drei ersten Sttieken in Figur 3 IS entsprechenden 
Krafte FIG , GC, CD bereits zur Addition riehtig aneinander ge- 
lagert sind, so braucht man nur DA I) A , All A If zu ziehen, wo- 
durch J bestimmt ist. Paher kennt man jetzt DA, AH. 

Jetzt ist nieht nur o auigeschlossen, sondern aueh ♦ >. W ir wollen, 
um auch einmal von dem Redan kengange des ^ *M» abzuweiehen, gleich 
zu 6 iibergehen. Bei positivem l minute kommen erst die bekannten 
Stiicke JI), BE, denen in Figur 31.S die zur Addition aneinander 
gereihten Krafte AD, D K entsprechen, darauf die unhekamiten UK, 

1) Der Leser wird wiederum gebeten, dan Fachwerk 
die Pfeile nach. und nach einzutragen. 


IKMl 


zu zcichnea und 
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KJ, denen in Figur 318 die noch zu konstruierenden Krafte EK\\EK, 
KJ\KJ entsprechen; die beiden Paralleled, treffen sich in K, worauf 
JEK, KJ bebannt sind. 

So fahrt man fort und iiberzengt sich znr Kontrolle auch, daB 
die iibrigen Krafteeke in der Figur des Krafteplans richtig ein- 
geschlossen sind. Man sieht, daB man die Bezeichnungsweise des 
Krafteplans aucb anf die Figur 315, § 96 anwenden kann. Einem 
Knoten % mit den in positivem Sinne folgenden Staben MN, NO, 
OP, PQ , QR, worunter aucb 
eine (umgekebrte) Angriffs- 
kraft sein kann, wird ein 
Krafteck JH X N y O y JP y Q y B y 
entsprechen, wo M y N y )\MN, 

. N y O y \\NO, O y B y \OP, 

JPy.Qy.WPQ, Qy^AQP ^t. 

Diese Bezeicbnungsweise ist 
in Figur 315 tatsaeblicb be- 
nutzt; sie war dann offenbar 
die Ursacbe, daB in der Teil- 
figur links die Indizes fortge- 
lassen werden konnten. 


8. Als zweites Beispiel 
zur Einubung des Krafteplan- 
yerfabrens diene das Fach- 
werk der Figur 319; es hat 
zebn Knotenpunkte 1, 2, . . 

10 und siebzebn Stabe. Ge- 
geben sei ein An griffs system 
von secbs Kraften p x , p S) 

Pi, Pr„ Pe, Pio an den Kno- 
ten 1, 3, 4, 5, 6, 10; der 
Sinn dieser Krafte ist aus den Pfeilen in Figur 319 zu ersehen, 
die GroBe ist durch die kraftigen Stricbe in dem Krafteplan 
Figur 320 angegeben, die Erlauterung dazu soli gleich gegeben 
werden. Das Fachwerk und die Angriffslinien der Angriffskrafte 
teilen die Ebene in die Gebiete A, B, R. Nacb Regel 2 ist 
p x mit AB zu benennen und man findet im Krafteplan (Fig. 320) 
p x = — AB — BA] ebenso p 6 = LA. Die secbs Angriffskrafte sind 
also in Figur 320 gegeben und bilden, da sie im Gleicbgewicbt steben 
sollen (§ 95, 1.), ein geschlossenes Krafteck ABKGEL. Diese Tat- 
sacbe allein verbiirgt uns aber nocb niclit das Gleicbgewicbt, es muB 
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(Fig. 320). Him entspricht in Figur 319 das irp< ,.Li, ~~ 

i-vi-v-m-rv-x. #£££%££* 

2 C zulesen, fcann man auch 

J - Bcken 



Fig. 320. 


den kicken des 
ei leeks auagehen: wi r 
mitten gefunden, daB 
lh *= It A ist; BA ist 
aber die Benennung von 

Jt Pi bei po8itiv er Um- 
kreisung des PnnktesI 
Also gilt die 

Hegel^ Eine An- , 
griffskraft wird 
mi ! Hilfe eines 
bmjeeks aus dem 
Kraft eplane ab- 
gelesen , indem 

man don auf ibrer 
Angriffslinie lie- 
go n den Eekpunkt 
des Hei leeks p 0 - 
sit.i v urnkreist und 

t> lj V t , . 


. , yu- 

cs Jr:: 

/Yl T> A ... * „ 


Pi = BA, 


II', 

K It. 


})'l h ( x , 


P o = AL, p 
P.i = (IK, p lu 

man sie aufsdSjTkMn ' ^ Dem K If ^ ih en r< fi ^' ‘ »M«*«*riert, in donen 
plan ein Dreieck ABC entsnrecher, ! lnuB »» Knifte- 

**> m CA der FaeLr k Z r i ! dtr , ‘ n ^ 

gezeicknet vorliegt, ist dieses^' V""", 1 ' ,,ml <la AH »«wits 

Dem Punkte 2 ist cks CLk trn ' h ^t. 

soeben bestimmt worden i<af „ »i ^ , zugeoniin*t, von dem AC 

„ W . Z Zn i’Jtr; 1 " *»* '7i, „ A 

<lie Pfeile a, cine Handskm, iee I'Jh J ? rt «W*«h» 

^^en den Smbe 8 >eieb £ 

1) Da dips A Ti\*r*v,,. 


a««»V D b‘ta“'.S" z S,» ™‘ <« '■»“ ™- 

leser emnicheu Zwchnuwr x„ 
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wir dem auf dem Rande des Faehwerks nachstfolgenden Knotenpunkte 
nicht beikommen konnen, da in ihm noch di'ei Stabkrafte unbekannt 
sind. Daher miissen wir an dem mit 3 bezeichneten Knoten die 
Bildnng der Kraftecke neu anfangen. Zn 3 gehort das Dreieck EFG, 
von dem GE gegeben und F dnrcb EF\\EF, GF\\GF bestimmt ist. 
Darauf findet man zu 4 das Viereck ELK GF, nnd die Konstruktion 
geht ungestort in der durch die Nummern der Knoten angegebenen 
Reihenfolge zn Ende. 

Im Faehwerk sind die anf Drnck beanspruchten Stabe doppelt 
ausgezogen, im Krafteplan dagegen die Angriffskrafte in verstarktem 
Striehe wiedergegeben. Es sei noch einmal hervorgehoben, daB die 
Pfeile der Angriffskrafte in Fig. 319 umgekehrt werden miissen, wenn 
in den Knotenpunkten Gleichgewicht bestehen soil. 





10 . Bei dem dritten Beispiele, das einen Briickentrager (Fig. 321) 
in K-Fachwerk betrifft, konnen wir nns kiirzer fassen. Es fuhrt seinen 
Namen von den K-formigen Bestandteilen, die den unteren Rand, den 
TJntergurt, mit dem oberen Rand, dem Obergurt, verbinden; jedes 
einzelne K besteht aus vier Staben, ubereinstimmend mit der in § 93, 6. 
gemachten Bemerkung;, wonach der vertikale Balken nicht etwa als 
ein Stab ansgebildet sein diirfte. Der Trager hat in 1 einen Dreh- 
punkt, in 12 ein Rollenlager mit geneigter Gleitbahn. Belastet sind 
die Knotenpunkte 24, 21, 18 mit den Lasten p 2 , p s , p^ die aus 
Fig. 322 zu entnehmen sind: 

P 2 “ F 2 F l7 = Jpg JP 2 ? P& ” ^4 • 

Die Auflagerreaktionen werden nach § 94 ermittelt: Die An- 
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und trifft die Angriffslinie der Resultan te von j> 2J p$ 7 Mo die mit 
der von p z zusammenfallt, in einem Punkte I, (lurch den aueb die 

Auflagerreaktion p x m 1 
gehen muB. Die Resultante 
lh + Pi j -f Mi ist also nach 
1 r unci 12 r 7X1 zerlegen, 
und die umgekehrten Kom- 
ponenten sind p { und p u • 
in Fig. 322 ist I\P o nr r 
also 

Pi r " Pn -To -Pi- 

ll. Das Fachwerk hat 
zwei unbelastete Knoten- 
punkte x und y mit je zwei 
Staben; diese Stiihe bleiben 
nach § Pd, K. c) ohne Kraft 
und sind deshalb nur punk- 
tiert ge/.eichnet; die doppelt 
ausgezogenen Sfcilhc* sind auf 
Druek beunsprueht. Der 
(Jang der Konstruktion ist 
aus den NDinnnernderKnoten. 
ersiehilieh. VVie beim vorigen 
Facbwerk muB man die an einer Ecke begnnnene Kette von Kraft- 
ecken 1 7 2 ? . . . 7 12 unterbrechen, und von einer anderen Seite aus, 
bier vom Knoten 12 aus, vordringen, bis beide Ketten von Kraft- 
ecken in der Mitte des Fachwerks anei minder stoBen und die Knoten- 
punkte 23, 24 aufsehlieBen, an (ienen man an fangs nichf vorhei 

konnte. Die Punkte A und il fallen mit M 0 zusammen. 

12. Mit Absicht haben wir die be.iden let/.ten Beispiele so ge- 
wablt, daB die Knotenpunkte nicht etwa in der Keihenfolge auf- 

geschlossen werden konnten, in der sic am Kande des Fachwerks 

aufeinander folgen; alle aufieren Regel n, die bier einzugreifen ver- 

suchen 7 sind fur das tiefere Verstiindnis hinderli(di. Den Dang der 
Konstruktion muB man sick jedesmal selber bestiimnen; e s geniigt 
dazu 7 daB man an zugangiicher Stelle anfangt und vordringt, so vveit 
man kann; sitzt man fest 7 so begirmt man darauf an einer zweiten 
Stelle u. s. f. 7 bis man den hbheren Knotenpunkten von verschiedenen 
Seiten beikommt. Es muB aber bemerkt werden, daB nicht zu alien 
taehwerkeiL ein Krafteplan existiert, wenigstens nicht in dem bisher 
gebrauchten Sinne des Wortes. Wenn man z. B. die drei Paar Geiren- 
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ecken eines gewohnlichen (nicbt regularen) Sechsecks durch drei Stabe 
verbindet und auch seine Seiten als Stabe, seine Ecken aber als (die 
einzigen) Knotenpnnkte auffaBt, so entstebt ein Facbwerk, an das wir 
mit nnseren bisherigen Hilfsmitteln uberhaupt nicbt beran kommen, 
und dem aucb kein gewohnlicher Krafteplan entspricbt. Da wir auf 
die Frage nacb der Existenz der Kraftplane nicbt eingeben konnen 1 ), 
also bei Beginn der Konstruktion eines Krafteplans nie wissen, ob er 
existieren wird, so sind wir verpflichtet, wie wir es aucb im Voran- 
gebenden getan, zn jedem Knotenpunkte das Krafteck wirklicb zu 
zeicbnen oder sein Yorbandensein wenigstens nachzupriifen. Es konnte 
sicb namlich die Notwendigkeit einstellen, eine Kraft AB an ver- 
scbiedenen Stellen des Krafteplans einzeicbnen zu mtissen, wahrend 
in unseren Beispielen der Vorzng des Krafteplans darin bestand, jede 
Kraft nur ein einziges Mai zu entbalten; der genannte Fall kommt 
gliicklicherweise bei den Fachwerken, deren Spannungsproblem wir 
obne weiteres losen konnen, nicbt vor. 

In alien unseren Beispielen bat sicb gezeigt, daB es begrifflicb 
und praktiscb-geometriscb vorteilhaft ist, wenn man sicb den Zustand 
an den Knoten als Gleicbgewicbt der Stabkrafte mit den um- 
gekebrten Angriffskraften denkt, nicbt als Zerlegnng der Angriffs- 
krafte in Komponenten nacb den Staben. Aus dieser Auffassung ent- 
sprangen unsere klaren Regeln fur die Konstruktion des Krafteplans. 
Es gibt aber auch Zeichner, die die Angriffskrafte im Krafteplan nicbt 
umdreben; was sie dann als „Stabkrafte“ bekommen, sind die Krafte, 
die wir im § 95, 2. Abwehr krafte genannt baben, die ja ebenfalls als 
MaB der Stabkrafte gelten konnen. Der Anfanger tut aber gut, zu- 
nachst bei einer Auffassung zu bleiben. 

13 . Zum Facbwerk der Fig. 319 zuriickkehrend konnen wir mit 
Hilfe des dort eingezeichneten Seilecks dem Spannungsproblem eine 
neue, vollendet scbone Fassung geben. 2 ) Wir denken uns namlicb, 
wie bei 1 durch einen kleinen Pfeil angedeutet, die Pfeile der An- 
griffskrafte umgedrebt, um zunachst in alien Knotenpunkten Gleich- 
gewicht zu baben*, dann setzen wir die Gegenpfeile an den Ecken 
des Seilecks an, wie man bei I seben kann, d. b. an den Ecken des 
Seilecks sollen die Angriffskrafte ibren ricbtigen Pfeil bekommen. Auf 
der Strecke 1 1 linden sicb demnacb zwei entgegengesetzt gleicbe 
Krafte, an I die Kraft p x selber, an 1 die Gegenkraft. Diese Strecke 
verhalt sicb jetzt also wie ein Stab, da ja aucb in den Staben Gegen- 

1) Es liegen Member die schonen, aber schwierigen Untersuchungen von 

F. Schur vor, Math. Ann. 48, auf die wir fur eingehendere Interessen ver- 
weisen miissen. 
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kraffce waren. Wie aber im Krafteck Fig. 320 das gleichsinnig zu l 
durchlaufende Dreieck OB A keweist, kann man auch in I Gleich- \ 
gewicht herstellen, wenn man auf I-VI die Kraft AO, auf I-X die f 
Kraft OB verlegt. An VI halten sick ebenso die Kriiffce OA auf VI-I, I 
AL auf 6 -VI, LO auf VI-V das GHeichgewicht. Die drei durck I J 
gekenden Geraden verhalten sick also wie Stiibe eines Fachwerks init r 
I als Knotenpunkt: Liest man die Kriifte dieser „Stabe“ aus dem I 

Krafteplan nack Regel 1 ab ? so kerrsckt in dem Punkte I Gleich- | 

gewickt. Es folgt: 

Regel 4. Aus jedem Fackwerk kann ein „erweitertes Fack- 
werk“ gebildet werden, indem man nock die Seiten eines 
Seilecks der Angriffskrafte, sowie die Strecken der An- 
griffslinien der Angriffskrafte als neue Stake kinzu j 

nimmt, welcke von den Ecken des Seilecks bis zu den j 

Knotenpunkten des alten Fachwerks reichen. Bezeicknet j 

man die AuBenflache des Seilecks am Fackwerk und den 
Pol des Seilecks im Krafteplan mit denselben Bueh- 
staben, und liest man die Stab kriifte der neu hinzu- 
gekommenen Stabe ebenfalls nack Hegel 1 aus dem 
Krafteplane ab, so herrscht in jedem Knotenpunkte 
und in jedem Stabe des erweiterten Fachwerks Gleick- 
gewickt. 

Das Schone dieser neuen Situation besteht darin, daB am er- 
weiterten Fackwerk die Angriffskrafte ganz fehien; dafur sind aber 
gegeben die Kraftepaare, die in den neu liinzugckommenen Staben 
wirken sollen; das sind teils die Angriffskrafte des urspriinglichen 
Fachwerks selber, teils ikre Komponenten nack den Seiten des Seil- 
ecks. Das Spannungsprobiem kann dalier mittels des erweiterten 
Fachwerks so formuliert werden: Im erweiterten Fackwerk sind in 
einer Reike von Staben (niLmlieh den neu hinzugekommenen ) Krafte- 
paare gegeben, so daB auf jedem dieser Stiibe an heiden Knoten ent- 
gegengesetzt gleicke Kriifte wirken. Man soil auf den iibrigen Staben 
ebenfalls Kraftepaare anbringen, derart, daB in jedem Knotenpunkte 
(und naturlick auf jedem Stabe) des ganzen hackworks Uiekkgewicht 
bestekt. Von Angriffskriiften ist also jetzt koine Rede me, hr. 



§ 98. Das Sclmittverfaliren. 

1. Wo das Krafteplanverfakren anwendbar ist, liefert es auf ein- 
fackste Weise die vollstandigste und ansohaulhkste Doming des Span- 
nungsproklems. Es gibt aber Fackwerke, die dem Kriifte planverfakren 
erst durck vorhergekende mit anderen Hilfsmitteln V( > rzn n e.k m pt» i\ p 
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AufschlieBung hoherer Knotenpunkte zuganglich gemacht werden 
miissen. Nach anderen Hilfsmittein miissen wir aber noch aus einem 
anderen Grunde An ss chan halten. Es kommt namlich hanfig vor, daB 
nicht samtliche Stabkrafte interessieren, sondern nur die eine oder 
andere; unsere bis jetzt entwickelten Yerfahren wurden da za um- 
standlich sein, da sie immer gleich das ganze Spannungsproblem so- 
weit losen miissen, bis der betreffende Stab an die Reihe kommt. In 
vielen Fallen nun kann die Losung des Spannungsproblems fur einen 
bestimmten Stab des Fachwerks durch die sog. Schnittmethode er- 
zielt werden. 

2. Der Grundgedanke des Schnittverfahrens wird, wie wohl alle 
Probleme der Fachwerks the orie, am klarsten, wenn man sich in den 
Knotenpunkten nicht Zerlegung der Angriffskrafte, sondern Gleich- 
gewicht zwischen den Stabkraften und den umgekehrten Angriffs- 
kraften vorstellt. Wirkt an einem Knoten keine Angriffskraft, so 
stehen die Stabkrafte an diesem Knoten allein schon im Gleich- 
gewicht. 

Wir grenzen nun einen Teil der Knotenpunkte durch eine ge- 
sehlossene, sich selbst nicht schneidende oder beriihrende Kurve X ab, 
die diese Punkte einschliefit und durch keinen Knotenpunkt geht. In 
jedem der eingeschlossenen Knotenpunkte herrscht nach wie vor 
Gleichgevricht. Die Kurve X muB aber, wenn sie nicht alle Knoten- 
punkte enthalt, immer einige Stabe treffen. Diese Stabe denken wir 
uns, so weit sie innerhalb X liegen, ganz beseitigt, indem wir aber 
zur Erhaltung des Gleichgewichts die in ihnen an den eingeschlossenen 
Knoten wirksam gewesenen Stabkrafte als „Ersatzkrafte" weiter an 
diesen Knotenpunkten belassen. Da aber in jedem unverletzten Stabe 
in X die Stabkrafte sich aufheben, 

so besteht auch Gleichge wicht zwischen den in X noch 

librig gebliebenen Kraften, namlich zwischen den Er- 

satzkraften und den umgekehrten Angriffskraften. 

Auf diese einfache Tatsache griinden sich alle Schnittverfahren. 

3. Das Culmannsche Verfahren. 1 ) Sind es der Ersatzkrafte 
innerhalb X nur drei, deren Angriffslinien a, b, c nicht durch einen 
Punkt gehen, so kann man die Resultante der Angriffskrafte inner- 
halb X nach Komponenten auf a , b , c zerlegen; diese Komponenten 
halten dann den umgekehrten Angriffskraften das Gleichgewicht, sind 
also, wenn das Spannungsproblem des betreffenden Fachwerks ein- 
deutig losbar ist, die gesuchten Ersatzkrafte. Falls die Angriffskrafte 

1) C. Culm arm, Graphische Statik, 1. Aufl. (1866), 1 . Teil (1864)., 


578 


V. Graphik. 


§ 98 . 


(in X) ein Kraftepaar bestimmen, so mvifi man die beiden Krafte des- 
selben einzeln nach den Geraden a, b, c zerlegen und die beiden Korn- 
ponenten auf jeder dieser Geraden addieren. 

Die graphische Ldsung dieser Aufgabe ist in § 90, 7. mitgeteilt- 
wir diirfen von einem weiteren Beispiele um so mehr ahselien, als bei 
parallel wirkenden Angriffskraften, die ja iiaturgemaB in der Praxis 
baufig vorkommen, die zur Konstruktion notigen Sehnittpunkte oft 
auBerhalb des Zeichenblattes fallen, was die unmittelbare Verwend- 
barkeit dieser Methode beeintrachtigt. 

4. Das Momentenverfahren von A. Ritter 1 ) setzt im all- 
gemeinen ebenfalls voraus, daB innerhalb X nur drei Ersatzkrafte 
liegen, deren Angriffslinien a 7 b , a sieh nicht in einem Punkte treffen, 
bestimmt aber diese Ersatzkrafte einfach auf dem Wege der Rech- 
nung. Da innerhalb X zwiscben den Ersatzkraften und den um- 
gekehrten Angritfskriiften Gleiehgewieht bestehp ho ist die Momenien- 
summe dieser Krafte fur irgend einen Punkt O gleioh null (§90,6.), 
Yerlegt man nun diesen Momentenpunkt in tune der Eeken des von 
a y b, c gebildeten Dreiecks ABC, so fallen aus der Momentensumme 
die Momente der Krafte heraus, die durch 0 gehen; ist z. B. der 
Punkt 0 mit A identisch, so sind die Momente der Krafte auf b 
und c gleich null, und es kommt von den Ersatzk riiften nur 
eine in der Momentensumme vor, niimlich die auf a. Banach 
kann diese Kraft leicbt berechnet werden (§ 91 j. Hitter hat von 
vornberein daranf hingewiesen, daB seine Methode aueh bei mehr als 
drei Ersatzkraften anwendbar ist, falls nur ein Punkt 0 da ist, 
durch den alle Ersatzkrafte his auf die eine zu suchende 
gehen. Denn fur 0 als Drohpunkt fallen dantt die Momenta aller 
durch 0 gehenden Ersatzkrafte fort, und es bleihf eine Gleichung 
xnit nur einer Ersatzkraft ilbrig, die nothin bestimmbar ist. Der Vor- 
teil der Methode ist also ersichtlieh der, daB sie unmiiielbar die 
Stabkraft bestimmen liiBt, die man gerade wissen will; doch sind 
nicht bei jedem Fachwerk die Yoraussetzimgen des Yerfahrens erfullt. 

5. Freiere Verwendung der beiden Yerfahren. VVenn 
die Momentensumme irgend welcher Kriifte der Ebene 
in einem Punkte 0 versch windefc, so geht die Resultante 
dieser Krafte durch 0 (§ 90, f>. ». 

Mittels dieser einfaehen Bemerkung kann man hiiufig das Mo- 
mentenverfahren in ein rein graphisohes verwandeln. DaB die go- 
nannte Resultante durch 0 geht, liiBt sieh naturlieh aueh ohne den 

1) Eiementare Theorie und Bereclmung eiaerner Dario und Bn'irkriikonstruk- 
tionen, Hannover 1863. 



Momentensatz leiclit einseben; dock macht dieser S.atz es besonders 
bequem. 


6. Der in Fig. 323 abgebildeie Dacbbinder yon Polonceau 'to'ird 
an sieben Knotenpunkten yon gleicb grofien Kraften angegriffen; ' die 



Fig. 323. 


Auflagerreaktionen sind daher je gleicb dem 3%-facben einer solcben 
Kraft, jedocb mit aufwarts weisendem Pfeil. 

Dem Knotenpnnkte 1 ? um den bei positives TTmkreisung die 
Krafte P 8 P 0 , P 0 A AP 8 liegen ; entspricbt in Fig. 324 ein Krafteck 
J? 8 das den in 1 bestebenden Gleichgewicbtszustand in Eyidenz 

setzt. Zu 2 gebort ebenso das Krafteck P 7 P 8 .4LP, zu 3 das Kraft- 
eck BAJP 0 C . Soweit 
gelingt also die Anlage 
eines Krafteplans obne 
Schwierigkeit. Dann 
aber ist weder dem 
Punkte 4, noch dem 
Punkte 5 beizukommen, 
weil an ibnen je drei 
unbekannte Stabkrafte 
wirken; es nutzt dies- 
mal nicbts, die Kon- 
struktion des Kraftecks ^ 
mit den Punkten des 
Facbwerks weiter zu 
fiilaren, die zu den bis 
jetzt benutzten symme- 
triscb liegen; denn man 
wiirde an den zu 4 
und 5 symmetrischen Knotenpunkten ebenfalls scheitern. 

nnn 'hiiiti . mvi+n rtli m vi a firtlvni 1 



Fig. 324. 
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die urn die Knotenpunkte 2, 3, 4, 5, 6, 7 geht (Fig. 323), wenn man 
5 zum Drehpunkt nimmt. ErsatzkrSifte sind fiir die zerschnittenen 
Stabe (2, 1), (3,1), (6,8), (7,8), (5, 5') 1 ) vorzusehen. Von diesen 
gehen aber (3, 1), (5, 5'), (7,8) dureli den Momentenpunkt 5; also 
bleiben nur die Momente der Ersatzkriifte von (2, 1) und (6, 8) in 
der Momentensumme, die auBerdem noch die Momente der Krafte 
p.P 6) P 6 P 7 , P 7 P 8 entbillt. Also konneu wir nach 5. sagen: 

Die Resultante der Kriifte A'P [t , P 5 1\, P B P 7 , P 7 P 8 , P 8 i. 

(Fig. 323), von denen die erste und die letzte Ersatz- 

krafte sind, gebt durch 5. 

Andererseits liegt aber die Resultante der boiden Ersatzkrafte 
j['P 5 und P h A au£ (1,8), gebt also durch 4, und die der drei Angriffs- 
krafte gebt ebenfalls durch 4, indem sic auf die Angriffslinie von 
P 6 P 7 fallt; folglich fiillt die Resultante aller t'iinf Krafte auf die 6e- 
rade 45. Fiir die Anlage des Kraftcplans genUgt es zu wissen, daB 
die Resultante von A'l\, Pr,P n , P ; P 7 , P 7 P K , J\A, also die 
Kraft A. A, zu (4,5) parallel ist. Demnaeb liegt A' auf der im 
Krafteplan scbon vorhandenen Ueraden Alt • deni Knoten- 
punkt 6 muB aber ein Krafteck I.\ P R It' A' entspreehen, von dem die 
Seite A'I\ zu A'P 5 parallel ist; folglich ist A' bestimnit. Das Weitere 
macbt dann keine Schwierigkeiten inebr. 

7. In Fig. 325 ist ein in Nordamerika unter dem Nainen „Balti- 
more truss" eingefiihrtcr Facbworkstrager abgebihlet, der in den elf 



Fig. .VJfi. 


nicht unterstutzten Knotenpunkten des Untergurtes (der unteren Wage* 
rechten) gleiche Lasten tnigt; die Auf lager sind ;l!h Drehpunkt und 
als Rollenlager auf wagerechter Gleitlliiehe ausgehildet, haben also, 
wegen der Symmetric der Lastverteilung, je die Hiilfte der Gesamiilast 
auszuhalten. Die Auflagerreaktionen sind daher das 5y«-fache' der 
Einzellast ernes Knotens. 

1) Mit 5' sei der zu 5 symmetrische Knoteapunkt bezeiehnet. 
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Die Anlage ernes Krafteplans (Fig. 326) vom Knoten 1 beginnend 
kommt nach dem Knoten 5 zuni Stillstand; es 1 konnen dann die dazQ 
symmetriscben Knoten am anderen Ende des Fachwerks behandelt 
werden, man stofit aber nach der Erledigung von vier. Knoten auf 
diefeelbe Schwierigkeit. Diese lost das Schnittverfahren. : 

Der Scbnitt a der Figur 325 macht funf Ersatzkrafte notig: in 
(3; 1),'(2, 1); (4, 8), (5, 8), (7, 11); nimmt m,an aber den Knoten 7 als 
Ebmentenpunkt, so; heb'en : sicb die Momente der drei ■ Angriffskrafte 
auf, weil ibre Resultante durch 7 geht, und von den Ersatzkraften 
lieferh nur die der S tab e (1,2) und (4,8) einen Beitrag zu der Momenten- 
summe. Folglicb sind diese Krafte einander entgegengesetzt gleicb. 



punkt 4 ergibt jetzt sofort das Recbteck JPqB^A'B' des Krafteplans; 
zu 6 gehort B P 2 B fi B r C'C 7 wodurcb C' bestimmt ist, und zu 7 ge- 
hort das Krafteek CC'BP * 0 , das D bestimmt. 

f Von dem zu 9 geborigen Krafteek P 5 P 6 H G konnen wir vorerst 
nur aussagen, da8 G und BL auf je einer Parallel en durcb P 5? P 6 
zum Untergurt des Fachwerks liegen, etwa in der Lage (?*, H* der 
Figur 326. Die Umkreisung von 10 ergibt weiter, daB EG\EG y 
HFE\\HF sein wird, wodurcb die Gestalt des Dreiecks EJBLG , aber 
niebt seine Lage bestimmt ist. Es kann nocb etwa die Lage E*M*G* 
der Fig. 326 haben. Jetzt zeigt aber die Umkreisung von 11, daB BE 
vertikal stehen muB. Dadurcb ist die Lage des Dreiecks E*H*G* 
endlich fixiert, und zugleich aucb P. 
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jedeto seiner sects Knotenpunkte m 1 teressiU1 *, daB durck 

nuttdbare Anwendung des' P K^Lwni > ? tbn s0 < f uB die un* 

des Schmttes 4 in Fig- 527 i«f u ^ahmis nidi verbidd Mittels 
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Dretpunkt der Momente macht Die itf/ ^ und M aum 
-?- 2 Un ^ 6 ) &Uen dann aus' und V ' '' ],jVflutzkrii ^ von 

V, p,p 2 d,S :t 1 t »«**. d. 

«nd i> 1 P 2 liegt aber auf , r v 0 , Ivesuliante von P 0 P 
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gind (Fig- 328) , die das Yiereek P 0 P 1 P 2 P 3 ergeben, hat man zur 
Ermittelung von A dureh P 2 die Parallele zu uv, durch P 0 die 
Parallele zu AP 0 zu ziehen. 

Darauf konnen die iibri- 
gen Knotenpunkte in der 
Reiheiifolge ihrer Num- 
mern muhelos erledigt 
werden. Unser Verfahren 
notigt also im Krafteplan 
nur zu einer einzigen Hilfs- 
linie AJP 2 . Jedenfalls 
:zeigt auch dieses Beispiel, 
daB man aus der freien 
Verwendung des Momen- 
tenverfahrens, speziell des 
Artikels 5. ; oft Vorteil 
ziehen kann, ohne den 
Weg der graphischen Dar- 
stellung zu verlassen. 

9. Das Zweischnitt- 
yerfahren. Um nach 
den vorangehenden Aus- 
fiihrungen die Stabkraft x eines Stabes a in einem seiner Knoten- 
punkte G ohne Aufrollung des ganzen Spannungsproblems zu be- 
stimmen, wird man einen Schnitt l t so anzulegen suchen, daB der 
Stab a getroffen wird und die sonst noch zerschnittenen Stabe durch 
einen Punkt 0 1 gehen, der dann als Drehpunkt der Momente dient. 
In die Momentensumme tritt dann, abgesehen von den Angriffskraften, 
nur die unbekannte Stabkraft x ein, die daher leicht berechnet 
werden kann. 

Aber nicht immer wird ein Schnitt X ± in der gewunschten Weise 
moglich sein, es wird haufig noch ein Stab b mitgetroffen werden ; 
der nicht durch den Schnittpunkt 0 X der iibrigen von der Kurve l x 
geschnittenen Stabe geht. Dann kommt also in die Momentensumme 
bezuglich O x als Drehpunkt noch eine zweite Unbekannte, herriihrend 
von der unbekannten Kraft y des Stabes b. Man wird daher nach 
einer zweiten Gleiehung suchen miissen. Gelingt es, einen zweiten 
Schnitt ausfindig zu machen, der auBer a und b nur solche Stabe 
trifft, die durch einen Punkt 0 2 gehen, so ist unsere Absicht erreicht; 
wir erhalten dann zwei Gleichungen ersten Grades, aus denen X 
und y sich im allgemeinen bestimmen lassen. Bei der Bildung der 
Momente ist darauf zu achten, daB, wenn an einem Knotenpunkt eines 
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aiuf die geometrisclie (Fig. 331): Gegeben sind drei Geraden r, r 1? r 2 
durck einen Punkt C und drei Punkte 0 , 0 1? 0 2 ; man soil auf r 
einen Punkt C t konstruieren, so daB die Gerade G x O x die Gerade r x 
in einem Punkte A 1; und 
G t 0 2 ' : die Gerade r 2 in 
einem; Punkte JB 1 trifft 
und daB die Gerade A{B X 
durck 0 geht. Nimmt 
man versucksweise C ± auf 
r in der Lage C 2 an, und 
sind A 2 f B 2 die Scknitt- 
pknkte yon C 2 0 x mit r l7 
von' C 2 0 2 mit r 2y so wird 
A 2 J? 2 im allgemeinennock 
nickt durck 0 geken 5 wenn 
wir aber C 2 die ganze 
Punktreike r durcklaufen 
lassen, so durcklauft B 2 
auf r 2 und A 2 auf r x eine 
dazu perspektive Punkt- 
reike. Daker sind die Punktreiken auf r x und r 2 zueinander projektiv, 
und da sie offenbar den Punkt C entsprechend gemein kaben, sogar 
perspektiv, d. k. die veranderlicke Gerade A % B 2 gekort einem Straklen- 
busckel Q an. Zu den Verbindungslinien A 2 B 2 komologer Punkte 
gekort auck 0 1 0 2 , also muB auf 0 X 0 2 der Mittelpunkt Q des Straklen- 
biisckels liegen, und er wird auf 0 1 0 2 bestimmt durck die soeben 
probeweise konstruierte Gerade A 2 B 2 (Fig. 331). Ziekt man jetzt QO, 
so sind riickwarts in Fig. 330 die Punkte A ly B t bekannt, und man 
kann an iknen durck Zerlegung von r 2 und r x die Krafte z und — z 
finden. Zerlegt man z in 0 seinerseits nack a und fe, so kat man x 
und y. Fig. 331 entkalt die vollstandige Konstruktion bis auf die 
Zerlegung von z 7 die Ricktigkeit kann hinterher leickt durck An- 
wendung des Desarguesseken Satzes auf die Dreiecke 0 1 A 1 B 2 , 0 2 B 1 B 2 
bewiesen werden. 



§99. Das Superpositionsgesetz. 

1. Zur ErscklieBung tiefer liegender Eigensckaften des Fack- 
werks und zur gemeinsamen Begriindung maneker spezieller Losungs- 
verfakren des Spannungsproblems kann ein Satz dienen, der so einfach 
ist, daB er beinake trivial ersckeinen mockte: 

In einer Ebene sei ein irgendwie geartetes System 
B von Staben gegeben, die, wo sie verbunden sind,, 
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gelenkartige Knotenpunkte baben s ,. i « ' ==== === 

Knoten wirkende Krafte sick nur a ? aB an die 8ea 
der Stabe auBern konnen; i m ub r L ? gSric ^ Ilg 
Sjstem durchaus nicbt ein zusammenh-lm >raucht d»f 
f u bilden, es darf sogar aus ] a ,,2 • geildes Gauze 

bestehen deren Endpunkte wi r dlnn* ][? StH,e » 
“ enne £; Auf dieses Stabsystem >’ mom. k Qote npunkte 
Angriffssystem (P), dann ein Ansriff? einma l ein 

' Vn’wiA.. ,n M a n * ‘ t e7i S ‘r ( ® “ 

Emfubrung von „StabkrSften« in deL J «j® smal - dureh 
Enotenpunkten gelungen, sowohl ; „ * n ^tubea an den 
Stabe, als aucb in iede'm IT., i 11 d e dem cinzelnen 
ierzustellen zwischen den Stabkraftf 6 WIeioh &«"iolit 
gekebrten Angriffskraften. Dem den um ‘ 

moge so das System (t>‘) v on StlhLtl** 1 ** 8 * 78 *** 1 ‘ W 

dem Angriffssystem (O d «.« ^ kraf (!Ii entspreeheji) 

aucb das aus (P ^ ^ **"*«» (*)■ Darn, bildet 

ph ( f) + ( ®> das aus den ^stem 

(P) und {q) besteht, ein An<r r iffW # f ^endan Systemen 
findet ein zugeboriges System (f“) vn'Vt f?' ^ Uud man 
man (P) und ^ eb(JBfa] / ' 1 Jf } V Oil htabkriiften, w enn 

■ mden Stiiben anbring 7^7?’ ‘ t L gIei <^eiti g 
f) 1S t also die Resuftante ^ »7*wJ 

laf f6 / den Stabendesim System f//* Kriifte des be- 

<**) = (**) + (*). J tGm ^ u,1(l «' v >5 wir scbreiben 

Spannungsproblems zi%, b ^f UI>tot ’ <!aB < 7 " 1 ,,i '* «»nzige Lb sung dea 
Wir kbnnen au cb kurzer sagen: 

Lo sun gen (t'flnd™) d " gr ' t ' ss - VNfc « , “« i n ( P) und ((>) die 

V dUrCh Superposit^ 

und 1 ' ,,,d ^ ^ 

die Losungen ^Wstemen ( .-1 ,, (71,, (J) ) 

so ist (*•") + (n + ^ + M V-- <1 !os ! ^pannungsprobleins, 

- — __^ffP robI ems zu (^) + (P) + (r' ) ^ n ( 7 ; | J, ! ’ K,Ing (les S i»an- 

mi! ATe/staCklfte .‘ Stabkraft ^elmeaj W 

Ms k6nnte man ' «« ‘ M den ^r, d a das Symbol « n< ‘ Vorw ‘»»»lmW 

yorbehalten 
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immer unter del Voraussetzung, die allein den Satzen . einen Sinn 
verleikt, dafi es sich allemal um dasselbe Stabsystem Z kandele. Zur 
Erganzung konnen wir nock kinzufiigen, wenn wir mit a(P) ; a(t p ) die 
Kraftesysteme bezeicknen, die ans (P), (t p ) dnrck Multipkkation jeder 
■einzelnen Kraft mit der positiven oder negativen Zakl a kervorgeken: 

Entsprickt dem Angriffssystem (P) die Losung (t p \ 
so ist a(t p ) eine Losung zn a(P), 

wo a eine reelle Zakl bedeutet; insbesondere gekt — (P) aus (P) und 
— (t p ) aus (t p ) durck Umkekrung aller Pfeile kervor. 

Alles das Gesagte gibt zusammengefaBt das allgemeine 

Snperpositionsgesetz: An deni eingangs besckriebenen St ab- 
werk Z mogen den Angriffssystemen (A), (B), (C), (D), • • * 
die Systeme (P 2 * 4 ) ; (t B ), (tP), (t D ), • • * als Losungen des Span- 
nungsproblems in dem Sinne entsprecken, daB unter 
der Wirkung von — (A) und (t A ) an samtlicken Knoten 
und in samtlicken Staben Gleickgewickt is t ; ebenso bei 
— (JB) und (t B ), — (G) und (t c ), u. s. w* Dann ist 

(t s ) = a (t A ) + l(f) + e(f) + i (IP) + - • 

eine Losung des Spannungsproblems zu 

(S) = a (A) + b (B) + c(C) + d(D) + • • • . 

Lassen die Systeme (A), (JB), (C), (D)\ • • • und (S) an dem 
Knoten % je die Krafte A y , B y , C y , JD y1 • • • und S y angreifen, so ist 

S y — c^A y + bB y -f- cC y -f- dJD y -f- • • 

und entsprecken diesen Angriffssystemen in dem Stabe die Stab- 
krafte t A t B t°. t D , • • • sowie t B so ist 

a 7 a 7 a 7 o ' 

ti = ati + bt» + ct° s + dt? ! + ..., 

wo die t auf ikren Staben wie algebraiscke Zahlen zu addieren sind ; 
weskalb ikre Bezeicknung als Yektoren (durck Fettdruck) nickt notig 
ist. Das ist in anderen Worten der Inkalt des Superpositionsgesetzes. 

2. Aus diesem allgemeinen und mukelos einzusekenden Gesetze 
stromt eine solcke Fiille wicktiger Erkenntnisse, daB wir nur das 
Allerwenigste in dieser elementaren Tkeorie darstellen konnen. Vor- 
laufig miissen wir uns mit einigen Abzaklungen begnugen. 

Wenn ein Angriffssystem (Q) des Stabwerks Z sick aus anderen 
Angriffssystemen (A), (B), (C), • • • von Z in der Form 

(Q) - a(A) + b(B) + e(G) + • - * 

oder wie wir kurz sagen wollen, durck Superposition darstellen lafit. 
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5S.“<* ts Z »8g[~ 

Eine Eeibe von Angriffssystemen (AA (A ' i , s 

kernes durch Superposition ans den anderen darstellh if dene * 

f e a aderen Angriffssysteme des Stabwerks >’ rjl’ WShrend 
linear abhangig sind, wird eine Basis der AnTmftV ' ' *» K) 

eme entsprecbende Definition gelte ft S®?? 8 ^ 6 *»■»■? 
Spannungsproblems : Durcb eine Basis ft) {f ^° Sm f\ (*) des 
Losungen (*«) in der Form ' ^ ^ ' ) smd aUe anderen 


(t Q ) = + 


■ + b^t B ii) 


ESE? d “ . B ““ *-* die »d, M1 

Spam„ Woblem w eine k l5smg “ ! f“ 1 'me TOr “ US, ' e “ fc!t ' <la “ d ™ 

S,, ®,, • • sTdie^mtZen'Ttibr'voo 4 AA & Mim 

bei jedem Stabe einen b„t JmtolCk^d, ‘T'A wir ' r ‘“t»eden, 
trachten, den anderen als Endpunkt and 4- ! A “ fa,1 S s P“»kt zu be- 
pnnkt wirken ; alle anderen Stabkriift-P i 80 Immer am Anfangs- 
aad konstruieren an den KnotenmmH ne u f e . n wir f? lei cb Null an 
zwischen den umgekebrten Amjffokrtt “ olcl1 ® fngriffskriifte, daft 
Grleicbgewicht bestebt; d. h. wir^hrin ' GD , Und 1 01,1 System (*(«)) 
die Krafte -f 1 und — 1 auf ,i, „i f e “ an d<m Endpunkten von <g 
anderen Angriffskrafte gleich Null t An .^f skriifte ««>, wiil.rend alle 

%*»($ ™terscbeide g t sich^ 0 turlf I I\ ****** 

(t )/ bedde Systeme bestehen aus Lfl/ , Au ^ 88UngHweise von 
werden aber als Anerifiskraft? a denselben hriiften, die VO n (g\ 

Jedenfalls aber diirfen wir ^ . abs Stab krafte gedacht 

Problems auffassen, und nun 1st 116 L<5su, « <i( ‘ s «pannungs- 

(* (l) ), (*«), . . ( T (^ 

offenbar eine Basis a !W tk 

™ «.d f„ rt , elM S o g Ti n l‘ e “ M ,‘ *<«r JWh. 

"t«g“ ““"»!> in S„ emKrilfYe“ i"“ Superposition der 

darstellenj wUnend snderersei'ts jed“ ft? “ uch c f i<!i “ W> 

J uosung (t) des Spannungs- 
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problems, die etwa in den Anfangspunkten von © 1? © 2 ? ***? die 
Spannungen t l7 t 2f • * *, t s ergibt, durch 

(i) = t ± (xW) + t 2 (xW) + • • • + 

dargestellt ist. 

Die Anzahl der linear unabhangigen Losungen ist 

also gleich der der Stabe. 

Und das gilt von dem eingangs bescbriebenen Stabwerk 27, das 
nicbt einmal als zusammenhangend vorausgesetzt. ist. 

3. Auch von den Angrifissystemen ist leicht eine Basis anzugeben. 
Zu diesem Zweck legen wir durch den beliebigen Knoten % zwei ver- 
schiedene Geraden, z 2y _ 1? ^ 2 *? j e de mit bestimmtem Sinn versehen, 
dem folgend wir Strecken dieser Geraden positiv messen, sonst nega- 
tiv. Durch den vorletzten Knotenpunkt k — 1 gehen so die Geraden 
# 2k _ 3 und z 2 k _ 2 , von denen z 2k _ 3 auc ^ durch 7c gehen moge, ohne 
m it & 2 k—i °d er 2 2 k zusammenzufallen. Nun bringen wir auf z x in 
dem Knotenpunkte von z z im Pfeilsinne von z z die Krafteinheit an, 
und bestimmen zu dieser Kraft Z x auf z 2k , z 2k _ 1} z 2k _ 2 an den Knoten- 
punkten dieser Geraden (nach § 90, 7.) die Krafte A x , B x , C l7 die Z x im 
Gleichgewicht halten, fiir X = 1, 2, • • *, 2 (1c — 2). Unter (Z x ) ver- 
stehen wir das aus Zu A„ C x gebildete Angriffssystem. 

Ist jetzt (Q) irgend ein Angriffssystem mit der Kraft an dem 
beliebigen Knoten %, die auf z 2yt _ 1 und z 2x die Komponenten c 2y _ lf c 2y 
hat, positiv oder negativ gemessen, je nachdem sie die Richtung von 
z 2y _ l9 z 2y haben oder nicht, so hat auch c 2y _ 1 (Z 2y _ 1 ) + c 2y (Z 2y ) an % 
diese Kraft und bringt sonst nur noch Krafte nach (1c — 1) und k. 
Also stimmt das System 

(Ql = + ^(^ 2 ) 4 b C 2(k-2)(^2(k-2)) 

mit (Q) in den Kraften der 1c — 2 ersten Knotenpunkte uberein 
und ist zudem im Gleichgewicht, da die (Z x ) es sind* daher besteht 
das System (Q)-(Q') nur noch aus Kraften an (1c — 1) und k, 
die ebenfaUs im Gleichgewicht sein miissen und daher auf z 2k _ 3 ein 
Gegenpaar bilden, das am Knoten (7c — 1), im Sinne von z 2k _ 3 ge- 
messen, die GroBe c 2k _ 3 haben moge. Besteht (Z 2k _ 3 ) aus der posi- 
tiven Krafteinheit an (k — 1) auf z 2k _ 3 und der Gegenkraft an k , so 
ist jenes Kraftepaar gleich c 2k _ 3 (Z 2k _ 3 ) 7 also 

(Q) (Q ) = c %k-z(^2k-?) 7 

und schlieBlich: 

(Q) 5=3 C l0^l) + C 2 (%%) + * * • + C 2k __ 3 (Z 2 k __ g). 


Daraus folsrt: 
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Das (2*-3)-gliedrige System (X) (y\ .****“ 

ist erne Basis alter Angriffssysteme v«m " *’ ^*-a) 
denn es vermag jedes derseiben dureh Suwn^r ’ 
wahrend yon den (^) selber keines dureh d/e 

j .. 4 ‘ Nlcbt J' edem dieser Angriffssysteme entsprieht ' * “** 
Losung, wenn 2? in sich beweglich oder mehrteilt ‘ t V“ 2 eine 
w an, U sei em statisch bestimmtes Faehwerk ft' ,^ Un nebjaei i 
c Enoten, d. h. bei jedem Angriftssystem babe das Sr^ V ° n ' S StabeD , 
erne und nur eine Losung. Jedem der v linear m n - mn 8 B Prohlem 
m (*<*)), (*«), die nach Ia V K 

(2), • • -, (s) eine Losung des SpanmimrstirnKl ' Knftssystemen (1) 
nunmehr nur diese eine Losung- und diese s- \ WM " llefwn > Mitspricht 

nach dem Superpositionsgesetz linear um.Kk:" Bind jetzt 

das SchluBergebnis von 3. ist daher * ^ ^tlcksicht auf 


d. h,: 


«S* 


2 k - 3 , 


Ein statisch bestinnn tcs h\u> U i 

s = 2 Z; — 3 still, e, ** chuerk Vw “ * Enoten bat 

aber nicht jedes Faehwerk von dieser Anzahl ,? sn-i 
ist, wie wir sehen werden, statisch bestimmt. ^ ‘ UM<I Knotea 

, 5 - Bin statisch bestimmtes Faehwerk ,'u, • • i 

Wt gegen den anderen bewedieh l),„„ i.- , ' “ tarr . k™ Tail 

Fnolenpnnkte 1 und 2 ,"*• T*“ — — 

wegen, fur einen Augenbliek etwa . r JUritMijiirnirt .1 noch be- 

rou bestin, rater Kichtaug X ! * *»"*• «■*. 

•ngetaackl, Kraft, t , ,,, ! ‘ ‘‘ » *MM« 

Gleiehgewicht hallo,,, do,, Knot™ 

*T}. —» » in do„ Ktiihra, S , f " rtl '™:s™. tak ,b„ 

fc *e,e droi JCri®, „ ls A " “ “J* VhmM, word,.,,, , mi 

”«lo»k«, Ek in »«, alar™ ,wi ' . '‘" S S I'»"»»»K»|,r„blem 

*«* *W* ”»<* niehr v," 1 a ""‘ ,l *-* bo- 

wichelten Hilfsraitteh oicW “ »* «wr jots, „, t 

£!• fr **«* im iiof,™ st;: * •*»» >*« 

jedes stabile Faehwerk starr. ™ ™ " " r,l ' s "'“M. wohl aber 

'• 7 ^ er Starrheit des st-if i i- 
dnrch jeden Fnoten mindestens xwvT^rT^ 11 . h ' ,u ‘ hvprkH daft 

1 ^ Stab di e Bewegiiehkeit' dieses ^ f' ' 

6 A us ^ J tah( s v onuiHHetzte. 

“»,s ein eb». 

n ene Fnoten dureh EinfuhruiJ np , Iln 111 ,v n(K ‘ , ‘ “icht ver- 

Knotenpunkte einzufahren. Di e i tM1 cf, r .,‘ Stabf ; verhiu(i «t, ohne neue 

aiten btabe seien S,, © . . . e 

1 ? ^ 1 !) ; 
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die neuen, die wir iiberzahlige Stabe nennen, © ± °, © 2 °, • • 
@ p °. Von einem Knoten, an dem einer oder mehrere der uberzahligen 
Stabe sitzen, strahlen mindestens auch zwei alte ans. Wenn wir 
daher in dem uberzahligen Stabe irgend ein Gegenpaar von 
Kraften anbringen, von dem je eine Kraft am Anfang nnd am Ende 
dieses Stabes wirkt, so konnen wir in den Staben des urspriinglicheh 
Fachwerks % mit Leicbtigkeit Kraftepaare so anbringen, daB in jedem 
Knotenpunkte Gleichgewicht berrscbt und von den uberzahligen Staben 
nur ©jj ein Kraftepaar tragt; es bilde etwa eine Zugkraft, bestebend 
ans der Krafteinbeit nnd der Gegenkraft, nnd der Druck werde als nega- 
tive Zngkraft gemessen. Das Kraftepaar in @° ist biemach ein Teil 
eines Spannungszustandes des ganzen Facbwerks, bei dem Gleich- 
gewicbt an alien Knoten nnd in alien Staben waltet, obne daB 
Angriffskrafte yorbanden sind. Daran soli der obere Index 
yon ©° erinnern. Das zn ©° geborige System von Stabkraften 
laBt also alle uberzahligen Stabe auBer kraftlos. 

7* Einem Angriffssystem ($) an moge nnn eine Losung (t a ) 
des Spannungsproblems entsprechen, die fur den uberzahligen Stab ©£ 
die Zngkraft y n ergebe. Dann stimmt das System 

0) = Vx (p x ) + y 2 (<r 2 ) + f y p (? f ) 

von Stabkraften mit (t®) in den Kraften anf den ilberzabligen Staben 
uberein, und da (<y) in jedem Knotenpunkte Gleichgewicht bestehen laBt^ 
so stellt aucb (t®) — (<j) einen Spannungszustand dar ; bei dem in jedem 
Knoten und in jedem Stabe Gleichgewicht ist; da aber bei diesem 
Spannungszustande die uberzabligen Stabe kraftfrei sind, so konnen 
diese beseitigt werden. Dann bestebt an § selber dieser Spannungs- 
zustand mit Gleichgewicht; konstruiert man daber zu diesen Stab- 
kraften die Angriffskrafte, so bilden diese ein Angriffssystem , und, 
dieses bat wegen der statiscben Bestimmtheit von $ nur eine in 
der Form 

(<®) - 0) = c i (**) + h c 2i _ 3 (^ 24 - s ) 

darstellbare Losung, wenn (t z ^) die Losung des zu (Z^) geborigen 
Spannungsproblems am Fachwerk g bezeichnet. Also ist endlich: 

(pi) = (tf) + c x (t x x) + • • • + C 2 i _ 8 C Zsi - s ), 

W = <W Zl ) H — + c-ikS 2 -'^) + nK) + vM + • • • + v ,(?,)■ 

In dieser Form ist also die Losung jedes Spannungs- 
problems am Fachwerk g' darstellbar. 

8. Wenn andererseits fur g' irgend ein Angriffssystem (Q) vor- 
gelegt ist, so schreibe man auBerdem nocb den uberzahligen Staben 
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ganz willkurlich den durch (<y) » y \ » . . , T7 

liebigen y dargestellten Spannungszustand Vor fde.r I' M. bei be - 
von g selber in Mitleidenschaft ziebt). Die so far @ o h d ~ St3be 
abredeten Stabkrafte denke man an g als Ancrriffskraft* ‘ ’’ Ter ' 
an denselben Knoten und in denselben Itichtungen S s 5* “7 
bervorgebende System (Q') an g ist dann ein Ang^lT ( ? 

m ““ **“ ' ,eBlimmte L5m “S to Sp» mm ,g s p: ro g U em /,X"i 

C l(^) + C 2 (^2) -f + C si _ a (t z *k-») ) ! . 

and nach dem Superpositionsgesetz ist dann 

(^) = + • • • + c u _ s (t*™-*) + n ( ffi ) + ... + r(ff) , 

eme Losung des Spannungsproblems zu (0) an c f' * * 

‘lM F SSSSM^"r 8 1 ? b “ 

.ietr, Tate*, daB m eta «X™V„Vf ‘ 7* 

bei gegebener Belastung immer ein bestim,„w S * iachwerk sich 
stellt. Dieser scheinbare Widerspruch kliirf i K l)uni ^ un P zu stand ein- 
daB * absolut staTSf ‘J* ”f> 
vorausgesetzt baben, starre Stiibe indem /whaltnisse 

P»r atf einem St.be annetaeTdi ™ T ei " em «W»- 

materiellen Facbwerk ist das ni/bf i t ' * /erst(,rt - An einem. 
raugen auf und damit tibertracnmiren h 7 , ldeine ^“^de- 

in alle Stabe. Dem Faebwerk°unLer Tb'' , “™ te 1 r . ^P^nungszustiinde 
ni § 95 , 4 . bescbriebeneFadenmodeU nmterlllT -fT k ° mmt das 

dieses entsebeidet sicb fur bestimmte Sr” ,UU llacllHteil > ilt >er selbst 
Staben (Faden), weil die Faden »T# Vnnungen m den uberziibligen 

teit des' WungTzus, J sZtrln ^ Unbert^ 

setzungen der Tbl lie elli 1 t' d ‘V in W 

nnbeetimmt. Pndli In chesern Smne heiBt g' statisch 

einfacbsten MittX^SfQbrt , Betnw:htun «'> die mit den 

TbeoriederSysteme wl aii and nicbt ei »mal die 

daB wir die Angriffssysteme wie voraU8setzt , bestebt darin, 

facben, linear unabbano-io-en FI * P annun & sz u«tiinde aus ganz ein- 
anfbauen konnen ^ Ub «>-^ aaa deriagerung 

• Wn wollen das Wesentlicbe zusammenstellen. 

» b'.eliwerk g , mit 

o btaben sei durcli Ein- 
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zieben yon j) „iiberzabligen“ Staben ©i 0 , . . @ p ° das im 

Falle p > 0 statiscb unbestimmte Facbwerk % r mit 
~k Knoten und $'=s+jp Staben abgeleitet. Dann lassen 
sicb alle Angriffssysteme an (und damit an fj) super- 
ponieren aus den 2h — 3 linear unabbangigen Systemen 

)> C^a); • • •; C^JJfc- 3); 

die je nur aus bocbstens vier Kraften besteben; drei 
derselben baben bei alien (Z ? ) dieselben Angriffslinien 
jg 2k , 2 2 k-i) ^ 2 k— 2 i die vierte, Z x , wirkt fur A = 2% — 1 und 
A = 2% am Punkt x- die Ricbtungen yon Z 2y __ t und Z 2x 
sind yerscbieden. 

1st nun 

(Q) = C 1 (%-d + ^(^ 2 ) H k C 2k-s(^2k^) 

ein Angriffssystem an g und (t z i) die zu (Z x ) geborige 
Losung des Spannungsproblems, so gebort zu ( Q ) an Qr 
der Spannungszustand 

(f) = C S Zx ) + C s(^ S ) 4 + *_,(#**-•). 

Die Systeme {t z ^j, . . (b 2 **- 3 ) sind voneinander linear 

unabbangig. 

Bezeicbnet nun nocb (V^) einen Spannungszustand 
an bei dem von den iiberzabligen Staben nur @^° ein 
Kraftepaar, etwa von der Grrofie +1 und — 1, entbalt, 
wabrend die iibrigen xiberzahligen Stabe kraftfrei sind 
und durcb Konstruktion geeigneter Kraftepaare in den 
Staben von § fur Gleicbgewicbt an alien Knoten gesorgt 
ist, so ist nacb dem Superpositionsgesetz 

(^) = (^ + n(r«)+--. 7p (rW) 

mit ganz willkiirlicben y 17 . . y p eine Losung des Span- 
nungsproblems zu ( Q ) am Facbwerke und in dieser 
Form ist jede Losung des Problems entbalten. 

Diese Superposition der Losungen aus moglichst einfachen, linear 
unabbangigen spielt, wenn aucb nicbt in dieser Form, so dock der 
Sacbe nacb in der Tecbnik eine wicbtige Rolle, indem sie den Ein- 
fluB der Belastung eines Knotens auf die Gesamtspannung im Facb- 
werke erkennen laBt. Bemerkenswert ist, daB hiernacb am Fachwerke 
Spannungen (r) auftreten konnen, aucb wenn keine Krafte angreifen. 
Praktiscb kommen diese in der Weise zustande, daB bei der Her- 
stellung von g selber alle Stabe zusammen gerade ausreichen, um erst 
die Knotenpunkte gegeneinander festzulegen, wabrend beim Einzieben 

Web er u. Wellste in, Encyklopadie. III. 38 
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der oberatbkgen Stabe sehon festgelegte Puntte ~j~ ==I==== 

warden wobei, Me der Stab nicbt genan & riS.'” r ™ r, "“ d «" 
dnM Anwendang von Zwang etch Spannungen einawg 

10. Aus der Bezie^iing 

s = 2h~~ 3 

wischen den AuzeIiIgh der n-n/i T<r x 

Padiwerks laBt sich eine niitzliche Folgermg 6 ™?^* 18 ? best j ffilnten 
zahl der Knoten mit zwei, und d die der ?w ® ei 5 die An- 
so strahlen top jenen 2* ; V on diesen 3d iJT StS K 

* — <2) Knoten mindestens 4(k~*~ J\ «+■•> den tii>ri Sen 
Knoten tin aus, uud zwar geuau so viel J b n ”*? de » a » d eren 
je Tierstabig sind- in der Summe ^ aUe Gbr % en Wen 

20 + 3d + 4(Jt-s~d) 

dieser Zahlan iat jeder Stab nweimat gerahdt, aleo 
won™ 2a + 3d + 4(b — a — d) < 2 (2/r — 

folgt, d. L: ^ ^ 6 

stabknoten ha^so 80 ^^™* 68 ? J ^ cbwerk keine Drei- 
knoten, und wenn es keine Zwela^hl 118 ^ 61 Zweistab ‘ 
ee ““deet.ne eache Drei.tabtnoten’ ” h ‘*' 80 <>“ 

?“ K S»»n 327 and 329 haben w “ 0 ™“'“”''**” -ntladten. In 
teunen gelernt. r die beide n mtigliclien Typen 

§ 100. Der Grenzfa]]. 

1. Die beiden Facbwerke m.v i 
“ ei “»” “deren Grande von il? 1 '“”‘«"P«nkt„„ «ind nocb 

die drei'stabe ( § 1 % f '} 

Resultante R der umaekehrten A £ “ gnfiskrai ten innerhjilb A: die 
d - GroBe und Riebt^ tt dtrTrf ? 6 “ *’ di * - KxSft^ 

-T f den drei Stabe » drei wiedergegeben wird, muB 

Stabkraf en das Gleichgewicbt hSten T*”!. ** httben > die drei 

“ C ‘ 8 W ’ " werden v^egeTetlr dafiTT" 

& etzt > daB die drei Stabe 
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nicht durch einen Punkt gehen. Bilden .die drei Stabe ein 
Dreieck ABC , und sind x, y, & die Komponenten von By sowie 
h ay h b9 \ die orientierten Hebelarme dieser Komponenten und u, v, w 
die Hebelarme von B selber an den Drebpunkten A, B, C, so ist 
nacb dem Momentensatz 

h a x = aB, h b y = vB , h c z = wB, 

wo x, y , Zy B die absolnten GroBen der Krafte bezeiehnen. Damit 
sind die Komponenten gefunden; h a , h b9 h c sind bis auf das Vor- 
zeicben einfach die Hohen des Dreiecks ABC . Das alles haben wir 
mit geringen Abanderungen scbon in § 91 ? 4. gesehen. Wenn nun das 
Dreieck ABC kleiner und kleiner wird, so nebmen die Hbben un- 
begrenzt ab und die x, y } z werden immer groBer, falls nicbt die 
Resultante K immer in der Nabe der drei Eckpunkte bleibt und die 
Abstande u, v, w ebenfalls abnebmen. Bleiben diese Abstande iiber 
einer gewissen von Null verscbiedenen Grenze, wabrend ABC in 
einen Punkt S zusammenscbrumpft ; so werden x, y, z unendlicb. Das 
also ist der tiefere Grund ; warum eine Kraft B nicbt nacb drei durcb 
einen Punkt S gebenden Richtungen zerlegbar ist, wenn der Punkt 
nicbt auf der Angriffslinie der Kraft liegt. 

Unsere Konstruktion Pig. 328 setzt also notwendig voraus, daB 
die drei getroffenen Stabe nicbt durcb einen Punkt S gehen; trate 
dieser Fall docb ein, so wiirde (u, v) mit (1, 4) zusammenfallen, oder, 
falls aucb v mit u sicb vereinigte, ganz unbestimmt werden; in beiden 
Fallen bleibt A unbestimmt, und im ersten, wie wir jetzt seben, un- 
bestimmbar, denn die liesultante ginge dann an S vorbei. 

Dieser „ Gr enzfall", daB an einem starren Fachwerk, das un- 
begrenzt viel statiscb bestimmte Formen bat, bei spezieller Lage der 
Knotenpunkte sicb Unlosbarkeit des Spannungsproblems (infolge des 
Auftretens unendlicb groBer Stabkrafte) herausstellt, ist in seiner 
Wicbtigkeit zuerst von 0. Mohr erkannt worden (1885). Wir wollen 
ein Fachwerk dieser Art als singular bezeicbnen, versteben also 
darunter ein starres System, das bei anderer Lage der Knoten- 
punkte statiscb bestimmt ware, so aber nicbt jedes Span- 
nungsproblem zu losen gestattet. 

2. Wir bilden das zum Typus Fig. 327 gehorige singulare Fach- 
werk bier ab (Fig. 332a) und fugen nocb den speziellen Fall hinzu 
(Fig. 332b), wo bei etwas anderer Anlage die drei Stabe (1,4), (2,3), 
(5, 6) parallel und gleicb werden; dann ist das Fachwerk, wie man 
siebt, sogar in sicb beweglich. 

3. Die Ableitung des Grenzfalles mit der Scbnittmetbode ist nur 
von begrenzter Anwendbarkeit, die Metbode des folgenden Beweises 
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geben, was nur moglicb ware, wenn durcb S ginge. Wir sind 
also auf einen Widersprucb gestoBen, der beweist, daB wir die Los- 
barkeit des Spannungsproblems bei dieser Belastung nicbt voraus- 
setzen durften. 

4, Diese Uberlegung bleibt offenbar noch richtig, wenn an Stelle 

der Dreiecke 125 und 346 irgend zwei Systeme $ 2 von Staben 
gesetzt und durcb drei Stabe (1,4), ( [2,6 ), (3,5) verbunden werden, deren 
Endpunkte Enoten von g x , g 2 sind. Geben diese Stabe durcb einen 
Punkt S, so kann man unter Festbaltung von an Stelle von g 2 
ein dazu ahnlicbes und abnlicb gelegenes System setzen, mit S 
als Abnlichkeitspunkt. Wiederum ist in diesem Falle nicbt jedes 
Spannungsproblem losbar. Wenn dagegen die drei Stabe ein Dreieck 
bilden, so sind ibre Spannkrafte nacb der Scbnittmethode stets be- 
stimmbar, und wenn selber statiscb bestimmt waren, so ist 

es aucb das zusammengesetzte Facbwerk. 

5. Aucb mit diesem Resultate ist die Tragweite unseres (indirekten) 
Beweisverfabrens nocb nicbt erscbopft. Den Ausscblag gab docb der 
Umstand, daB die Winkel zwiscben den Staben des Facbwerks 
1, 2, 3, 4 , 5, 6 mit denen von Y, 2 r , 3, 4, 5', 6 vollstandig uberein- 
stimmten; wir konnten daber die an 1, 2, 5 wirksamen Stab- und 
Angriffskrafte nacb 1', 2', 5' verschieben, die Stabkrafte fanden dort 
wieder in den Staben Unterkunft und boben sicb auf, wabrend die 
Angriffskrafte trotz ibrer Yerscbiebung im Gleicbgewicbt bleiben 
sollten; diese ScliluBweise ist ganz allgemein durcbfiibrbar. Zu einem 
Facbwerk $ niit den Knoten 1, 2, . . ., h sei ein anderes, 2^ 
gleich viel Enoten konstruierbar, derart, daB jedem Enoten % von % 
ein bestimmter Enoten % von und dem Verbindungsstab xA zweier 
Enoten x, A von 2* ein dazu paralleler Verbindungsstab der ent- 
sprechenden Enoten x, X von %' zugeordnet ist; wenn x, A durcb 
keinen Stab verbunden sind, wird dagegen nicbt verlangt, daB x X 
zu xA parallel sein soil. Die durcb x gebenden Stabe sind zu den 
durcb % gehenden parallel. Zu einem Angriffssystem (Q) an J sei 
das Spannungsproblem gelost, in jedem Enoten bestebe Gleicbgewicbt 
zwiscben den Stabkraften und den umgekehrten An griff skraften. Ver- 
pflanzt man nun die an einem Enoten von 2 wirkenden Erafte nacb 
dem entsprecbenden Enoten von (unter Erbaltung von GroBe und 
Richtung), so fallen die Stabkrafte wegen des vorausgesetzten Parallelis- 
mus einfacb in die Stabe von in jedem Stabe und in jedem Enoten 
von g' berrscbt Gleichgewicbt! Da die Stabkrafte sich paarweise 
aufbeben, so mxissen wiederum die Angriffskrafte, deren Gesamtbeit 
wir mit (Q') bezeicbnen, im Gleicbgewicbt sein, was unter Urns tan den 
ein Widersprucb sein wird. Dem miissen wir nocb nacbgeben. 
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dann ist namlich sofort ein zu ahnlich.es und ahnlich gelegenes 
Fachwerk g" konstruierbar, das mit g in der Lange eines homo- 
logen Stabes ubereinstimmt, nnd dieses ist ebenfalls zu g isoklin. 

7, 1 * ) In Fig. 333 ist 1'2'5'34() zur 125346 isoklin, beide Fach- 
werke haben u. a. den Stab 34 gemein. Wir wollen jetzt auch bei 
dem zweiten aus sechs Dreistab- (/ 

knoten gebildeten Fachwerk 
Fig. 335 die Bedingung des 
Grenzfalles aufsuchen. Das Fach- 
werk $ in Fig. 335 wird singular 
sein, wenn die Anlage eines 
isoklinen Fachwerkes ge- 
lingt, das mit $ den Stab 12 
gemein hat, ohne mit $ iden- 
tisch zu sein. Zu 36 ziehen 
wir irgend eine von 36 verschie- 
dene Parallele, und es seien 3' 
und 6' ihre Schnittpunkte mit 
23 und 16. Die Parallele durch 6 '\ 

3' zu 34 treffe 14 in 4', die 
Parallele durch 6' zu 65 treffe 
25 in 5'; ist jetzt auch, wie 
wir annehmen wollen, 4 r 5' par- 
allel zu 45, soistg'=123'4'5'6' 
zu ^ isoklin. Der Schnitt- 
punkt von 23 und 16 sei Q , 
die Seiten 14 und 25 mogen sich 
in $, die Seiten 34 und 56 in 
2?, 3' 4' und 5' 6' in R' treffen. 

Dann ist das Dreieck 362? ahnlich und ahnlich gelegen zu 3' 6' 2?', 
also QRR' eine Gerade; ferner ist Dreieck 452? ahnlich und ahnlich 
gelegen zu 4' 5 '2?', also SRR' eine Gerade, und |mithin ist auch 
QSRR' eine Grerade. Folglich ist 165234 ein Pascalsches Sechs- 
eck, denn seine Gegenseiten schneiden sich, wie aus dem Schema 

Seite: 16 65 52 

Gegenseite: 23 34 41 

Schnittpunkt : Q R S 

zu ersehen ist, in drei Punkten Q , 2?, $ einer Geraden. Liegen um- 
gekehrt Q , 2?, S in einer Geraden, und konstruiert man wieder 

1) Diese Nummer setzt die Kermtnis des Pascalschen Lelirsatzes voraus, 

kann aber iibergangen werden. 
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9. Jetzt konnen wir isokline Fachwerke als solche mit gleichen 
Neigungen entsprechender Stabe und mit gleicben Gliederungszahlen 
definieren; die Gesamtbeit der Gliederungszahlen bestimmt die 
„Gliederung“ eines Facbwerkes. Das Ziel unserer Untersuchung wird 
nun der zuerst yon F. Schur 1 ) in voller Scharfe ausgesproclieiie 
Fnndamentalsatz sein: 


Ein Fachwerk ist stabil oder nicht, je nachdem es 
durch seine Gliederung, die Richtungen seiner Stabe 
nnd die mit diesen Bedingnngen vertragliche Annahme 
eines Stabes eindeutig bestimmt ist oder nicht; 


dazn gehort noch eine Erlauternng beziiglich der Stabilitat. Wir 
haben bereits gesagfc, daB die (urspriinglich kinematische) Definition 
dieses Begriffes sich mit nnseren bis jetzt entwickelten Hilfsmitteln 
nicht geben laBt. Stabil besagt mehr als der Begriff starr des tag- 
lichen Lebens; anch das singulare Fachwerk ist in diesem weiten 
Sinne starr, es halt fest zusammen. Aber es ist nicht stabil. 

Um die AusschlieBung der singularen Fachwerke von den stabilen 
wenigstens vorlaufig verstandlich zu machen, denken wir uns ein 
Dreieck ABC als Fachwerk ausgebildet. Dieses ist sicher fest, ist 
statisch bestimmt nnd nicht singular. Wenn aber die Summe der 


B 




c 


Fig. 337. 


Seiten AB und B 0 gleich 
der Seite AC wird, so 
daB B auf die Gerade A C 
fallt (Fig. 337), so ist das 
Fachwerk singular, denn 
es vermag einem Angriffs- 
system paralleler Krafte, 
deren Richtung von AC 
verschieden ist, nicht durch Entgegensetzen von Stabkraften das 
Gleichgewicht zu bieten. Man sieht nun, daB eine verhaltnismaBig 
kleine Kraft geniigt, um B aus der Geraden AC herauszudrangen. 
Das Fachwerk ist zwar im vulgaren Sinne starr, aber so wenig form- 
bestandig, daB man mit leichter Miihe eine betrachtliche Verschiebung 
von B aus der Geraden AC heraus erzielen kann, wie es bei einem 
Dreieck e ABC nicht entfernt moglich ware. Der kinematische 
Begriff der Stabilitat verlangt gegenseitige Unbeweglichkeit der 
Knoten des Fachwerks auch unter AusschluB dieser minimalen Be- 


wegungen. 


1) F. Schur, Uber ebene einfache Fachwerke. Math. Ann. 48 (1890). 
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§ 101. Analytische Losung des Spammngsproblenis. 1 ) 

1. Es liegt nahe, das ganze Problem mit den Mitteln der ana- 
lytisclien Greometrie in Angriff zu nehmen. ■ Der Ansatz ist sebr ein- 
fach, maebt aber, wenn man den erhaltenen Formeln einen tieferen 
Sinn abgewinnen will, einige Kunstgriffe notig, die anfangs ein 
wenig befremden werdem 

Wir stellen uns zuerst die Aufgabe, ein Fachwerk von k 
Knoten nnd ^ = 27c — 3 Staben aus seiner Gliederung, den 
Neigungen <p (J seiner Stabe nnd einer Stablange zn be- 
stimmen. 

Gegeben sind also die Gliedernngszablen r „ tX9 die Winkel tp 
nnd die Lange eines Stabes, dessen Knotenpunkte wir mit k und 
k — 1 bezeichnet annebxnen diirfen; die tibrigen sollen 1, k >, 
k — 2 heiBen. 

Sei nun ©„ ein Stab mit dem Anfangspunkte a und dem End- 
pnnkte e. Dann ist (Fig. 338) bei Voraussetzung rechtwinkeliger 
Koordinaten: 



am cp a 

cos cp (} 


. ?/. - y n 

&• — x . 


?/« — y. . 

X. _ x ■ 


Bill tp„ 

cos 


Es ist aber y u = x„ = r 0ta z„ 

und -y,~ r 0it!/e , - x, r„ t ,x„ also 

sin cp„ _ 

vvofiir man, da nur durch die Knoten 
a, t geht, aucb setzen kann: 

Vj’ „ 

• x o t y. ify. 

(x —1,2,..., Jc). 


>?r 




Daher hat man zur Bestimmung der 2 k Koordinaten der k Knoten- 
punkte die Grleichungen: 

0) 2y* r *. x cos <p„ + sin Va = 0 

X * 

fur 0 = 1,2,..., ,s. 

, _ ^^ es ® r Paragraph setzfc den BegrifF der Determinante und den Sate von 

der Vertauschbarkeit der Zeilen mit den Bjialfcon voraus. Die Ergebniaso dieses 
aragrap en weiden in den niichsten auf elementarem Wege neu begriindet; prak- 
tischen Wert hat die analytische Losung wohl kauui, gibt alter einen voll- 
kommenen Emblick in die algebraisehe Natur der ganzen Fragestellung. 
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ITnbeschadet der Allgemeinheit diirfen wir annebmen, dafi der Knoten k 
zum Koordinatenanfang geraacht ist: 

(2) x k = 0, y h = 0, 

und da von dem Stabe ( k , Jo — 1) auBer der Neigung auch nocb die 
Lange vorgescbrieben ist and wir weiterbin voraussetzen diirfen, daB 
dieser Stab nicht zur #-Acbse senkrecht stebt, so ist uns x Ji _ 1 ^ 0 be- 
kannt, sagen wir 

(3) %_i = a. 

Man diirfte sicb sogar diesen Stab anf x gelegen denken, dock wollen 
wir der LTbersichtlichkeit der Formeln zuliebe daranf verzicbten. 

2. Wir baben jetzt fiir 2Jc — 3 unbekannte Koordinaten die 
s Gleicliungen (1) 7 die unter Hervorbebnng der bekannten Stncke 
die Form 

(4) Vi r„,i cos cp„ + h cos cp a + r„ A sin + • • • 

+ X k - 2 r„,h - 2 sin 9* = ~ ar a,k-l sin <Po 

(0 = 1,2 

annebmen. Sollen die Unbekannten eindeutig bestimmt sein, 
so muB daher 

(5) s = 21c - 3 

sein, and auBerdem darf die Determinante D des Systems 
nicbt verscbwinden. Wir schreiben diese Determinante, indem wir 
ibre tf te Zeile angeben und in doppelte Determinantenstricbe fassen: 

(6) D = || r„ fl cos <p a , r„ tt cos 9 0 a , . . ., cos <p a -, 

r «,l sin <P„> r a,2 Sin <P<„ ■ ■ ; r a,k - 2 sin 9„ !l 

(0 = 1,2,..., 27c — 3). 

Es soil also 

(7) D 4= 0 

sein. 

3. Ebe wir daraus unsere Scbliisse zieben, muB auch das Span- 

nungsproblem angesetzt werden. Fiir diesen Zweek ist es am be- 
quemsten, Zugkrafte stets positiv, Druckkrafte stets negativ zu 
messen, aucb auf demselben Stabe. Cm das Gleichgewicbt in samt- 
licben Knotenpunkten auszudriicken, braucben wir die Komponenten 
der Stabkrafte nacb den beiden Ricbtungen der Koordinatenacbsen. 
Der Stab < B a moge nach unserer jetzigen LTbereinkunft an seinen 
beiden Enden je die Kraft t a baben: | , ri a seien die beiden Kom- 


OU4 




— 8 -IU1. 

Bei Zug (t a positiv): 

am Stabanfansr cr 

o w * 



i,* - + t„ cos 9>„= + <„r„ iU «o 8 ^ 
y,, = - i o r sin 

am Stabende £.* 

^ = - *„ cos <p„ = + ^ cos ^ 

^ sm gj H = ~ if (; rj ()4 sin £> (J . 

Also hat die Zugkraffc / des Rf-jit,™ ® 
Anotenpunkte , die Kompo^ten ®‘ ^ 

— 4- 4J r ’n, x COS 95 (JJ 

^ = ~ t « r „, x sin <p„, 

wen damn einerseits ^KompointZ^h 

1 andererseits die Ansdrficke 1 en ’ 

- + ^^,*<508 gs () , — 4 r (JjX sin 99 (| 

e “Wnge S etzten Werte annehrnen. 

Vle Angrijffskraft J> m <w* vr, • 

%rSotf 

dlG " : ' K0mp ° Dente J\ KleiVl, -p (i0Sa 

;; J jy ,, P t /> 

” * •? “T* / x -sin 

WenD P * die ab80lute Grflfie von />, f)e deutet. 
kraften dieses Knotens/ 1 uncf Ztfi^T L T , 8 ^' 1 7> * un(l de » Stab- 

neDte » dieser ^ i 

COS cp (l ~ P x COS = () ; 

x sin <p n -f J j x sin u y ~ 0 . 

^ den Knote^Xd^lso 1 ! 0 ^ 611 ' 11 ^ 11 Bedia S aa 8 e » des Gleichgewiclits 
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(8) ^K r a, x COS <fo = Py. COS U y , 

(7 

(9) 2t a r a ,y. sin <P a = P x sin «„ 

<7 

% = 1 ,2,...,k- 6 = 1 ,2, . . .,s. 

5. Das Gleichgewicht der Angriffskrafte fur sich wird gesichert 
durch die Gleichungen 

(10) 2 P X COS = 0 , 2 P x sin a x = 0, 

X X 

und eine weitere Gleichung, die das Verschwinden der Momenten- 
summe dieser Krafte fur irgend einen Drehpunkt G ausdruckt; die 
orientierten Hebelarme der Komponenten — P y cos a y , + P y sin a y 
yon JP y am Drehpunkte G seien m y , n x . Dann lautet die Momenten- 
gleichung: 

(11) JtjMyPy. cos cc y + J£n x P y sin a y = 0. 

X X 

Wegen (10) ist eine der k Gleichungen ( 8 ) von den anderen ab- 
hangig und kann daher gestrichen werden; wir streichen die letzte, 
dem Werte % = k entsprechende 5 ebenso in (9). Driickt man in (11) 
die Glieder P k cos cc k7 P k sma k nach (10) durch P l7 . . P k _ x aus, 
so zeigt sich ; dab nach der vorgenommenen Strei chung immer 
noch eine yon den rechten Seiten des Systems ( 8 ), (9) durch die 
anderen ausdriickbar ist; es muB also noch eine Gleichung weg- 
gelassen werden. Hat man den Drehpunkt der Momente nicht auf 
einer der 2 k Komponenten der Krafte P y angenommen ; so ist keines 
der m y und n y gleich null, und man darf dann eine belie bige der 
Gleichungen unterdriicken, also etwa die dem Werte % = k — l ent- 
sprechende Gleichung des Systems (9). 


6. Zur Bestimmung der s Stabkrafte t a liegen demnach die 
2k — 3 Gleichungen 



2l’L r a,y. COS <p o = P x COS Ci y , 

% = 1, 2, . 


(12) 

0 



Jjt<,r»,y. sin fo - Py. win “«» 

() 

*- 1 , 2 ,. 

..,7c- 2 

y or. Es folgt : 





Die Stabkrafte sind nur dann eindeutig bestimm- 
bar, und das Eachwerk ist nur dann statisch bestimmt, 
wenn die Zahl der Stabe gleich 2ft— 3 ist und die Deter- 
minate des Systems (12) nicht yerschwindet. 
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Diese Determinate ist aber mit der in (6) ange- 
gebenen identisch 1 ), 

denn nacli (12) deckt sicb ibre u te Sp alter 

r ff>1 cos (p G , r^ 2 cos . . . ? r cos 
sin g> ff , r ff}2 sin <p a , . . -T^o sin <p a 

mit der <J ten Zeile von D. 

Diese tTbereinstimmung besagt aber: 

Ein Fachwerk ist nur dann statiseb bestimmt, wenn 
es dnrch die Gliederung und Richtung seiner St*abe und 
die damit vertragliche Annabme zweier Knotenpunkte 
als geometrische Figur eindeutig bestimmt ist. 

Wenn zwischen der Zabl 6* der Stake und der Zahl k der Ivnoten 
die Beziehung s = 27c — 3 besteht, so ist I) 0 die notwendige und 
hinreichende Bedingung fur die geometrische Bestimmtheit, d. h.r 

Das Verschwinden der Determinants I) ist eharak- 
teristiscb fur den sogenannten Grenzfall, in dem das 
Facbwerk singular wird. 

DaB die geometriscbe Bestimmtheit dnrch Gliederung, Neigungs- 
winkel und Fixierung zweier Knoten, oder, was dasselbe sagen will ; 
die Unmoglicbkeit isokliner nicht abnlicber Faehwerke cine not- 
wendige Bedingung fur die statisehe Bestimmtheit ist, haben wir 
schon auf anderem Wege eingeseben. .Jetzt erfahren wir, daB diese 
Bedingung aucb binreicbend ist. 


§ 102. Stabilitat. 

1. Um das Spannungsproblem vollstiindig zu ldsen, sind einige 
einfacbe Betrachtungen infinitesimaler Natur notig, die sick nun nicbt 
langer mebr hinausschieben lassen. Es gilt, den BegrilF der Stabilitat, 
den wir nur vorlaufig erklart batten, schlirfer zu erfassen. Stabil 
sollte ein Facbwerk heiBen, wenn es in sich unbeweglieh ist; wir 
haben inzwiscben gesehen, daB auBer der gewolm lichen, sinnenfalligen 
Beweglicbkeit nocb eine scbwerer zu beschreibende minimale Beweg- 
licbkeit moglich ist, die am Facbwerk Fig. bo 7 jedenfalls leicbter 
ist, als wenn dasselbe ein richtiges Dreieck ware. Das sagt uns unser 
statiscbes Grefiihl. Dafiir soli nun ein zutreflender mathematiscber 
Ausdruck gefunden werden. 


1) Der Satz ist zuerst von A. Foppl (1880) bewiesen worden. 
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Es bandelte sicb in Fig. 337 uni ein ausgeartetes Dreieck ABC, 
dessen Spitze B auf der Basis liegt; wenn das ganze System in der 
angegebenen Weise etwa aus Eisenstaben mit drei Gelenken A , B, C 
hergestellt ist, wird es ein Leicbtes 
sein, durcb Druck auf das Mittelgelenk 
B dieses aus der Geraden A C um 
eine Strecke Ji beraus in eine Lage B' 
zu drangen (Fig. 341), wobei der Stab 
AC etwas zusammengedriickt und auf 
die Strecke A'C' reduziert wird, die 
sicb von AC = 2e um den allerdings 
auBerordentlich kleinen Betrag e miter- 
scbeidet. Die Stabe AB = u und 
BC = v erfahren eine nocb unbedeu- 
tendere Streckung a und /?. Es ist also 



(1) u -j- V = 2 6, 

und nacb dem Pytbagoreiscben Lebrsatze: 


£ = 2e — Y(u + a) 2 — A 2 — Y(v + /3) 2 — h 2 , 
_ 2. - c« + .)/i - - (, + 


Da schon h gegen u und v sebr klein ist, gilt das in erbobtem 
MaBe von h 2 /(u + a) 2 und h 2 /(v + /3) 2 ; man darf sicb daber, unter x 
einen dieser beiden Ausdriicke verstebend, in der Entwicklunof 
(1 — = 1 — x/2 — 3# 2 /8 + •'*•, auf die beiden Anfangsglieder be- 

scbranken und findet nacb einfacber Recbnung: 


also 


— o + w + •; (.+ « + 


£ + a + ft = 



Hier sind gegen das erste Glied recbts alle folgenden Glieder so 
klein, daB sie nicbt in Betracbt kommen; daber ist mit der aller- 
groBten Annaberung: 


( 2 ) 


s + a + /3 = 


h[_e 

uv 
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Bezeichnen wir die Summe tier drei posit iven Zuhlen 


mit z/ ; so ist 

( 3 ) 



n r 


K > ft £ 


groBer als a, ft e einzeln genommen. / ist; alter nach dieser 
im Vergleich zu der ebenfalls kleinen Hirer ke h so uuBerordentlich 
geringfiigig, daB das Verhiiltnis J : h mit almehmemlem It verschwindet 
und A : h* dem Greuzwerte riur zustrebt. Weim man h im Ver' 
gleicli zu den Stabliingen als (unendlirht klein von der ersten Ord 
nung bezeichnet, indem das Verhiiltnis von It zu einer Stahliinge von 
Nullnur wenig verschieden ist, so muB . / im Verhiiltnis zu h ebenfafls 
klein von der ersten Ordnung genannt werdeii, und mit den Stab- 
langen verglichen heiBt H unendlieh klein von der zweiten Ord- 
nung. Das gilt also anch von «, ft t. 


2. Wir konnen jetzt sagen: Das spezielle Faehwerk Fig. B-17 ge - 
stattet bei festgebaltenem Stahe A (' von der ersten Ordnung unead- 
lich Heine Bewegung des Knotenjurnktes //, die nur von der" zweiten 
Ordnung unendlieh kleine Veriintlerungeii tier Stabliingen bedingen. 

Etwas Ahnliehes findet, hei dem Faehwerk Fig. iig? statt, das in 
dem Spezialtalle Fig. BBB emlliehe Bewegung eines Teiles gegen den 
anderen zuliiBt: Wenn man das Dreieek ii-Di tesfhiilt.. k aim "man 125 
so versebieben, daB die Stiibe, die dieses Dreieek mit dem anderen 
verbinden, im Verhiiltnis zu jener kleimm \ ersehiebiuig selliHt wieder 
unendlieh kleine Liingeniinderungen erieiden. Ganz allgemein mom 
erne Versehiebun^ eines Knot ms irep*n einrn fest^fdialtenen Toil des 
Fachwerks infinitesimal genannt wenlen, wenn sie gegen die iStab- 
langen gelialten verseliwimleml klein ist uml wenn die sie ermdg- 
licbenden Liingeniindermigen der Stiibe gegen die Versehiehungsstreeke 
selber wieder unendlieh klein, gegen die Stabliingen also unendlieh 
■Klein von der zweiten Ordnung sind. 


3. fet<ibil soli jetzt f*in tarhwerk heiUen, wenn as weder cud- 
liche nocli lnfinitesimaie Bo.wegungen u« Km.feni.iuikfeii gegen f'est- 
gehaltene andere gestattet. Zu den nielit stabile.. taler i nsl ahilen 
raenwerken gehoren (lit* hmvegliehen mit emllieher Yersehiebung eines 
eiles gegen den anderen uml .lie singula ren. DaB Faehwerke 
^ 1C 61 ew'egliehkeit. nielit jetles S|iaiiiiungs|irolilem zu Ibsen 
^es a en, utten wii in § ilft aus tier Frluhnmg eiilnomnien. Es 
it S1C <l .. ei f UC 1 ,e ’ n ' S h‘tiseh liegriimleii. was wir jetzt, narliholen 
fotendeiHst ^ l ' ^ Sl ' hlfiss, ‘ ! fiir ,las Verst iiudnis idles 


4. Zwei gleiehsiimig kongruente Dreieek.- 
die m einer Ebene zueinander iibiili.b liegen. 


a nr uml Air c, 

konnen dureh eine 
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Parallelversckiebung des einen zur Deckung gebracht werden. 
Die Ecken bewegen sick auf den drei parallelen Geraden AA BB' } CC\ 
Im Falle nicht aknlicher Lage dagegen existiert ein Drehzentrum 0, 
derart, daB A'B'C' durcb Drehung um 0 mit ABC zusammenfallt. 
0 ist der Schnittpunkt der Mittellote you A A', BB' (und CC') y denn 
fiir den so definierten Punkt ist OA = 0A' y OB = OB', OC = 0C r . 

Denken wir nun das Dreieck ABC durck eine kontinuierlicke 
Bewegung in die Endlage A'B'C ' iibergefuhrt und diesen Vorgang, 
wie keim Kinematographen, in einer groBen Reike von Zwischen- 
stadien momentan festgehalten, so kann nack dem Vorangekenden der 
Cfbergang yon jeder dieser Lagen des Dreiecks in die nachstfolgende 
als Parallelversckiebung oder als Drehung aufgefaBt werden. Ist die 
Gesamtbewegung nickt eine fortwahrende Parallelversckiebung oder 
Drekung um einen festen Punkt, so werden Parallelverschiebungen 
und Drehungen weckseln konnen und die Drehungen fortgesetzt ikr 
momentanes Zentrum andern, d. k. das Zentrum ihrer augenbllck- 
lichen Bewegung. 

5. Bei der Drehung des Dreiecks ABC (in seiner Ebene) um 
den Punkt 0 beschreibt jeder Punkt einen Kreis um 0. Im selben 
Zeitpunkte verhalten sich die Geschwindigkeiten der ver- 
sckiedenen Punkte wie ihre Abstande von 0. Diese Bemerkung 
kann dazu verwendet werden, aus der Gesckwindigkeit eines Punktes 
die jedes anderen zu konstruieren. Sei etwa die von A durck die 
Strecke A A 0 gegeben (Fig. 342); diese muB natiirlick den Kreis um 
0 mit OA als Radius in A 
beruhren, also auf OA senk- 
reckt steken, also allgemein: Ac 

Die Gesckwindig- 
keit eines bewegten 
Punktes steht senk- 
recht auf seiner Ver- 
bindungslinie mit dem 


momentanen 

zentrum. 


Drek- 



$ 

0 


Fig. 312. 


Dreht man nun die 
Strecken AA ° , BB° , CC°, 
welcke die Geschwindig- 
keiten von A , B y C darstellen, um A, B, C im Uhrzeigersinne 
um 90° weiter, so fallt A 0 auf AO in die Lage A*, J5° auf BO 
in die Lage B *, C° auf CO in die Lage C* y und es ist, da 
AA* : BB* : CO* = OA : OB : OC sein soil, A*B*\\AB, B*C*\\BC, 
C*A*\\CA. Aus dem bekannten A f sind daher B *, C* durck Ziehen 
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von Parallelen leieht ableitlmr. I)as Dreieek A* ICC* jgt zu ABO 
ahnlich und ahnlich gelegen. 

6. Da sich die um writer gedrehten Uesdnvindigkeiten 
AA*, BB*, ('■(■% wie man sieht, znr unmittelbaren konstruktiven 
Verwendung besser eignen ais die wirkliehen, so ist en naeh dem 
Vorgang von J. SchadwillD iildich geworden, statt der wirkliehen 
Geschwindigkeit A A 0 eines Punktea A seine duivh mien rechten 
Winkel im Uhrzeigersinne uni -4 gedrehte .jiormitle 4 * Uesehwindig- 
keit AA* als hestimmendes Element der Bewegu ng zu betrachten 
Die Wahl dieses Drehsiimes ist natiirlieh eine Suehe der Oburein- 
knnft. A* heiBt der Ge. sell win digkeitspui vmi A in dem Mornente 
der Bewegung, den wir gerade betniehten: die Uerade A A* geht 
durch das momentane Zentrmn der Drehuug. Der Inhegriff der Ge- 
schwindigkeitspole aller Punkte eines bewegtes Systems heiBt seia 
momentaner (i e sc b w i n d i g k e i t b p I a n. 

In Fig. 342 ist das Dreieek A*Il*( * <ier Gesehwiiuligkeitsplan 
von ABC im Mornente der Drehung um (K 1st Pty irgend eine 
Streeke der Ebene, die, init ABC starr verbumsen, m der Drehung 
teilnimmt, so ist, da die momeutumm Geodiwimiigkeiten von P und Q 
den Abstanden von O proportional rind, O P* : op U( { >* : a ] 80 

auch B*Q* PQ, und wenn It irgend eiu Bunkt der Geraden PQ ist 
und OR die Gerade P* (J in It tritH, v u» ist ebenfulls wegen der 
Proportionalitat dm* Gesehwindigkeit zu den Abstanden von 0 aueh 
R* der Gesehwiiidigkeitspol vtm It. 

Satz 1. Die (Jese.h wiiidigkeit spole einer m ji rrrn Streeke s 
erf till en duller eine dazu par allele Streeke >*, und die 
Bezieliung zwisehen den Punkt en von - zu ihren Ge- 
schwindigkeitspole n aui* s* ist ,-ine A h n 1 i e h k ei i mit 0 
a] s A hn I i cli k e i tsp u n k t . 

Das bleiht aucli noeb nehtig, went; es -ieh nieht um eine 
Drehung, soudern um Parallelversehiebium hande.lt. vorausgeseizt, dafi 
man sich den Drehpol senkreelit zur \ ••r.'-« , hie,iuuigsriebt uug im tin- 
endlichen denkt. Audi die Desebwindigkeiteu he: Parailelversehiehung 
weiden, um einen reehten Winkel im l br/.eig«*rsmne gedreht, als 
normale Geschwindigkeiten be/.eiebnet. Me smu also siimtlieh zuein- 
ander parallel, und die 4 Strerken s, >* des Satz»*s 1 sind zueinander 
kongruent. Nach dieser Antiassung er.seheint dir Parallelv '*rsehiebung 
als ein besonderer hall der Drehung, was wir nun nieht wetter hervor- 
heben werden. 

1) J. Scliadwill, Das tiiiedervierseit. als <irundiag«* dry Kinematik, Verb, 
d. Ver. z. Beford. dee Gewerbefi. lHTr, , s\ to?. 
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7. Unter einem geometriscb starren (ebenen) System ver- 
stelien wir eine Gesamtheit von Punkten einer Ebene, deren gegen- 
seitige Abstande (wabrend einer Bewegnng des Systems) unverander- 
lich sind. Das System kann aus einzelnen Punkten oder kontinuier- 
lichen Punktmengen, wie Linien oder Flachen stuck en, besteben. Aucb 
ist nicht gesagt, daB ein wabrend eines Bewegungsvorganges geo- 
metriscb starres System aucb in dem Sinne starr sein musse, daB 
eine Beweglicbkeit eines seiner Teile nacb Fixierung zweier Punkte 
des Systems ausgescblossen ware. Nacb Satz 1 konnen wir dann 
feststellen: 

Satz 2. Der Gescbwindigkeitsplan eines in seiner Ebene 
irgendwie bewegten geometriscb starren Systems ist in 
jedem Momente der Bewegung dem System ahnlicb nnd 
zn ibm abnlicb gelegen bezuglicb des momentanen Dreb- 
zentrnms als Abnlicbkeitspunkt. 

Durcb Angabe oder Annalime der Gescbwindigkeitspole P*, Q* 
zweier Punkte P, Q des Systems in einem Momente der Bewegung 
sind die gleicbzeitigen Gescbwindigkeitspole der iibrigen Punkte voll- 
kommen bestimmt. Wenn namlich die Strecken PP*, QQ* auf ver- 
scbiedenen Geraden liegen, so ist ibr Scbnittpunkt 0 der Abnlicb- 
keitspunkt in der Abnlicbkeitsbeziehung des Satzes 2, und durcb diese 
Abnlicbkeit ist der Gescbwindigkeitsplan eindeutig bestimmt; wenn 
PP* ? QQ * auf derselben Geraden g liegen, so drebe man einfacb 
PP* um P, QQ * um Q im positiven Sinne durcb 90° in die Lagen 
PP°, QQ° zuriick, dann treffen sicb PQ und P°Q° im Drehzentrum 0, 
weil die Abstande OP, OQ zu den Gescbwindigkeiten proportional 
sind. In dem ganz speziellen Falle scblieBlich, daB eine der Ge- 
scbwindigkeiten PP *, QQ * verscbwindet, etwa QQ*, ist Q selber das 
Drebzentrum und es muB PP° durcb Q geben, woraus zu entnebmen 
ist, daB die Richtungen PP*, QQ* nicbt immer beliebig gewablt 
werden konnen, wenn ibnen eine mogliche Bewegung des Systems 
entsprecben soil. 

8. Der Satz 2 ist folgendermaBen umkebrbar: 

Satz 3. Wenn der Gescbwindigkeitsplan in einem be- 
stimmten Augenblicke der Bewegung dem Systeme abn- 
licb ist und dazu abnlicb liegt, so ist das System im 
Augenblick der Bewegung geometriscb starr; 

denn wenn aucb nur ein Punkt C des Systems seine relative Lage 
zu zwei anderen Punkten A und B desselben andert, so kann A* B*C* 
nicbt mebr zu ABC ahnlich liegen und abnlicb sein, weil sonst die 

A Tt H •7.n rlftn Abstanden vom Drebzentrum 
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proportional, die Bewegung also die ernes geometriscli starren 
Systems ware. 

Die Satze 2 und 3 werden uns ein einfaches Kenozeiehen der 
Beweglichkeit eines Fachwerks in sich abgeben. Bei einer Bewegung 
namlich, die die gegenseitigen Abstiinde der Knotenpunkte andert, 
Vann im Momente dieser Anderung nach Sate 3 der Geschwindigkeits- 
plan dem Fachwerk nicht ahnlieh sein und zugleich dazu ahnlieh 
liegen. Nacb Satz 1 liegen aber wenigstens die Gesohwindigkeitspole 
•der Punkte jedes Stabes 1 ) auf einer zum Stab parallelen Strecke, 
und zwischen den Punkten des Stabes und ihren Polen bestebt Ahn- 
lichkeit mit dem momentanen Drehzentrum des Stabes als Ahnlich- 
keitspunkt. Es gibt jetzt also kein einheitlicbes Drehzentrum mehr, 
und die Figur der Geschwindigkeitspole ist offensichtlich 
nur ein zu dem gegebenen Fachwerk isoklines, aber nicht 
ahnliches Fachwerk. 


B 


o 

A 


B 

Fig. ;M3. 


/r 


c 


9. Diese Wendung ist entscdieidend. Sie gilt namlich nueh bei 
infinitesimalen Bewegungen des Fachwerks. Da in Fig. H41 im Ver- 
gleich zu h die Strecke a unendlich klein ist., so wird aucli die Ge~ 
schwindigkeit 7 mit der A nach A! geht, im Verglcich zu der Ge- 
schwindigkeit 7 mit der B nach B* ausweicht, unendlich klein sein 7 so 
daB sie graphisch nicht in Betracht kommt. Die Fig. V>4;\ giht daher 
die tatsachlichen Yerhaltnisse hesser wieder, indcm sie den Punkt A 

an seiner Stelle liiBt; B IM sei die 
wirkliche GeHohwindigkeit , mit der 
wir B aus dor Geraden AC heraus- 
drangen; It IP B IM fiillt auf AB 
sclber; A* ist, mit A y ('* mit- ( i idem 
tisrh, falls man den St ah A B ruhend 
denkt. Daher ist A*B*('* zwar zu AIM 1 isoklin, aher nicht iihn- 
lich. Und so allgemein. Die Stabandeningen, die eine infinitesimale 
Bewegung ermoglichen, erfolgen im Vergleieh zu der Geschwin- 
digkeit dieser Bewegungen so langsam, daB sie nicht, in Betracht 
kommen, und die Veranderungeit siml gegen die Bewegung den* Ivnoten 
gehalten so klein 7 daB die Stahlangcn als unveranderlirh angesehen 
werden konnen. Die infin itesimnle Bewegliehkeit eines 
Knotens li bei Fixierung zweier Ivnoten B und (J ist also 
dadurch charakterisiert, daB ih’m eine (ieschwindi^keit zu- 
kommen kann, wahrend V and Q bewegu ngsl os sind. Die 
Figur der Geschwindigkeitspole des Dreiecks P( ( ) B ist daher ein 
isoklines 7 aber nicht ahnliches Dreieck. 


1) Die St'abe selbst werden ja ais (geometriscli ) starr vorimsgeset/.t. 
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Nach Art. 3 sollte ein Faehwerk stahil heiBen, wenn es keine 
endlichen oder infinitesimalen Bewegungen in sich zulafit. Jetzt 
sehen wir: 

Satz 4. Ein Faehwerk ist stabil oder instabil, je nach- 
dem die isoklinen Fachwerke ihm ahnlich sind oder 
nicht. 

Denn sind sie nicht ahnlich, so sind Geschwindigkeitsplane aus- 
geschlossen, die einer deformierenden Bewegnng entsprechen, nnd im 
Falle der Ahnlichkeit befindet sich das isokline Faehwerk zum ur- 
sprunglichen in ahnlicher Lage, der Ahnlichkeitspunkt ist also das 
Zentrum einer Drehung des geometriseh starr bleibenden Fachwerks. 
Das ist der Fundamentalsatz yon F. Schur, der uns jetzt in viel 
hellerem Lichte erscheint als in § 100. 

In Fig. 335 kann jetzt 123'4'5'6' als Geschwindigkeitsplan des 
Fachwerks 123456 betrachtet werden: Obgleich der Stab 12 fest 
bleibt, ist eine Bewegung mit den normalen Geschwindigkeiten 33', 
44', 55', 66' moglich, ans denen die wirklichen dnrch positive 
Drehung um einen rechten Winkel hervorgehen. Dieses Faehwerk 
ist also instabil, nnd zwar singular, da es keine endlichen, also nur 
infinitesimale Bewegungen in sich gestattet. 


§ 103. GescliwindigkeitspBine. 

1. Yon zwei Bewegungen eines Faehwerkstabes AB seien die 
beiden Geschwindigkeitsplane und & 2 gegeben. Das sind einfach 
zwei zu AB parallel© Strecken A l B 1 und A 2 B 2 . Wir wollen nun 
die durch (py und <P 2 bildlich dargestellten Bewegungen zusammen- 
setzen, d. h. zu einer dritten Bewegung vereinigen, deren Geschwin- 
digkeiten sich aus denen der Figur 344 durch das Parallelogramm der 
Geschwindigkeiten ergeben. ^ 

Wenn man aber aus den ?;* 

normalen Geschwindigkeiten / ^ \ / \ ^ 

AAj und AA 2 die wirk- " ^ ^ * 

lichen ableitet und durch 
ein Parallelogramm zu einer ^ 

Resultante vereinigt, so geht ^ ^ B 1 

dieses Parallelogramm durch ^ y -- ■■■— — B 

rechtwinkelige Drehung im Fig . i44 

Uhrzeigersinne um A in 

ein Parallelogramm AA 1 A 3 A 2 uber, das man aus A, A 1} A 2 un- 
mittelbar, ohne Yermittclung der wirklichen Geschwindigkeiten, kon- 
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struieren kann. Die Diagonale J A., stelli also unniittelbar 
die aus den normalen Geseh windigkeiten A A, u mi A.I., resul 
tierende normale Gesohwindigkeit dar. Verf'ahrt man "so auch 
am Knotenpunkte 11, imlem man das Parallel. .grainm an 

legt, das, wie das Parullelogramm tier KriLite. aueii in dnen Streckenzus 
einer Geraden ansarten kaim, so ist />/.’, die aus lilt UI1( } 
resultierende normale Geseliwindigkeif-, also A.ll { naeh Satz 1,4? 102 der 
Geschwindigkeitsplan der Punkte von A 11: diese Streeke a'luB nach 
Satz 1 zu All parallel sein, was sieh an Figur .'M l auch (lurch eine 
einfache planimetrische Betrurhtung bestiitigen liiBt. 

Sind jetzt <I\ und d>„ die (iesehvvindigkeitspliine z.weier Be- 
wegungen eines Fachwerks <P, von dent A II ei» Stab sei, so denken 
wir uns nach dent angegehenon Verfahreti die heiden Gesehwiudig- 
keiten jedes Knotenpunktes zusammenges.-tzi : es entstehf; so der aus $ 
und (h 2 zusammengesetzte Geseh windigkeitspian <I>, <p 
der ein zn d> isoklines Farhwerk hihlef. ’ 1 


2. Yon zwei isoklinen Facltwerken /•' .1 IlC . . . IV .. U nd 

F 1 — A l B l C l ...i l V l .../. i ausgehend teilen wir die Stivoken A A 

BBy . . ZZ } (lurch die Punkte .1', IF Z' i„ demselben 

ubngens beliebigen Yerhaiinisse: tails cine soh-he Streeke versehwindet 
verschwinden auch die Trilstm-keu. Die 'IVilpunkte heMimmen dinm 
ein zu F und l'\ isoklines Farhwerk 1" A' V...Z'. Den 
unendlich vielen Y\ erlen des ieiherhiiltnisses entspreehend gibt es 
unendlich vide Fttdtwerke F\ deren Inlo-jrritI die \,,n /■’ und F 
bestimmte Sellar (7\ /•’, i genaunt win! Die zu einem Knoten- 
jmnkte A von /•’ homoh.geii Kekett A". A", ... an den Fadiwerken 
F,F der Sehar sitnl eniweder siitutlieh udt A identiseb, wenn 
auch X t lltit X Zusailimehialit 1 oder -ie liegeu. fall- die Streeke XX 
von Null verschieden isf, auf der l.eitlinie A A,. Dureli Amiahme 
eines solelteii Knotenpunktes A' auf -einer l.eitlinie ist das Teil- 
verhaltms A' A": A', A' und damit da- cran/e Faehuerk /■" hestimmt. 

de zwei verse.lliedene Faehwerke def Sehar \F F.) 

erzeugcn ebenfalls die Sehar. 

3. Eme nut Gestaltiiiiderung v eri.undene endliehe oder inlinitesi- 

ma e Bewegung eines instal.il, u, Faehuerk- <I> naeh Deschwiu- 

digkeitsplane 0, liit',1 sieh ziisainii.ru.-et/en: 

1) aus einer Bewegung naeh eiu.-tu Brseh win.lmkeitsplane (/ l i AT), 
tei du ein heliebiger Slab A 1 < 1 ■ *s 1 aehwerk- in Billie hleibt 
und niindestens ein Knoienpnnki -eine L-ere /u diesem Stabe 
andert, und 


1) Mit A, liezeidmrn wir den zu X le.mee 


it K it > >t »*i; j ui ii n t vt»n F j. 
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2) aus einer Gesamtbewegung des Fachwerks nacb einem Ge- 
scliwindigkeitsplane ^(ZI) bei der ea geometriscb starr 
bleibfc; 

ist der aus cp^XY) und ip^XY) zusammengesetzte Gescbwindig- 
keitsplan 

0 1 ^cp 1 (XY) + ^ 1 (XT). 

Unter Reduktion eines Geschwindigkeitsplanes & x auf einen 
Stab XT verstehen wir die Konstruktion yon 9^ (XT), und 9^ (XT) 
heifie der auf den Stab XT reduzierte Plan ® 1# Bezeichnet all- 
gemein y den Gesehwindigkeitsplan, dessen Gescbwindigkeiten denen 
eines Planes ^ samtlich entgegengesetzt gleich sind, so daB die Zu- 
sammensetzung von $ und y fur jeden Punkt des bewegten Systems 
die Geschwindigkeit Null ergibt 7 so ist 


- 9i(ZT) + ^i(XT) + ^(XT) = 9l (XJ), 

und es wird zur Konstruktion von 9^ (XT) darauf ankommen, 
^(XT) zu linden. Das ist sehr leicht: moge den Punkten X 

und Y die normalen Goschwindigkeiten XX l7 YY X erteilen (Fig. 345); 
^(XT) muB diese riickgangig 
machen und folglicli den Punkten 
X, Y auf den Geraden XX M 
YY t die Geschwindigspole X, Y 
so zuordnen, daB X in der Mitte 
von X x und X, ¥ in der Mitte 
von Y x und Y liegt. Da nach 
dem Plains (XY) das Fach- 
werk sich als geometrisoh starres 
System bewegen soil, so ist 
fi(X7) durch die Punkte X, 7 
nacli Satz 2, § 102 eindeutig be- 
stimmt als ein zu ( I\ iihnliches 
und ilhnlich gelegenes Fachwerk 
in it dem Schnittpunkfce 0 von (?/■ 

XX t und Tl) (der auch im Un- 
end lichen liegen dart) als Ahn- 
lichkeitspunkt; falls XX x und 
YY X auf XT selber liegen ; "ist 
0 nach § 102, 7. zu bestimmen. ¥in 345 

Dm im Plane ^(X] r j etwa zu 

den Knotenpunkten U 7 V eines Stabes UV die Geschwindigkeits- 
pole U, V zu finden (Fig. 345), ziehe man daher etwa durch T 
die Parallele zu YV und bringe sie mit OF zum Schnitt; durch 
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den Sehnittpunkt V zieke man die Parallele zu UV, die yon OU 
in U getroffen wire! Damit ist i^iXY) bestimmt; jetzt ist mix noch 
mit ^(XY) nack Art. 1 und Figur 344 zusammenzusetzen. Dann 
erkalt man den gesuckten Gesehwiiidigkeitsplaii q\(XY », demzufolge 
den Punkten U und V die Gesehwindigkeitspole V zukommen 
mogen; es ist UV' UV. 

4 In der Schar (<£, <P X ) uehmen wir einen zweiten Ueschwin- 
digkeitsplan # 2 an > c ^ er Punkten X, F, l) V die Pole Ak, F 2; 
U„ 7 2 znordnen mdge (Fig. 345). Xaeh 2. ist 

(1) Z7C7 2 : *7^ - VK : Ik F* « XX , : Ak, ^ Flk : >; Y u 

nnd zwar liegen Ak, Ik, L\, kk auf den Leitlinien AA U FFj , UU lT 
VV 1: insoweit diese bestimmt sind. Wir zerlegen aueh ( lK> in zwei 
Komponenten (p,(XY) und Y), von denen q^XY) einer Be-* 
wegung bei festgekaltenem Stake X F, nnd 4*,t X 1' * finer Bewegung des 
ganzen starr gehaltenen Fachwerkes entsprieht. Aueh i/h<X F) ist 
ein zu # ahnliches und aknlieh gelegenes Fachwerk mit 0 als Alm- 
lichkeitspunkt, das durck die Punkte A\ F, die auf OX und OF in 
den Abstanden XX = XX , YY ^ YY liegen, eindeutig bestimmt 
ist; U, V seien in ty^XY) die Gesehwindigkeitspole von O', F, woraus 

(2) UU: UU = VV : VV^XX:XX YY: YY YY,: Ik)' 

folgt. Aus (1) und (2) ergikt sick, daB das zur Konstruktion des 
aus J7 S und U resultierenden Geschwindigkeitspnls erforderlieke 
P arallelogram m V U, U " U zu V l \ VV aknlieh i > t : also 1 i egt F " auf 
UU', und ebenso V" auf FFk wenn F' den Pol der aus VV, und 
VV zusammengesetzten Bewegung hedeufet. Daher ist q-.A X Y ) ein 
zu 0 isoklines Fachwerk, dessen Knotenpunkte /" k F" auf den Leit- 
linien UU, VV liegen; U F sind die Drehpole von l\ V naeli 
dem Plane q) l (XY ), und da l I jeder heliehige Stab des Faehwerks <P 
sein kann, so heiBt das: q,(X} A gehdrt der von <I> und </j( AkF) 
erzeugten Schar an. Da <I>, der Sehar ( IK ( I\ angehort, so folgt: 

Satz 1. Reduziert man eine Sehar ( l > , ( 1\ i v«»n Uesrhwin- 
digkeitsplanen eines faehwerks ( I> auf dmiselben Stab 
XY 7 so erkiilt man wiederum eine Sehar. 

5. Mit Hilfe dieses Satzes heweist man Ieieht den von V. Sehar 1 ) 
gefundenen 

Satz 2. Wird ein stabiles Fachwerk bei Knt forming eines 
Stabes instabil, so bilden die bei Festhaltung irgend 

l) 1 . c., § l, 5. 
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eines Stabes des instabilen Fachwerks moglichen Gre- 

schwindigkeitsplane eine einzige Sc bar. 

Zunachst lenchtet nacb Satz 1 ein 7 dafi es gleichgiiltig ist 7 welchen 
Stab des instabilen Facbwerks 0 man festhalt: Eine bei Fixierung 
des Stabes XY mogliche Schar von Grescbwindigkeitsplanen geht 
durch Reduktion auf den Stab UV in eine Scbar von Geschwindig- 
keitsplanen iiber 7 die bei festgebaltenem Stabe UV eintreten konnen, 
nnd umgekebrt. Wir dlirfen daber znr Erleicbterung des Beweises 
den festzubaltenden Stab AB so wahlen, dafi er mit dem ans dem 
nrspriinglichen Facbwerk F entfernten Stabe AC den Knotenpunkt A 
gemeinsam bat; da das so entstandene Facbwerk 0 instabil sein soil, 
so muB es bei Festhaltung von AB nocb eine Bewegnng gestatten, 
deren Geschwindigkeitsplan 

0 t = ABC , ... U l V 1 ...Z 1 

zu 0 isoklin ist 7 ohne mit 0 identiscb zu sein 7 und durch Ein- 
fuhrung des Stabes AC X nicbt zu F selber isoklin wird 7 denn sonst 
ware F gegen die Voraussetzung instabil; daber liegt C t nicbt 
auf AC. 

Die Fachwerke 0 und 0 y erzeugen eine Scbar (0, 0 X ) von Facb- 
werken, die den Stab AB gemeinschaftlicb baben und daber einer bei 
Festhaltung von AB moglichen Bewegung als Geschwindigkeitsplane 
dienen kdnnen. Es kommt nun beim Beweise des Satzes 2 darauf 
an ; zu zeigen, daB es auBerbalb dieser Schar ( 0 , 0 X ) kein zu 0 
isoklines Facbwerk 

0 s ^AB(X... U,V<>...Z t > 

gibt ; das mit 0 den Stab AB gemein bat. Das laBt sicb in der 
Tat durch Soheidung zweier Fiille leicht nacbweisen: 

a) Wenn die Strecken CC\ und CC S auf verscbiedenen Geraden 
liegen, so nelime man auf C(\ und GG a zwei Punkte C' und C" so 
an, dab G'G" die Geradc AC in einem im Endlicben liegenden und 
von C verscbiedenen Punkte (J* trifft; die Punkte (J und C be- 
stimrnen dann in don Seharen ( 0 7 0 L ) und ( 0 7 0 2 ) je ein Facbwerk 
0' und 0", und (J* ist in der Scbar (0', 0") Knotenpunkt eines 
Facbwerks 0\ das nicbt nur, wie alle Facbwerk e der Scbar (O', &'), 
zu 0 } sondern sugar zu F selber isoklin ist und mit F den Stab AB 
gemein hat. Dann ware aber F instabil 7 entgegen der Yoraussetzung, 
und deshalb ist die An nab me der Existenz von 0 2 unzulassig. 

b) Wenn die Punkte (\ und G, mit C auf derselben Geraden 
liegen 7 so kann die Schar (0 l7 0$) weder mit der Schar (®, 0 X ) 
identisch sein 7 weil sonst 0 2 selber dieser Scbar angehorte 7 noch das 
Facbwerk 0 entbalten, weil sonst nacb 2. aucb 0 und 0 t die Schar 
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($D ®a) erzeugen miiBten, was wiederum zur Folge hiitte, dafi # 2 
der Schar (#, angehorte. Nun liegt aber 0 auf der Leitlinie G t G % 
der Schar (9 lf # 2 ), bestimmt also ein von <2> versehiedenes Fachwerk 

dieser Schar, das nach Einfuhrung des Stabes AC die Instability 
yon F selber beweisen wiirde; wiederum ist die Aimahme von $ 2 
unzulassig. Damit ist Satz 2 in vollem Umfange bewiesen. 

6. Durch Beseitigung des Stabes AC war das stabile Fach- 

werk F in das instabile Fachwerk <1> iibergegangen, von dom ein 
Geschwindigkeitsplan bei deformierender Bewegung und festgehaltenem 
Stabe AB war. Es soil nun versucht werden, < lurch Einziehen 

eines neuen Stabes UV wieder stabil zu maelien, der aber nicht am 
Knotenpunkte C angegliedert werden dark 

Wahlt man die Knotenpunkte U } V auf gut Gluck, so wird $ 
entweder nach wie vor instabil bleiben, oder stabil werden. 

Im Falle der Instabilitat wird <I> t auch ein Geschwindigkeitsplan 
des neuen Fachwerks F r bei festgehaltenem Stabe AJi bleiben, also 
U l V 1 zu UV parallel sein; ist umgekehrt die Gerade U i V l von zu 
UV parallel, so wird durch Einziehung des Stabes UV die .Instabilitat 
von <J) nicht beseitigt, und es ist auberdem in der ganzen Schar 
(<£, 0 t ) die zu UV homologe Htrecke mit U V parallel. 

Soil F' stabil werden, so darf also jedenfalls (\ I] zu UV nicht 
parallel sein, und di.ese Bedingung reieht aueh aus. Denn die bei 
Fixierung von AB mdglichen GcHeliwindigkcitspIiine von F' liat man 
in der Schar (d>, <P t ) zu suchen, und wenn l\ f\ nielit zu CV parallel 
ist, so gilt das auch von alien zu CV homologen Geraden der Schar, 
weil umgekehrt bei Existonz einer von CV vorschiedenon zu UV 
parallelen Geraden U'V r sofort folgen wiirde, daB alle zu CV homo- 
logen Geraden der Schar zucinander parallel sind: I’olglieli ist, falls 
UV und U l V 1 sich im Endlielien Kclmeiden, F' durch Annahme des 
Stabes AB und durch die Gliederung und Richtungeu der librigen 
Stabe eindeutig bestimmt, also nach § 100, B. sfabil. 

7. Es fragt sich also nur, ob man in <I> cine S troche CV linden 
kann, die zu der homologen ( \ V { in d>, nicht parallel ist; auBerdem 
darf sich unter den Punkten C, V nicht C belindcn. Betraolitcn wir 
zuerst die Fachwerke W und *P 1? die aus und <l\ durch Beseitigung 
der Knoten 0 und C l und der zugelibrigen Stiibe hervorgehen. Waren 
alle Verbindungsstrecken der Knoten von W zu den homologen von 
parallel, so waren W und ahnlich — ,,Fall A u , es muBten denn 
die Punkte von W auf einer Geraden liegen „Fall PC — . 

Im Falle A wiirde aus der Almlichkcit von W und V F X sofort die 


619 


§ 103. 14. Das ebene Fachwerk. 


Ahnlichkeit von & und folgen, wenn in $ durch G mindestens 
zwei Stabe gehen, die nicht auf einer Geraden liegen; denn man 
brauchte dann an W nur C mit seinen Staben wieder anzugliedern nnd 
an 3^ zu diesen Staben die Parailelen zu ziehen, so ware das so ent- 
standene Fachwerk <3> t zu ahnlich. Wenn dagegen in $ die Stabe, 
die am Knotenpunkte C sitzen, auf einer Geraden x liegen, so konnen 
trotz der Ahnlichkeit von 7 F und die Facbwerke und CP X un- 
ahnlich sein, indem C t zwar auf der zu x bomologen Geraden x l7 
aber auBerhalb des Punktes angenommen werden kann, der dem 
Punkte C in der Ahnlichkeit entspricbt. 

Andererseits kbnnen aber die Fachwerke CP und 0 1 einander 
nicht ahnlich sein, da sie infolge des gemeinsamen Stabes AB gleich 
miteinander identiscli sein miiBten; folglicb sind und 7 F unahnlich, 
und es gibt im Falle A mindestens eine Strecke UV in W, die zu 
U \V t niebt parallel ist. Das kann nicht ein schon vorhandener Stab 
sein; denn mit dieseni Stabe wird das Facbwerk O stabil, 
ausgenoinmen den einzigen Fall, daB die in & an C sitzenden Stabe 
auf einer Geraden x liegen, wo, wie wir geselien haben, ein zu $ 
isokliner, aber nicht almlicher Geschwindigkeitsplan & 1 moglich ist. 

Im Falle B liegen die Punkte von 7 F auf einer Geraden; G muB 
auBerhalb derselben liegen, weil F sonst instabil ware. Das Facbwerk 
besteht dalier aus den Verliindungsstaben des Punktes C mit gewissen 
Punkten einer Geraden u 7 die auch noch untereinander verbunden 
sind. Kin solches Fachwerk kann aber, wenn es nach Loslosung des 
Stabes AG instabil wird, durch weitere Verbindungen auf u nicht 
stabil gemacht werden. So ergibt sich der 

Satz 8. 1 ) Sitzen an einem Knotenpunkte C eines stabilen 
Fachwerks F , das durch Beseitigung eines Stabes AC 
instabil wird, mehr als zwei Stabe, die nicht auf einer 
Geraden liegen, so kann man nach Beseitigung yon AC 
imnier einen nicht an G sitzenden Stab UV so einfiigen, 
daB das neue Facliwerk F wieder stabil ist, voraus- 
gesetzt, daB nicht alle Knotenpunkte von F anBer C 
auf einer Geraden liegen. — Ist F so besckaffen, daB 
die Stabilitat durch Fortnahme jedes einzelnen Stabes 
aufgehoben werden kann, so gilt das auch von F r . 

Dieser Zusatz ist noch zu beweisen. Bleibt F' nach Beseitigung 
des Stabes XY stabil, so tritt nach Fortnahme von UV Instability 
ein, nnd es gibt bei Fixierung von AB eine einzige Schar (<2>, 
von Ges ch wind igkeitsplanen, die identisch ist mit der bei Fortnahme 
des Stabes AC aus F auftretenden Schar. Dann wurde F' nach 

1) Seliur, 1. o. § 2, 6. 
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Beseitigung von XY und Einfugung von AC sicker in ein 
stabiles Fachwerk & nbergeben. Denn bei Fixierung von AB 
und Beseitigung von AC wiirde SI sich nur nach dem Plane 0 X be- 
wegen konnen, in welchem AC\ nicht zu AC parallel ist* sollte nun 
il mit dem Stabe AC beweglich sein, so muBte in der Schar (<P ; 
ein zu isokliner, aber nicht ahnlicher Geschwindigkeitsplan 6' zu 
finden sein; in diesem Plane mtiBte AC' AC sein, was nach dem 
Gesagten unmoglich ist. Somit ist die Stabilitiit von SI gesichert; 
dieses Fachwerk geht aber aus F hervor (lurch Beseitigung des 
Stabes XY und kann nach der Yoraussetzung liber F nicht stabil 
sein. Folglich war die Annakme unzuliissig, daB F ' nach Fortnahme 
von XY stabil bleibt. 

§ 104. Vollstandige Losung des ftpannnngsproblems. 

1. Nach diesen Vorbereitungen sind zu einer vollstiindigen Losung 
des Spannungsproblems alle VVege geebnet. Zuniichst konnen wir un- 
abhangig von den statischen Uberlegungen des § 90 die Anzahl s der 
Stabe eines statisch bestimmten Fach works 7s k mit k Knotenpunkten 
noch einmal ermitteln. Diese Fachworke sind, wio sich alsbald 
zeigen wird, identisch mit denen, die F. Sehur in seiner molirfach 
erwahnten Abhandlung als einfaclie bezeichnet: Ein stabiles Fach- 
werk heiBt einfach, wenn es (lurch Fortnahme jedes oinzelnen 
Stabes instabil wird. 

Satz 1. Hat ein einfaches, stabiles Fachwerk 7)A von 
h Knotenpunkten einen zweistabigen Knoten A, so geht 
es durch Ablosung dieses Knotons und seiner beiden 
Stiibe AB, AC wieder in ein stabiles, einfaches Fach- 
werk 7Sk-i von k — 1 Knoten fiber. 

Denn ware 7$ k ~i instabil, so existierte bei Kesihaltung irgend 
eines Stabes ein Geschwindigkeitsplan u dm* don Punktcn B und 
C etwa die Geschwindigkeitspole />' und (Y zuweisen moge, und 
wenn man durch B' und (/ die Parallelen zu BA mid CA Icgte, 
deren Schnittpunkt A' sei, so hatte man ztigleieh aiich einen Ge- 
schwindigkeitsplan von 7$ k selber. Dieser wiire zu 7s k isoklin, hiitte 
mit 7s k einen Stab gemein, olme mit 7s k zusammenzufallen und wiirde 
folglich die Instability von 7$ k beweisen (§ 100, (>. ) 1 ). Mitliin ist 7$k-i 

1) Der Beweis wird wirkungsloe, wenn BA und CA auf einer Geraden 
liegen; dieser Fall tritt aber bei stabilcn Faehwerken nieht oin ; man konnte 
sonst ein zu ^ isoklinee Fachwerk angeben, das mit 5v/ alle Knotenpunkte ge- 
mein hatte bis aut den Punkt A , der auf AB eine belieidge Lag<* A einnebmen 
konnte. Dann ware % k nach § 100, 6. instabil. 
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stabil, und zugleich auch einfach, weil ein Stab von $*- 1 ? dessen 
Fortnahme die Stabilitat von 5a- i nicht beeintrachtigte, auch aus 5a 
selber unbeschadet der Stabilitat beseitigt werden konnte. 

Hat 5 a keinen zweistabigen Knoten, so nehmen wir an dem 
Knoten, an dem die wenigsten Stabe sitzen, einen Stab fort und 
fugen einen anderen, nicht durch diesen Knoten gehenden Stab so 
ein, dafi das Fachwerk stabil bleibt; das ist nach § 103, Satz 3 
immer moglicli und hebt die Einfachheit nicht auf. An dem neuen 
Fachwerk verfahren wir an demselben Knoten ebenso, und wieder- 
holeu das Verfahren, bis wir zu einem stabilen und einfachen Fach- 
werk 5V gelangt sind, das an diesem Knoten nur zwei Stabe hat. 
Dieser wird dann, wie vorhin, nebst seinen Staben beseitigt, und das 
neue Fachwerk 5 a ~i ist wieder stabil und einfach. 

Wir konnen also immer von dem Fachwerk 5 a zu einem stabilen 
und einfachen Fachwerk 5 a -i xibergehen, das einen Knoten und zwei 
Stabe weniger hat als 5 a* Von 5 a - i aus gelangt man ebenso zu 
einem Fachwerk 5 a- 2? von diesem zu einem 5 a-s Xl - s * w *? bis ma:a 
schlieBlich an einem 5:* Halt inachen mufi, das, wie alle voran- 
gehenden Fachwerke, stabil und einfach ist und daher aus drei Staben 
mit drei Knoten besteht, die ein Dreieck bilden. Da 5y aus 5 a 
durch Fortnahme von (k — 3) -mal zwei Staben hervorgegangen ist, 
so ziihlte 5 a selber 

* 3) + »-2i-3 

Stabe, wie ein statisch bestiimntes Fachwerk. DaB 5 a wirldich auch 
statisch bestimmt ist, konnen wir nunmehr leicht nachweisen, indem 
wir ein Verfahren angeben, das von jedem einzelnen Stabe direkt die 
Stabkraft zu be.stimmen gestattet. 

2. Der Stab von 5 a? dessen Spannung gesucht wird, sei A (C A V . 
Das Fachwerk 5 a g^ht nach Wegnahiue von A U A V in ein instabiles 
Fachwerk 

<P^ A l A 2 A, r ..A„A v ...A k 

uber, das bei Fcsthaltung des Stabes A X A 2 mindestens eine infinitesi- 
male Bewegung nach einem Bosch windigkeitsplane 

<!>' « A l A 2 A,;...A'A '...A k 

ausfiihren kann. Die Strecke A t 'A v ' kann nicht zu A tc A v parallel 
sein, weil sonst < P ' nach Einzeichnung des Stabes A^A' ein Ge- 
schwindigkeitsplau von 5a se lher ware, der mit 5a den Stab A X A 2 
gemein liatte, oline mit % k identisch zu sein, was nach § 100, 6. die 
Instability von 5 a beweisen wiirde. 

Als Beispiel moge das schon in § 98, 9. untersuchte Fachwerk mit 
sechs Knoten und neun Staben dienen (Fin*. 346 und 347), das, falls 
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seine Knotenpunkte nicht auf einem Kegelselmitte liegen, stabil und 
einfacb ist (§ 100, 7.). Der Geschwmdigkeitsplan einer bei fest- 

gehaltenem Stake A X A% 



mbgl i eben Bewegu i i g 
ist punktiert, man sieht, 
ilafi die Struck e A 'A' 

U 0 

zu A u A e nielit. par- 
allel ist. 

Die Angrill'skrilfte 
seien 


( 1 ) 


Pi, Vi, 

Pal Pvt 


Psi 


P). 


KsTT . 

y\/ L \ \ (Fig. <147), wobei 1c ^ 6 

\ \ ist. 1 ) Nacli Lusting ties 

•*’ Spannungspniblems soli 
'V in jedem Knotenpunkte 

/ von % k Gkmdigewicht 

bestehen zwischen dim 
Stabk riiften und den 
umgekehrten Angri lfs- 
kraften. Denkt man 
nun alle diese Krafte 
an die homologen Kno- 
tenpunkte von 0' verlegt, wodurcb das System (1) in die Lage 


Pig. 346. 


( 2 ) 


2*1 ; 2*2 f 2* 3 ) 



Fig. 347. 

von dem wir von vornherein 


• *; 2*u y 2 *v7 ‘ * a 2^k 

korumen mdge, so fill It auf jeden 
Stab von 0' ein Paar entgeg<uigesetzt 
gleielier Krafte, die wir diesom Stabe 
als „Stabkrafte 44 zusclireiben wollen. 
Das sind die frulioren Stabkriifto 
von die so alle in den S taken 
von 0' unterkommen , m it alleiniger 
Ausnalime der beiden gvsuohten Krafte 
t. n des Stakes .-I J,, derm A 'A' 

U7 P a c it 0 

ist zu A U A 0 ilielil parallel. Diese 
Krafte bilden also nueh ihrer Ver- 
le^unn* nach den Punkten 

jen tl i eh es ( } egen \ >aar t u , v . 0 , 
die An^rilislinien u. v an- 



a,', a ; 

t' 
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geben konnen: es sirnl die Purallelen m A U A V durch A u ' und 
JJ, Da nun dm Stahkriifte von <f>' aicli gegenseitig aufheben, 

so folgi: 

Sutz 2. Am Faohwork stehen die Krafte (2) nach Um- 
kehrung ihrer PfVile vereint mit dem Kraftepaar t t ' y tj 
im U leirhgew irhi. 

Hierdmvh sind die entgegengesetzt gleichen Krafte t u ', t v ' be- 
stimmfc. Man lindef sie leieht uuf dem Wege der Rechnung, indem 
man dan Uleiehgewieht der vorstehend genannten Krafte durch das 
Vermdiwinden ihrer Momentensumme ftir irgend einen Drehpunkt 0 
ausdruekt. Der orientierte Hebelarm der Kraft p H am Drehpunkt 0 
sei h x \ ih re absolute (inUJe p r (x - 1, 2, . . &); die absolute GrroBe 
von f M \ (J sei /, der Abniand von a und v sei h. Dann ist nach 
dem Sat'/.e von dor Moment ensunune: 


(Hj It j p x 1* A/k* 1 * * * d" Klh 

wo reehts das punitive oder negative Zeicheu gilt, je nachdem die 
linke State posit iv od«»r negativ int ; bin «tuf das Vorzeichen ist nam- 
lic.li )<t di<* Momentensumme von tj, t D \ die, wie bei jedem Krafte- 
paare, von dor Wahl ties Drehpunktes unabhangig ist. Aus (3) kann 
man / bererhuen. 


k Die kinematisehe 1 } Methode von Molir und Muller -Breslau 
bedient sieh y.ur Borerhnung von l einer Formel, die eine einfache 
Kolge dor f unnel i.“)i und de.s Dnintandes ist 7 daB auch die Krafte (1) 
im (Jleiohgewirht stehen, also am Drehpunkte 0 eine verschwindende 
Momentensumme habem 1st h" der orientierte Hebelam von p, am 
Drehpunkt O t so ist. demnaelt: 


O' 


V>. 


- 1 • * - + K 2h “ 

indem man ( * 1 ) vun (.*>) abzieht und A/— V' se ^ er ~ 

wahnte Forme! : 

(T>) h xVi \ h,p,d + hPk~ ±ht ' 

Hiennit \h\, I, his auf .las Vorzeichen der Abstand der parallelen 
Krafte p .. p\ und /.war kann h x ala der orientierte Hebelarm 
von p y am l>r«h|.unkt A y aufgefaBt werden; das Vorzeichen 
rechts in (T>) ist i minor nook so m wiiblen, daB es mit dem der 
ganzen Summe links ubereinstimmt. Bei positivem Zeichen es mam 


1' Die Method** wird 


k i n ematiflch 


genannt, weil die Geschwindigkeits- 
nrlp.r Kincmatik ent- 


624 



V. (irapkik. 


§ 104 . 


das unbekannte Kraftepaar tj, t; positive Drehung, bei negativem 
aber negative. 

Im ganzen wird Formel (5) vor (3) kaum einen Vorteil bieten. 
Jedenfalls aber konnen wir hiernacb t berechnen. Bei der Figur 346 
lautet z. B. die zur Berechnung dienende Gleicbung: 

Ihlh + KPt + KPu + KPv — ^ ht- 

Damit ist die Aufgabe der direkten Bestimmung einer beliebigen Stab- 
kraft eines stabilen, einfacben Fachwerks gelost. 

5, Wir sehen hieraus, daB das stabile , einfache Fachwerk zu 
jedem Angriffssystem eine einzige Losung des Spannungsproblems gibt: 

Satz 3. Das stabile, einfache Fachwerk ist statisch be- 
bestimmt. 


Da nmgekehrt das statisch bestimmte Fachwerk auch stabil ist 
und gerade so viel Stabe hat wie ein einfaches Fachwerk mit gleicher 
Knotenzahl, so folgt: 

Satz 4. Das statisch bestimmte Fachwerk ist stabil und 
einfach. 


In diesen beiden Satzen gipfelt die ganze Theorie des Fachwerks. 
Jetzt konnen wir von den verschiedenen Arten der Fachwerke folgende 


Ubersicht 


geben: 

A. Stabile Fachwerke. 

1. Statisch bestimmte: s = 2k — 3. Diese Fachwerke werden 

durcli Wegnahme jedes einzelnen Stabes instabil (cl. h. sie 
sind einfach). 

2. Statisch unbestimmte: s = 2k — 3+;>. Sie haben p iiber- 

zahlige Stabe, die unbeschadet der Stabil i tat beseitigt 
werden konnen. 

B. Instabile Fachwerke. 

1. Infinitesimal bewegliche im „Grenzfali“: ,s = 2/r— • 3. 

Das Fachwerk ist singular, d. li. es gibt gleieh gegliederte 
Fachwerke mit anderen Stabrichtungen, die stabil sind. 

2. Infinitesimal bewegliche mit s = 2k — 3 + P Staben. 

3. Endlicli bewegliche ohne infinitesimale Beweg- 

lichkeit (z. B. der Inversor, Bd. II, Fig. 32 und 33). 

4. Endlich und infinitesimal bewegliche. 


Die instabilen werden uns weiter nicht mehr beschaftigen. Die 
statisch bestimmten werden durch Einziehung neuer Stabe statisch 

ii* i Ti/r i i i • j j i • • n . i _ 
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stefcs von don Auflagem ablosen und die Wirkung der Auflager 
durcli Auflagerreaktionen zu ersetzen sucben: wo das nicbt moglich 
ist, wird die Lasting des Spannungsproblems statiscb unbestimmt. 
Werm man z. B. den Polonceau-Trager der Figur 323 an beiden 
Enden vollkonnnen starr an die Unterlage befestigte, wiirde diese 
unter anderem wirken wie ein Verbindungsstab u dieser Endknoten- 
punkte; in it diesem Stabe ist aber das Fachwerk statiscb un- 
bestimmt, gestattet also unendlich viele Losungen des Spannungs- 
problems, wobei die Stabkrafte von u willkurlicb vorgescbrieben 
werden kdimen. 


(>. Der Satz 2. ist auch die Grrundlage der Kraftepaarmetliode 
von Hehur. Nimmt man zum Kraftepaar t u ', t v ' nocb eine der um- 
gekehrten Angrifiskriifte, so halten diese drei Krafte den ubrigen 
Angriffskriiften das (lleiehgewicbt, d. b. die Resultante r der 
iibri’gen Angriffskrafte ergibt jene drei Krafte als Kompo- 
nenten, wenn man r nach den drei Angriffslinien dieser 
Krafte zeriegt, die natiirlich so gewiiblt sein miissen, daB sie nicbt 
durcdi denscdlxm (uuendlich fernen) Punkt geben. Das bieraus ent- 


springcudeKonstruk- 
tionsvcrfahren wird 
durch die Figured 348 
nnd 340 hinreiehend 
erklart. Figur 348 
ist das smell in 
Figur 34(‘> (large- 
stellte Faehwerk; <!>' 
hat die Woken 

A, A, A.; A,' A 'A,:, 
von donen A : ' in 
den Schnittpunkt 
von und .1,, A r> 

verlegt ist, was nutn 
aber auch unterlassen 
kann; der zu untor- 
suchendo Stab sei 
A r> A r>? also u — f>, 
v =- (>. Durch Ac', 
A r ' werden die Par- 



rig. 348. 


allelen u\ v zu A A G nA _ 

gelegt, und />,' ist parallel zu p {) . Wir zerlegen nacb § 90 7. die 


Resultante k der Angriffskrafte jp e , p t , Pi, Pt, Pi “ acl ^ den 

'• qinH die Aiierrittskraite so 





ft: 

! 
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eingetragen, daB p v durch JP r JP r _ 1 dargestellt wird; O ist der Pol 
des in Fignr 348 eingetragenen Seilecks S 1 S 2 . . . S GJ day znr Verifi- 
zierung des Gleichgewichts der Angriffskrafte dient. In Fignr 349 

findet man r 5 = P 4 P f) . Urn 
diese Kraft nun nacli u, v ? p r J 
(Fig. 348) zu zerlegen, kon- 
struieren wir die Angriffslinie 
dieser Kraft mittely ernes Seil- 
q 9 ecks Sq S 1 S 2 S<{ S x ' zum Pol Q, 
dessen anBere Seiten S^S t '\S A S 5 
und S g 'S^\\SqS $ sich in einem 
Punkte S r ' von r 5 treffen. Die 
Parallele durch. Sr' ist also die 
gesuchte Angriffslinie von r 5 . 
Sie treffe v' in V. Dann *muB 
die Resultant© (> der beiden 
Komponenten von r h nach den 
Richtungen u und p h ' aid* A r ' V 
liegen, und zusammen mit der 
dritten der gesuchten Komponenten, die auf v liegt, wieder r [t er- 
geben. Zieht man also (Fig. 349) durch P 4 und P 5 die Parallelen 
zu A 5 'V und u' (oder A 5 A 6 ), die sich in Q r> schneiden mbgen, und 
macht P 4 JS = P 5 <257 so ist P 4 P = £ W ', und l\Q ti = (>, 

also 0 5 P 5 = C da 9 + 0 5 JP 8 = P 4 P 5 - -r 5 ist. Die Streeken 
P 4 P und JRQ 5 , die nur zur Erklarung der Konstruktion dienten, 
konnen bei der praktischen Ausfiihrung weggelassen werden: 
JP 5 O 5 ist gleich P 4 P = t u ', und damit ist die Kraft des Stabes A X) A r> 
am Punkte A 5 bestimmt. Die anderen findet man jetzt miihelos. 

7. Da die Stabe des Fachwerks sich schneiden, so ist die tin- 

mittelbare Anwendung des Krafteplanverfahrens ausgeschlossen. VVir 

miissen daher das Krafteckverfahren anwenden, tun dies aber mit 
der Modifikation, daB wir die den seehs Knotenpunkten enfspretdienden 
Kraftecke an das Krafteck P 0 . . . P 6 der Angriifskriifte lagern. Zum 
Knotenpunkt A b , der durch Konstruktion der Stabkraft l\Q x , von 
A r> A 6 aufgeschlossen ist, gehort so das Krafteck Ebenso 

gekort das Krafteck 0 5 P 5 JP 6 Q 6 zu Q R T K l\Qx zu A . y ; O v l\ VJ}» 
zu A* Q s JP 2 JP a Q 3 zu A a ; Q a JP s JP 4 Q 4 zu A 4 ; Q, I\l\Q a m A u . 

8. Damit ist denn doch eine Art von Krafteplan erzielt, nur 
kommen die Krafte der Diagonalen des Sechsecks A 1 A 2 A :] A [ A X A X) je 
zweimal darin vor. Macht man nock Q./J = Ox Or, (Tig- 349), so 
tritt jede Diagonalkraf't sogar dreimal in Figur 849 auf: die Kraft 
der Diacronale 
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A A am Knoten A t ist Q x Q e = Q,Q = Q s Q i} 

A A „ „ A „ Q.Qi = QQe = QM, 

^ » » ^3 » QsQz = QiQ = Qr,Qe- 

Versueht man, den Eckpunkten des Krafteplans in der Figur 348 

je eine Yieleekflache zuzuordnen, so wie es bei den anderen Krafte- 
pliinen war, so gelangt man zu der dnrcli eingeklammerte Buchstaben 
in Figur 348 bezeichneten Anlage, bei der sofort auffallt, daB die 
Sclmittpunkte X , Y, X der drei Diagonalen wie wirkliche Knoten- 
punkte bohandelt sind. Wiiren es Knotenpunkte, so mliBte z. B. dem 
Stabe XY in X die Kraft Q nnd in Y die Kraft Q A Q zukommen, 
was auch die Krafte von A ti A G selber sind; jede Diagonale wiirde 
also in drei Stabe zcrfallen, die bis auf das Yorzeichen gleiche Krafte 
batten. So iesen wir es aus dem Krafteplane ab. Das laBt sicb aber 
vorberseheiL Zunachst gilt namlich der 

Satz 5. YVenn man den Scbnittpunkt zweier Stabe eines 
stabilen, einfachen Fachwerks ft von fc Knotenpnnkten 
als unbelasteton Knotenpunkt einfiihrt, so erhalt man 
ein stabiles, einfaches Facbwerk ft +1 . 

Dor Vennehrung der Ivnotenzabl rim 1 entspricbt ein Zuwacbs 
an zwei Stiiben, wie es naeh dor Formel s = 2k — 3 sein muB. Ware 
ft fl instabil, so wiirden in jedem Geschwindigkeitsplane 3>, in dem 
diene Instabiiiiat zum Ausdruck kame, die zwei Teilstabe, in die 
jeder der beiden in Rente stehenden Stabe von ft zerfallen ist, anf 
einer Geraden liegen, da der Geschwindigkeitsplan zum Fachwerk 
iso Ivlin ist. Ibis ware dann aber auch ein Gescbwindigkeitsplan von 
ft selber, der die Instabilitat von ft* beweisen wiirde. Ans diesem 
Widersprueh folgt, daB ft , stabil ist, nnd aus der Stabezahl von 
ft* + 1 folgt dann die Kinfachheit. 

Fiihri man nun X, Y] Z in Figur 348 als neue Knotenpunkte 
ein, so ist das so modifizierte Facbwerk inimer nocb stabil und 
einfacb. Naeh § {Mi, 8. d sincl aber in jedem der Knoten X, Y, Z 
die vier Stabkriifte entgegengesetzt gleich. Dieser Forderung wird 
entsprochen (lurch die Annahrne, daB auf jedem Teilstabe einer Dia- 
gonal des ft ( . die Stab krafte naeh GroBe und Ricbtung mit denen 
der Diagonale ’ selbst. iibereinstimmen. Da nun durcb diese Annahrne 
often bar^ den Korderungen des Spannungsproblems an ft geniigt wird, 
und als statiseh bestim rates Facbwerk nur eine Losung dieses 
Problems zuliiBt, so ist dies die einzig mogliche. 

Es zeigt sicb also, daB durcb Einfuhrung des Schnittpunktes 
von zwei Staben als neuer Knotenpunkt er wird ein idealer 
Knoten genannt — in diesen Staben nur eine Wiederbolung der 
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schon vorhandenen Stabkrafte bewirkt wire!, so daB man also <lurch 
Losung des Spannungsproblems des neuen Faehwerks hoi derselben 
Belastung zugleicb aueh die Losung zum urspriiiigliehen Fachwerk 
erhalt. Schur hat gezeigt 1 ), daB man (lurch Einfulirung passender 
idealer Knotenpimkte stets die Konstmldion ernes Krafteplans ermog- 
lichen kann. Dock sind diese Betraehtungen nielli: mehr elementar. 

Nunmekr ist die Figur 349 vollkommen durehsiehtig: sie ist der 
Krafteplan des g 9 . 

9. Indein wir die Schursohe Kraftepauruiethode auf die Zer- 
legung einer Kraft >\- nach ihren Komponenten auf drei nicht durch 
einen Punkt gehenden (ieraden hinausspielen Selutr selbst geht 
ein wenig anders vor 2 ) — , hissen wir ill re enge Venvandtsehaft mit 
einer anderen, ebenfalls von Schur angehenen Losung des Spannungs- 
problems hervortreten, die auf dieselbe Element araufgahe hinauslauft. 

Ein stabiles, einfaches Fachwerk ohm* Zweistabknoton hat min- 
destens seeks Dreistabknoten (§ 99, 10. 1. Die Methode des Dreistab- 
kliotens gekt darauf aus, die Stabkriifle an eiuem Dreistabknoten 
zu konstruieren. 

Satz 6. Durch Wegnuhme eines Dreist a b k nolens () mit 
seinen drei Staben OA, OB, OO win! ein stabiles, ein- 
faches Fachwerk in der Weise instabiL dab hoi Fest- 

haltung eines der noe.li vorltandonon M ii ho oino einzige 
Schar von Gresehwindigkei tspl linen mdtrlieli ist. 

Denn verbindet man die Beseitigung des einen Stakes OA uae.li 
§ 103, Satz 3 mit der Einziehung (duos nieht dureh O geheuden 
Stakes XY , der die Stabilitlit mid Einfaeldieil aufreehi erhiilt, so 
konnen OB and ()(■ unbesrhadef der Stabilitlit uini Einfaehheif he- 
seitigt warden (Satz 1 i. Ximmt man dann aueh A Y uiedcr fort, so 
ist nach § 103, Satz 2 eine einzige Sehar von ttesrhw indbjfkeitsplanen 
moglich, die einen Stab gemeinsam habon. 

Sei also <P'_ x ein (lesehwindigkeitspiau des ati» ,y dureh Weg- 
nahme von OX, OB, 00 entstehenden Faeliumk- ( P, 3 , der niit 
i den Stab MN gemoin babe. Donkt man nun das Spannungs- 
pioblem fur hei irgend eimmi Augrilfss^Wem golost mid diese 
Angriftskrafte und die Stabkriifte i parallel zu sieln nach den ent- 
spreckenden Ivnoten und Staben von <P { veriest. wnhei zu beaehteii 
ist ; daB jeder Stan von ( P k . j deni entspreehemlon Stale* von l P> j und 
von selber parallel ist, so win! in jedem Knotenpunkte von ( P^ V 
abgesehen von den zu A, B, O homologen Knoion A\ B\ 0\ Uleieh- 

1) 1. c. § 4 if. 


§ 100 . 
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gewicht bestehen zwisehen den umgekehrten Angriffskraften und den 
Stabkraften, mid die Stabkrafte in jedem Stabe werden entcregengesetzt 
gleicli sein. 

Um auch nocli in A, B\ O' Gleichgewicht herzustellen, muB 
man ersiclitlieh die Kriifte t A , t B , t c , die beim Fachwerk % k an A, 

B, 0 in den Stiiben AO, BO, GO wirken, auch in A', B', O' als 

;; Ersatzkriifte u (fur die fortgenoramenen Stabe AO, BO, CO) an- 
bringen; diese liegen also auf den drei Parallelen a, V , c durch A', 

B', O' zu AO, BO, GO, die sich nicbt in einem Punkte O' treffen 

konnen, weil man sonst eiuen Geschwindigkeitsplan von selber 
hiitte, der die Instabilitiit von beweisen wiirde. 

Wir haben jetzt also an den 1c— 1 Knotenpunkten von 
erstens die umgekehrten Angriffskriifte der entsprecbenden Knoten von 
zweitens an A', O' auBerdem nocb die drei unbekannten Ersatz- 
kriifte auf a, V , c, and drittens die Stabkrafte. Nun berrscbt einer- 
seits an jedem Knoten Gleichgewicht, also stebt auch das ganze 
System tlieser drei Arten von Kraften im Gleichgewicht; andererseits 
lieben die Stabkrafte einander paarweise auf. Daraus folgt: Die Er- 
satzkriifte and die umgekehrten Angriffskrafte an befinden sicb 

im Gleichgewicht, d. li. : 

Satz 7. Die drei Ersatzkrafte sind die Komponenten der 
Resultante der Angriffkrafte an auf den Geraden 

a, V , c . 

Hieratic, h konnen sie, \vi< k in Figur 288, S. 519, konstruiert werden. 


§ 1 0f>. An d ere Losungsmetlioden. 

1. Die kinemati.schen Methoden, mit denen wir die vollstandige 
Lasting des Spannungsproblems an stabilen, einfachen Facbwerken 
erzielt haben, beruhen auf den Goischwindigkeitsplanen, die der nach 
Wegnahme (dues Stakes mdglichen Bewegung des Fachwerks ent- 
sprechea. Die ( Jeseh windigkeitsplane sind zu dem so modifizierten 
Faebwerk isoldin, olme ihm iihnlich zu sein, und kommen nur wegen 
dieser Eigen.sc.haft in Betracht. Umgekehrt ist jedes zu einem Fach- 
werk isokline Fachwerk ein Geschwindigkeitsplan einer moglichen 
Bewegung. Es koimnt also bei den Methoden des § 104 alles darauf 
an, za dem gegebenea Faehwerk nach Wegnahme eines Stabes iso- 
kline Faelnverke zu fimlen. Das gelingt haufig ohne Muhe, besonders ; 
wenn man einen Stab festhiilt, an dessen Knotenpunkten zablreicbe 
andere Stabe befestigt sind. Wir wollen das nocb an einigen Bei- 
spielen erliiutern. 



630 


V. Grajthik. 


§ 105 . 


Vom Fachwerk Figur 350 wird man am boston wohl einen 
durch 2 aehenden Stab festhalfcen, weil Wi.ts.-r Kuot«n viw Stabe 
bat Wir° fixieren 12, beseitigen 56 und u.-hm.-n «i.-n (i.-schwindig- 
keLol 3' von 3 auf 32 willkiiriieh an. Ihulun-h ist dunn all* 
weitere eindeutig bestimmt. Der Gesehwin.l.gkedsphui .st 1 23'4'5'6'7'. 
Die Stabkraft von f>6 kann also nach dent Wrlahn-n von Sehur 
konstruiert werden. Darauf ist -las Knitto.-kverfahreu an- 

wendbar. 




2. Das Fachwerk in Figur :»M mu. - i t sieh durch 

den eingezeiehnefcen fiesrhwiinligkeit^jilun 1 :'.>!.>*> , - als instabil, 
weil dieser zu deni Fachwerk iso] Jin, ah«r n ; * * 1 - 1 niinlmh i-l. 

Vom Fachwerk Figur • kC* halten wir n ; r «i»*n h n»»t enpuukt. A 
fest und beseitigen den Stab /dA. Da <im nuv*. A gem-mien Stake, 
wenn sie sich iiberhaupt bewegen, nur ♦*nn Dcmmcc tin; 1 ;ti is! uhri*n 
konnen, so inussen di ♦* Uenrhu indigkeit - j** uuvr I '.u*.p ankle ant den 
Stiiben liegen. Wir nehmen also l . ant A l , urn; f nut il will 
kurlich als Gesdiwindigkeitsp'd* \«.n l , i an wmi /** ken durch 
dieselben zu Bl\ und />/k die Paralhden, A • - u >u ll tndlen 
mogen. Dann bestinimen die Paralbbu d.uv ' I nm; ll z n Al ;I 
und B U<y don Punk! l' \ zu Al . uini III _ »n n P> v.i / zu J / , 
und BUr t den Punkt / Darauf zmnt m.u n die 1‘miktf 

US, . die Para Helen zu d-n Wr? :kahr ...... hc-.jinimt auf 

diesen von A ausgehend die Punkt*- , .. . n Man kmmtp 
offenbar l r t ' liiit f\ zusamnn-nfallcn la ua .* n> 1 merting *les 

Stabes Al \ entspreclieu wiirde. Dann v. .*;•» r u.t < lent* hviiulig- 

keitsplan zu sehr in die Figur d« - 1 ht? *h * * r’. > n.-: <- j. ». >at**n. 

Hat man die Siabkraitr vm: ll** nm-r b.-m Verfanpm van 



Schur konstruiert, so findet man zu den Knotenpunkten die Kraft- 
ecke in der Reihenfolge O 5 , t/ 5 , 0. t) CTj. O 3 , Cj, 0 g, 11% , 0 1( Ui, A., B. 
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;j. Nicht immer golingt der Greschwindigkeitsplan so leicht. Des- 
halb 1st os gut, sich auch mit anderen Methoden yertraut zu 

maehen. Die Methods <l«s falsclien Ansatzes von Saviotti hat das 
Angenehme, daB alle auf die Losung zu verwendende Yorarbeit dazu 
dient, die unget'iihre . jp y 

Form des K rilfteplans 

festzustelbm. DasVer- 

fab mi muge an dem \ X. F / 

Fachwerk Figur ;b r );5 \ / 

erkliirt, warden, . zu \ J3 J -q / 

dem iibrigens leicht ^ ^ \ JL / 

■ein (Jeschwindigkeits- " " p XXy / JS * 

plan zu linden ware. fs / 

Das A ngri Ussy stem / A 

besteht aus den vier / ^*^*****=**^ 

an 1, 1>, 4 wirken- V' - 

■den Kriifton l\ P a , Z' \ 

p,i\, r,i\,, iV'i, 

die zur Anlage nines Pig. 353 . 

V« .«.»» - trrUK p:»» 

zunaclist nur, daB seiuc Loke A 
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4:. Jetzt macht man einen zweiten Versuch, indem man A auf a 
die Lage A" einnehmen laBt und ; wie beim ersten Versuch, die Kraft- 
ecke A"I\JVE",A"E"E", A"E"B", A'B'C " zu 2, 7, 6, 5 kon- 
struiert. Audi C" hat nicht die richtige Lage C auf c. Wenn man 
nun die Strecken A' A , B'B", C'C", E'E ", E'E" durch die Punkte 
A"', B'", C } D j E (nicht in der Figur) in demselben ubrigens 
beliebigen Verluiltnisse teilte, so erhielte man offenbar durch Ver- 
bindung dieser Teilpunkte einen der Annahme yon A in der Lage A!" 
(auf a) entsprechenden (falschen) Krafteplan, denn es ware z. B. die 
Strecke B'"J)'" in dem Trapez B'E'E'B" zu B E' parallel u. s. w. 
Daraus folgt, dafi, wenn A'" die Gerade a durchlauft, die Punkte B'\ 
C'", E"' auf B'B", C'C", ED", E'E" wandern. Nimmt man 

also C"' im Schnittpimkte C von C'C " mit c an, so trifft die Parallele 
durch C zu (■' A' die Gerade a im richtigen Punkte A . Darauf findet 
man B, E, E entweder durch abermalige Konstruktion des Krafte- 
plans, oder indem man die Parallele durch A zu A'B' mit B'B" in 
B, die Parallele durch B zu BE' mit E'E" in E und die Par- 
allele durch / ) zu I)' E' mit E'E" in E zum Schnitt bringt. 

5. Naehdem so zu den Knoten 2, 7, 6, 5 ; 1 die richtigen Punkte 
des Krafteplans gefunden sind, liefert das Krafteck BEE zum 
Knoten H noch den letzten fehlenden Punkt F des Krafteplans. In 
unserer Figur ish E zufallig mit P 8 identisch 7 so dab sich der 
Stab 554, dem in 55 und 4 die Kriifte 1\E und JPP 8 zukommen, als 
kraftlos erweist. in Kigur 55f>55 sind die auf Druck beanspruchten 
Stake doppelt ausgezogen. 

Das Wesen der Saviottischen Methode besteht nach diesem 
Beispiele darin, da ,15 man nach versuchsweiser Annahme einer Stab- 
kraft die Konstruktion der den einzelnen Knoten entsprechenden 
Kraftecke die iihrigcns nicht notwendig zu einem Krafteplan ver- 
einigt werden miissen so lange lortsetzt, bis man auf den ersten 
Widersprueh stdlit; darauf iindert man die falsche Annahme ab und 
wiederholt den Versuch geuau wie vorhin, bis man auf denselben 
Widersprueh stbBt, Dieser mag das erste Mai darin bestanden haben, 
da B ein Punkt X' nicht auf einer Geraden x lag; im allgemeinen 
win! auch beim z wtu ten Versuch der entsprechende Punkt AT nicht 
auf x li(‘geii. Dunn ist der Schnittpunkt Al you AT Al mit x der 
richtige Punkt des Krafteplans, von dem ausgehend man die iibrigen 
Punkte konstruieren kann. Kurz, die beiden falschen (unvollendeten) 
Kraftepliine Sl\ SI" bestimmen cine Schar (SI', SI") im Sinne des 
§ 1055, 2, der aueh der richtige SI angehort. 

Ein gates Obungsbeispiel ist auch das Sechseck Figur 348. 

7. Unter Vermeidung von Geschwindigkeitsplanen geht die Methode 
der Stab vertausch ung von lleimeberg darauf aus, das gegebene stabile 



und statisch bestimmte Faehwerk F tlurch Wegnahme von Staben 
x, y, 2, . . . und Eiufuhrung ebennovieler „K rsa .t/sta be” ^ _ 

in ein stabiles, einfaches Fachwerk </> zu venvandelu, an dem das 
Spannungsprobleni leicht losbar ist. Es tragi sirh chum nur, wie daraus 
die Spannungen von F selber bestimmt warden k Innwn. Wir setzen 
vorlaufig voraus, daB dan so ,,ahgeleitet e” Far h work 0 die- 
selben Knoten hat wie F. Eh ist claim kein Knoten von F durch 
Wegnahme der Stabe vollig beseitigt worden; man hat also an jedem 
Knoten von F noch mindestens zwei Stabe gelassen. Ferner ver- 
binden die Ersatz stabe von <P nur sohon an F vorhandene 
Knoten. 

Da nun F und <£> die Knoten genieinsam hahen, ho ist ein An- 
griffssystem (P) von F aueh an 0 ini Uleirhgewirht. Ks sei nun 
das Spannungsprobleni zu (Pi am hurhwerk <p geldst und hahe ftlr 
den Stab u an seinem (beliebig deiinierteni ^Anfang^punktF* die 
Kraft r u ergeben; in den Sirerken j\ ,.\ . . . von <I > , die ja keine 
Stabe von 0 mehr sind, fehlen naturlirh aurh die St aids niffe. 

Wir bringen nun an 0 in den beiden K nntnipimktm des herauK- 
genommenen Stakes x auf der (ieraden r ein Paar entgegengeHctzt 
gleicher Krafte (+ A* r; — A* r ) an und Ibsen das SpannungHprobiem zu 
diesem aus (+ k x , — A*J besteheuden Angrirtss\ steme. Die St ahkraft 
des Stabes u in seinem Anfangspunkte net r 

Ebenso lassen wir darauf an 0 in den HudpunUen den heraus- 
genommenen Stabes y ein Kraftepaar i - A , l, ! wo ken und Insen 
das diesem einfaclien AngriftsHysiem entspreehrnde Spanuimgsproblem; 
es moge fur den Stab u in seinem Anfang-punkte tin* Kraft r " er- 
geben. Ahnlieh sei r/" die Kraft des Stabe,, in seinem A n fangs- 
punkte, die bei der Belastung des Fachwerk- 0 out eim-m K rfifto- 
paar (+/**., — A'.) an den Kndpunkten der Stre«d.e auf der (ie 
raden s eintritt, u. x. w. 

8. Nach dem Superpositionsge-etz ent.spnrht boon dem AngriiKs- 
system 

(1) (21) = (?; + «(>/•> A',-' * d ? A,, /. ;* A, A, ! ... 

des 1 achwerks <P im Stabe u an seinem An fan*/ -pun life die Siabkraft: 

( 2 ) t„ ~ T„ - cr,; . ;ir " ■ yr " • ••. 

wo a, fi, y, . . . beliebige reelle Zahlen hedeiiten Die-e surheii 
wir nun so zu bestim men, dab die Krsat z*t ;i be £, J/t J, . . . 
von 0 kraftlos werdeii. Das gibt fiir c. J, . . . die Hedingungx- 
gleichungen: 
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0 ™Ti + *Zi' + W+ yt " + ... f 

( 3 ) () = S + oct' + fa- + yz'" + . . ., 

0 f; -|~ % u + faA -f- y%£* -f . . • ? 


deren Anzahl mit der der Unbekannten ubereinstimmt. Hat man 
cc, /J, y, . . . aus diesen Gleiehungen berechnet und in den Formeln (1), 
(2) eingesetzt, so hat man ein Angriffssystem (1) an ®, das die Er- 
satzstilbe spanuungslos lalit. Wir denken uns nun die Krafte (1) 
nnd die ihneu entsprechenden Stabkrafte an die entsprechenden Kn oten 
yon F verlegt und betrachten die Paare a(+i B , — 
y(+^„ — /O; • • •? die auf die Stabe x,y,e f ... fallen, als Stabkrafte 
dieser Stabe, wo zu beaehten ist, dafi wir die Yorzeichen nmgekehrt 
haben. Jetzt herrseht in jedem Knotenpunkte von F Grleichgewicht 
zwisehen den Stabkraften und den umgekehrten Angriffskraften, d. b. 
wir haben am Fachwerk F das Spannungsproblem zu dem 
Angriffss vstem (P) gelost. Im Stabe u von F wirkt demnach 
am Anfangspunkte die Kraft t uf die sich aus (2) mittels der aus (3) 
flieBenden Werte von a , fi, y f ... berech.net; das gilt fur alle Stabe 
von F y die hei der Herleiiung yon (p nicht herausgenommen werden. 
In diesen dagegen, also in x } y y z y . .., hat man die Kraftepaare 

«(+/■',»■ /*< i y(+k»—K)t 

{). Pm zuniichst den Schematismus der Losung durch ein Bei- 
spiel zu belegen, nehmen wir das von Muller -Breslau 1 ) und von 
Ilemmberg") hehandelte stabile und einfache Fachwerk Figur 355 
mit 11 Knotenpunkten. Win man sieht, ist kein zweistabiger Knoten- 
punkt vorhanden, und die Losung des Spannungsprohlems ist ohne 
Vorbereitung niehi mdglioh; die Schnittmethode yersagt. LieBe sich 
aber briweisen, dab dan Fachwerk durch Wegnahme der Stabe x = OA 
und y />/> und ersatz weise Einfiikrung der Stabe £ = AB und 
7 / ■ llll die StabiliHit und Eintachheit nicht einbiifit, so ware an 

dem so modifizirrten Fachwerk ( P die Losung leicht. Denn nun ist 
0 ein zweistabiger Knoten, zu dem das Krafteck sofort hingezeichnet 
werden kann; dumit; sirnl die Stabe 1 und 2 erledigt. Jetzt sind am 
Knoten ( < nur zwei unbekannte Krafte, namlich die der Stabe 3 
und 4; diese kdtimm also ebenfalls konstruiert werden. Damit ist 
der Knoten K aufgesc.h Lessen, womit die Stabe 5 und 6 erledigt sind. 
Diinn kommt 1 ) mit den Stiiben 7 und 8 an die Reihe, G mit 9 

1) \! filler -Breslau, ( iraphisclie Statik der Baukonstruktionen, 1887, S. 212. 

2/ Hcnnrberg, fiber <lie Bildungsgesetze der Fackwerke und deren Yer- 
weudung bei der Bestimmung der Spannungen, Zeitsckrift fur Architektur und 
Ingenieunvesen, .Jalirg. 1003, Heft 5. 
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und 10, F mit 11 and 12, J mit 13 and 14, ll m it l. r > ( Um j , , ^ 
mit 16 (und |), K mit 17. I)a also das Spamniiigsprobiem , m ’ ^ 
fur jedes Angriffssystem eindeutig Idsbar ist., so ist <I> statisch be- 
stimmt, also stabil und einfach. 1st nun an F ein Auirrili'ssvstem (P\ 
gegeben, so bat man narh Hermeberg zuerst dieses Svstem'an <I> an- 



A 


zubringen und dio Sparmrnigen t'iir <1> zu lu-iimim-n, was Vl)r . 

liegenden Facbwerk lei, -lit mit dm- Kruftepiaumethode 
kann. In dem beliobigen Stabe « sei so j n s.-inem uillkii'rlirh deli- 
nierten) ,,Anfangspunkte“ dio Stabkraft r gefunden Durant' bring, -n 
wir an tb in dan Eudpunkten des henuisgenomnieuoii Stabes r 10 
ein auf x liegendes Kriiftepaar /. an. / ,. t vva nii\l 

k x an 0, und bison das Kpannimgsproblem zu /. , /. a | s \ n [ 

griffssystem. Die Stabkraft. auf «'s,*i in, Anfanusp.mhte' ,,bd,.h r 
Ebenso bringen wir an den Kndpunkteu des b.-raasg-uo. 
btabes y — I>1) auf y ein (iegmpaar • Z , / an> , j- ;U{ j> 

7 k v an -D, und losen abcrmals das Spaiinuiiosprobb'iu. das t'iir „ j lt ! 

A VI -Prt l.i., .1! r. r r*l t t I 


Anfangspunkte die Kraft r " ergebm 


n. 


a till 


1 J/.f man 


f t( t ( • t;r ' 


und suebt die Parameter «, p so zu j j m m<-u 
stilbe l, rj kraftlos bleiben. Das gibt: 

0 r : nr ' 

1 ‘ 

( ) . X f -f- (CT f < 


wodureb a, p bestimmt sind Die 

171 i , 

rnit dir^.-n 


daii dir K rsatz- 


itormel t u — r, ( -f «r/-b fir" gibt dann die l,r, un ,r v 

problems zu (Pj am Fachwerk F fur all 


LTridldrfe 


mein hat; in % dagegen hat man 


^ -anmirigs- 

Sfdbr, t iit* y niit 0 m*- 


m ( > nud A dir Kriitfi 


n nd 


§ 105 . 



- i>» y a» J) und B die Krafte + pk y und - /Jft Damit ist 

das Problem fur F vollstandig gelost. 


10 # hs i)leibt nur noeh zu erklaren, wie man in der zweck- 
miiBigsten Weise die Ersatzstabe eintauscht; es leuchtet zwar hinterher 
ein, daB unsere Wahl gut war, aber roan sieht nicht, wie man darauf 
komnit. In manehen Fallen gelingt es, durch einen gliicklichen Griff 
das Riehtige zu treffen, wie das besonders Muller-Breslau durch freiere 
Verwendung de.s G rundgedankens der Hennebergscben Metbode ge- 
zeigt lmt. Henneberg selber legt mebr Wert auf methodisches Vor- 
geben und stiitzt sich auf die Tatsaehe, daB ein statiseb bestimmtes 
Fachwerk stefs zweistabige oder dreistabige Knotenpnnkte bat. 

VVenn, wie in unserem Beispiele, zweistabige Knoten fehlen, so 
nirnmt man an einom Knoten 0, von dem drei Stabe OA, OB , OC 
ausgehen, einen Stab, etwa OA, hinweg und stellt durch Einfugmig 
eines geeigneten Ersatzstabes die Stabilitat und Einfacbbeit wieder 
her. Dan ist naoh dem Schurscben Satze § 103 ; 7. stets moglich. 

Nach Henneberg kann dieser Ersatzstab unter den 
Strecken Alt, BO, OA. gewahlt werden, die nicht samtlicb be- 
reits Stilbe den Faehwerks sind. Nach. Wegnabme von OA wird 
niimlieh wiser Fachwerk F instabil, gestattet also isokline und nicht 
almiiclie (mHrhwindigkeitspliine <P'j in diesen kann sich das Dreieck 
A. BO nicht durrhweg als geometrisch starre Figur verhalten, weil 
sonst atieh O durch 0 It und 00 mit ABC starr yerbunden ware 
— - abgesehen von den in Satz 3 § 103 genannten Ausnahmef alien — 
und ;m dieser Tatsache wiirde durch Einzieben von OA nicbts ge- 
andert. Dunn hiitte man isokline, aber nicht ahnliche Gescbwin- 
digkeitsjdiine von F selber, wodureh die Instability von F bewiesen 


wiirde, im Widerspruch zu 
der VorauKseizimg. Daher 
ist die Angabe llennebergs 
mit den envahnfen Aus- 
nahinen riehtig. 

11. Welehe von de.n 
Strecken Alt, IK 1 -, OA /){ 
sich zur Kinfugung eincs 
Ersaizstahes § eignet, liiBt 
sich i in ailgemeineii nur 
auf Grand (dries Gcschwiie 



digkcitsplanes heurteilen. 


Fig. 350. 


Will man auf dieses Hilfs- 

mittei verziohten, so muB man die Walii auf gut Gluck treffen; sollte 
der so gewiihlte Stab /.uiiillig die Stabilitat uicbt berst’ellen, so wiirde 
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sich das, wie wir ixn niichsten Artiktl sehen werden , hinterher 
herausstellen. Wir entscheiden uns in unscrew Brispiel lih* den 
Ersatzstab AB. Durch die Entfernung von OA ist O fin Xweistab- 
knoten geworden, den wir unbesehadet dor Stabilitat in it. den Staben 
OB und OC beseitigen konnten. Das wollen wir vorii bergehend 
wirklicb tun. Darauf konnen aus demselben Drundo ( If und ('E 
weggenommen werden, daraut hi 1 , h(i und b />, /' //, so dab schliefi- 
lich das Fachwerk Figur 356 r ) iibrig hleibt, das swher finlmdi und 
stabil ist, wenn durch die Vertauschung von ,/ mit t die Stabilitiit 
nicht aufgehoben worden ist. 

12. Das Fachwerk Figur 356) hat nun wiederum keinen Zwei- 

stabknoten, wird aber durch Wegnahme von // />/> und ersatz, weise 

Einfiigung von r) = Bll anlgesehlossen. Das so entsteheude Fachwerk 
ist aber statisch bestimmt, denn man kann bei beliobigem A ngri {In- 
system e zuerst die Stabkrafte in IHI, I>ll eindeutig bestimmen, daim 
in GJ, GA , in JH, JK, in KA.Kll und endlich in A 1L A If, HH. 
Damit ist bewiesen, dab die vorgenommenen Stabvertuusdumgen die 
Stabilitat und Einfachheit nicht aufgehoben habrn: ware das zidetzt 
erhaltene Fachwerk instabil, so wiireu die VertauM-hungen nicht siimt- 
lich erlaubt gewesen. Nun ist attch das Far it w »• r k 0 statisch 
bestimmt, das aus deni ursprii ngiirhen Far h w «*r k /’’durch 
Vertauschung der Stiibe if mit >, hervnrgrbt: dmm von 
0 gelangt man zu dem letzten Fachwerk Figur 350 dun-h Iblgrweiso 
Wegnahme der Stiibe von Zweisfabknotcn, was do* statisch** Be- 
stimmtbeit nicht beeini riichtigt i‘§ 104, Sat/. 1 : <l> ist aber da- Fach- 
werk, mittels dessen man nach Artikel 0 das Sj>annunL r 'prohIem von 
F selber losen kann. 

13. Der KunstgrilV, die Zweistahknoten >a m : : iliivn St iil m*h nach 4 
und nach wegzunehmen, erleichferf dir FhrrMrht «/;m / m-hridirh. Ist 

ein stabiles, emfaches b achwerk b gegrhrn. s» » t/'datcj? man iiumnchr 
zu dem entsprechenden Fachwerk <l> t da> di* Method* \«m j I»*nnehcrg 
verlangt ; auf folgendern VYVgr: Man hrsritigt all#* Xu mstabknoten 
mit lhren Sttiben, aucli die, welche aut dw^r Wwn** /u Xwnstah 
knoten werden, bis schlieBlich ein Fachucrk .dun- Xu mMubkimten 
hbiig bleibt. Unser Beispiel betrnt cm tad wwk, w*i <i**ni dirsc 
Vorbereitung nicht notig war, indem zu .■ i- taiour#* i\ri«.fcn v<m v«»rn- 
herein fehlten. Jetzt ist sicher rin Knotrn n mi* mir dm Sf-ilum 
OA , OB, 00 vorhanden. Killer ilitvim, w w ;i ,/ 0,1, vvinl licsciti^t, 

und durch einen nenen Stab g crsefzt, «l.. r unt.-r .!••» St AH, 

BC, OA ge wiih It werden darf. Duduivli wir.i n .-in /.wi-i-talikimten; 


1) Vergl. Figur U50. 
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dieser wire! wiederum mit semen Staben beseitigt, und dann der 
Reihe nach jeder Knoten nebst Staben, der durcb diesen Yorgang 
zum Zweistabknoten wird. Bleibt schlieBlich ein Faehwerk ohne 
Zweistabknoten iibrig, ho hat es sieher wieder (mindestens sechs) 
Dreistabknoten. An eineut von ihnen verfahrt man wie bei 0, in- 
dein man einen seiner Stiibe y wegnimmt und dnrch einen Verbindungs- 
stab tj 7 , wooer der drei I’nnkte ersetzt, nach denen von jenem Knoten 
aus Stiibe lihifiiltren; ho fiihrt man fort, bis man auf ein Faehwerk 
stbBt, an deni dan Hpanmmgsproblem losbar ist. Nimmt man nun 
die im Laute dieses Reduktionsverfahrens vorgekommenen 
Stab vertau sell ungen an dem Faehwerk selbst F vor — wobei 
also die Wognalime der Zweistabknoten unterbleibt — , so erhalt 
man ein zur Anwendung der Hennebergsehen Methods 
(Art. i), 10) geeigneiies Faehwerk <2>. 

14. Mit einer Stabvertausehung reicht man bei dem in Art. 2 
besproehenen Faehwerk Figur ;b r >2 aus, wenn man etwa 0 B U S durch 
A It erset/.t . Man bereebnet dann die Krafte auf 0 a U B nach dem 
JiennebergHidien Verfahren und bestimmt die iibrigen Stabkrafte in 
der Heihenfolge 0,0., , 0,0,; 0,O r „ 0 4 ?/ 4 : O r> B, 0,17 5 ; 0,0,, 0,l T s ; 

0,-1, o.r,; /• a,i\ /,*; f',A, uji-, ir,A, u t B ; u<a, cr 4 j? ; U S A, U 5 B>) 


§ lot). Das elastisdic Faehwerk. 

1. His jet/.i balien wir angenommen, daB jeder Stab ©„ eines 
Fae.li werks das tinier Kinwirkving eines Angriffssystems (U) ihm zu- 
koinriiende Kriiftepnur t'/J'' 1 , — tj ,r >) vollkommen zerstort. In Wirk- 
lie.likeit erfiibrf. aber der Stab durch dieses Kraftepaar eine Ver- 
liuigerung oder Verkiirzung, jo liachdeni es sich um Zug oder Druck 
liandolt. Indent wir ittt folgondon den Druck als negativen Zug, eine 
Stabverkiiraing als negative Verliingerung auffassen, und den Zug 
iaiiner positiv mesneti, kbaiten wir Hagen, daB das Kraftepaar, das 
einen Zug von der (JroBe /0'> bowirkt, den Stab ©„ verlangert. Nach 
dent 1 1 o o k eselt<‘n (inindgeset/.o der Elastizitatslehre ist diese Verlange- 
rting dent Zttge. proportional, d. h., wenn wir noch einen anderen Zug 
von tier Unilie /to in Betracbt ziehen, so verhalten sich die den 
Ziigeu O' /j 1, etitsproeliende.n Verlangerungen B [U) l n , J {v) l a der 
Liinge des St.li lies 2„ wie die spanuenden Krafte: 


1) Oiesos Karltwerk otaiumt nebst (lor angegebenen Losung von H. Kayser, 
Kig. 1.H1IH, Nr. <> and 7. Wir entnebmen es der oben (S. 635) zitierten 

Ahhiindlun^ von Heimeherjjr. 





,(1) : J ' - tj 

oder: 

( 2 ) •/' / 

2. Die bei dem Zuge i/M k * eiritretende \ erldngerung des 

Stabes bereclmet sieh naeh dem Klasti/itii mittels der 


Formel 

<3) 



E eine Materialkonstante, den „ K 1 :ih f i z i f ;i f ** m « »d n 1 “ des Kisens, 
iund f a den Querschnitt des prismatisrhen Stabes bezeielmet. Da der 
Zug t< a U) in der Teclmik dureh eine positive An/.ahl \o» Kilogramm 
gemessen wird, hat E die Dimensionen 1 1 d»*s Dhiof mutea aus i kg dureli 
das Quadrat der Langeneinheif. Kin* SehweiB- umi isi etwa 


t (4) E — 2 W MX mi kg mr 2«w«i t mr. 

wenn t die Tonne ( lono kg be/.eieluirt. 1 1 1 1 * » 1 uc * * unsnvr l berein- 
ikunft, Zug positiv zu messen und I >ruek al> negativu Zug aufzu- 
fassen, ergibt sieh die Stabvarlangening am-* .» au«*h hiiiHiehtlich 
des Vorzeichens riehtig. 


3. Die Lehre von der elastisehen innuamimang de>* Faehwerb 
unter der Einwirkung irgend einm ArmrnlD -v tnns lalh sirli «•» ein- 
fach begr linden, dafi uuBer den vorankC* h* mb i Hih'm<nm*Iii an* der 
Elastizitatsthoorie nur noeh der MonientensuJ/ d**r Stal k ^rfurderlich 
ist. Wir gelien aus von einem staluien aber ? i t* i<t mu wendig ein- 
faelien) Fachwerk A' von /,' Knotm umi 


< 5 ) * M •**> /• 

Stiiben, das deni Angritfksvstem (\ iuMelo-mi an > d** ( . hraften 
({G) l\, (\ 2J .... ( an den Kmu.- ! , , 

?ansgesetzt ist. Die absolute liroib* «mr krai'? t «•, / I** jedrm 

Knoten besteht Dleiehgeu iebt zuiem-n «i»*n «b-m m / »*nt- 

sprechenden Stabkrafteu / ‘ , o 1, , ami •!<*’, amm*kelirfen 

Angriifskniften. 

Wir drelien nun -iuntliehe >f a o k r.". n r and die u in - 
gekehrten A ngr i H'sk rii ft »• urn I L r«* A : v i : t‘i pankte in 
positivem Sinnr uni ‘J<» lirad. Dana h-i..-’, aueh di»* 

gedrehten Kriifte an jedem Kimt.ut * a r - .e i. nn M len-h- 

gewi eht, 

und die Summe ihrer siatisrhen Munmni*' .r nvvmi . mm Drehpunkt 
ist daher gleieli Null. \ <>n dies»*r mntaehen { m*n» vmuuulrii 


1) Verffl. S 15. u. 
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wir nur die Folgerang, dafi auch die Momentensumme aller ge- 
drehten Kriifte verschwindet. ° 

Die gedrehte Kraft U y mit V„ den orientierten Hebelarm von U x 
an 0 mit k y bezeichnend __ 

{Fig. 357), haben wir dem- 
nach die Gleiclmng: 

(7) l 1 h =- J';’/ 

\* ) y ,l y — ^ l ’o l (f j 

X 0 

(x-1, 2, a- 1,2,...,*), 

da die Zugkriifte an beiden 
Enden des Stabes ©„ durcb 
die Drehung in ein Kriiftepaar 
vom Momente l 0 f ( f r * iibergehen; 
die Summe der Momente eines 
solehen Paares ist von der 

Wahl des Drehpunktes unabkangig und eben gleich dem „Moraente“ 
des Kniftepaares (§ 3, 9.). 


Fig. 357. 


V l cr 

! \ 
A J 


l /to 

! 

l 

i 

j 

V. 1 

'rf-i— V— - 

1 

i 

i 


+. detzt nehmeii wir fiir die Knotenpunkte von § neue Lagen 
I', 27 // an und verbindeu diese neuen Knotenpunkte ebenso 

zu einem Faohwerk )%', wie die urspriinglicken Knotenpunkte zu dem 
Faohwerk "ft verbunden waren, unbekuinmert darum, ob stabil ist 
odor nicht. Dann ist mit § gleichgegliedert, aber nicht not- 
wendig isoklim Eh wird also der zu @ 0 homologe Stab ©/ von 
dense n Ijilngt* wir mit /„' bezeichuen, gegen ( 3 a eine von Null ver- 
schiedeue Neigung haben kbnnen, die irgendwie eindeutig definiert 
sei (Fig. 35Sj. 

Die gedrehten Kriifte des Fachwerks g werden (parallel zu sich) 
an die ent spreehenden Knoten von verschoben. Dann ist natiir- 
lieh aueh an jedem Knoten von Gleiehgewicht, und es gilt also 
eine zu (7) anuJoge Momentengleichung. Die Angriffslinien des ge- 
drohten Kriiftepaares von 3,/ haben die gegenseiti ge Entfernung 
/,/ cos u. i)} also ist seiu Moment gleich. IJ cos Ist h y der 

oriontierte Hebelarm dm* naeh % verschobenen Kraft TJ X am Dreh- 
punkt () y so ist denmaeh 

(K> K = 2V V u) cos fV 

y. <r 

liierin set/.on wir cos 1 - 2 sin* und subtrahieren die Glei- 

cliung (7) von (S). Das gibt: 
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stande xx 


5. Diese Formel gilt ohne Einsehriinkmig liinsiehtlieh tier Ab- 
le xx. Nun setzen wir voraus, duB das Fuehwerk ,y' aus it 



hervurgeht, wemi ^ der 
deibrmiereiiden Wirkung 
irgi-nd eines Angrifls- 
svsifius ( J’| unfervvurfen 
win!. I lami ist 


in, l 


/ 




dif Yerlangermig, die der 
Stall 3,, miter dent Ein- 
llusse Mm (I'i crleidet. 
I lurch diese Aiulorungen 
der Staldiingen gelien die 
Kn<iten|>unkte vim ft i lUH 
den hasten 1, 2 /• 

in dir Iaigrn \\2\.,.J/ 


iiber, der Angrifikpunkt x von l’., rrlridrt al>«» riur Wim- hirhtmg xx 
und hj—h x = fi x ist die senkmdifr Prnjrkf imi dir^rr VrrHchbdmng 
anf die Augriffslinie von i /? grmrssrn mit jm *- it i v*mu <>drr nrgativem 
Vorzeichen, je naehdem die Projektim vmi z' in drr Kirhtung vun 
U x gegen x vorgesebobrn ist. odrr nirht. 

Da her ist V x {h x h/\ 1'/, dir Arbrit, 

an den Angriffspunkt z grk niijift r u Kratt 
wird ; wahrend das System \ V\ dm Punk? , 
schiebt (§ 22, 1.). 

Da hierbei die Kraft l\ fafsiirhiirh imdif am ( arhu- rk wirkt 


dir von der 
f geliMNtet 
n arb/ \ rr- 


das ganze System ((!) vielmehr mir zririmrri*rii an d. m F; M *h\vr rk i 

i i i • i i * . . ^ ” 


angebracht ist und die Arbeit C , nur formal ivrlmrn 
Wirklichkeit geleisfet wi rd, sn m*nnt 


d i < 


di, mrlif m 
man :r nnr i rt urlle ,k 

Arbeit. Ware das System i/'i mdien F; ;u ,i Fae|,«erk « irhsam, so 
wiirdeu ja ganz andere Versehiebnngen der Knmim einiivii-n. Anf 
der linken Seite von (Oj stehi demnael 
geleistete virtuelle Arbeit, wenn ,V 
miert. Wir bezeicimeii diese Arbeit mit 

(n) 2: i >. 

Wegen (10) ist also 
(12) Arbeit O') (7/) 


\ < Mn S \ - f i* in if I 
' a r ii V* r r k d rfur- 


Arbrit 


/ 


\ 




\ 


i / 


/ / / 


6. Liifit mail die Sysfeme i T.i mid . V an ,y dire I,*. die ver- 

tauschen, mdem (U) deformiert mid iT , rein zeielu.eriseh die He- 
wecf uner mitmar.bt mlf invilmr <» . . , 1 o i: . •» * 1 


§ 106. 


14. Das ebene Facbwerk. 
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(13) Arbeit <*> (F) = 2^ V) ^ U) l a - %2(l a + A u \ ) sin 2 \v a , 

a a 

wo v„ die durch (Jf) bewirkte Drebung des Stabes <&„ mifit. Unsere 
Absicbt ist, die Arbeiten (12) und (13) miteinander zu vergleieben. 
Zu diesem Zwecke bilden wir ihre Differenz. Mit Riicksicbt auf 
(2) ist: 

Arbeit (U) - Arbeit W (F) = 

— (t^ u) sin 2 sin 2 %v a ) 

a 

— sin 2 ^ - tmjm sin 2 ir a ), 

(T 

und indem man auf die zweite Summe noch einmal (2) anwendet: 
Arbeit ( n (U) - Arbeit W (F) = 

(14) - 22X X u) sin 2 *, *„ - sin 2 *„„) 

( T 

— 2 2ty u) 4i r) Usin 2 — sin 2 |v„). 

a 

Diese Gleichung ist nun weiter auszuarbeiten unter Beriicksieh- 
tigung der GroBenordnung ihrer Glieder. Links stehen Produkte aus 
Angriffskraften und den Verschiebungen der Knotenpunkte in der 
Richtung dieser Krafte. Diese Verscbiebungen sind im Vergleich zu 
den Stablangen klein ^von der ersten Ordnung. In der ersten Summe 
recbts stehen die Stabknifte, die von der gleichen GroBenordnung 
sind wie die Angriffskrafte, wie wir aus den zahlreichen Krafteplanen 
der vorangegangenen Paragraphen ersehen konnen; die Sinus der 
Winkel v„ sind noch kleiner als die Verschiebungen der Knoten- 
punkte und die Stabverlangerungen im Verhaltnis zu den Stablangen, 
ihre Quadrate sind mindestens yon der zweiten Ordnung klein. Die 
zweite Summe rechts ist noch erheblich kleiner als die erste. Die 
rechte Seite von (14) ist daher um eine GroBenordnung kleiner wie 
die linke und in der Annaherung, mit der sich die Elastizitatslehre 
begniigt, gleich Null. Also 

(15) Arbeit ( f/ ) ( JJ) = Arbeit W ( F). 

Aus denselben Griinden darf man auf der rechten Seite von (12) die 
zweite Summe unterdriicken und findet: 

(16) Arbeit < r t([/)=2f^ (|,) (r 

a 

7. Die Gleichungen (15) und (16) enthalten die Fundamental- 
satze der Lehre vom elastischen Fachwerk; Gleichung (15) ist der 
analytische Ausdruck fur den 


v. (iraj)hik. § 106 


Satz von Maxwell: 1 ) Wiihrend der Deformation dureh das 
Angriffssjstem (D leistet das AngriffsHystem ()') die- 
selbe virtuelle Arbeit wie das Angrifi'ssystem ((’) wiih- 
rend der Deformation dureh ( T). 

Aus Grleichung (16) folgt der 

Satz fiber die virtuelle Arbeit der Sfabkriifte: Die vir- 
tuelle Arbeit, die das Angriffssystem ( f) leistet, wiih- 
rend (F) das Fachwerk deformiert, ist gleicb der 
virtuellen Arbeit, welche die von (/') hervorgeruf'enen 
Stabkrafte leisten, wiihrend die Stal.e unfer dem Ein- 
fluB von (V) ihre Lange iindern. 

Diese Stabkrafte sind wiihrend dieses Vorganges nieht etwa in 
den Staben wirksam, sondern ihre Arbeit ist nine, mine HenhengrbBe. 
Wenn dennoch dem Satze diese dynainisehe Kinkleidtmg gibt, 

so hat das nur den Zweck, der Form el tltii eine ansehauliehe Deu- 
tung zu geben, die sicli leicht dem Uediichtnis einpriigf. 

Auf diesen Satzen beruht die Bereehnung der Spann kriifte in 
den stabilen Fachwerken mit liberziihligen Sfiiben, worauf wir abar 
nicht weiter eingehen konnen. Fiir weitergebemle Interessen ver- 
weisen wir auf die groBen Lehrbiicher von Hi-nneberg, Mil Her- Breslau, 
Ostenfeld und Mohr. 

1) In § 99 haben wir die „Addition u dm* Angridmu .iciin‘ ihre „ Muiti- 

plikation t; mit rcellmi Zahlen definiert. Hint* new** Art mult iplikativor YVr- 
kniipfung, und zwar von zwei Angntlksyntemen ( ' und I’ , t* rlia.lt mini dureh 
die Definition 

1 U -:< (!’ Arbeit * r 
Dann sagt der Satz von Maxwell: 

I* , - (' l' l , 

d. b. ea gilt dan kommutative Gesetz d»*r Mnltiplikatimi. A urii gi’t das dituri- 
butive Geaetz 

(U)x \(V> + ; r - r . i tr 




Zusatze und BericMigungen zum Band I, 

erste und zweite Auflage. 

(Die Verweisungen beziehen sich auf die zweite Auflage.) 

Zu den Grrundlagen der Arithmetic erster Abschnitt, 
Elementare Mengenlehre. 

Immer gewichtiger erweisen sich die Bedenken und Einwendungen 
gegen die Mengenlehre, auf der alle unsere TJntersuchungen iiber 
den Zahlbegriff fufien. Schon yor Jahren hat GL Cantor gezeigt, daB 
jede Menge von geringerer Machtigkeit ist als die Menge ihrer Teile, 
daB also hiernach die „Menge aller Dinge“ die doch auch ihre Teile 
enthalten muB, ein sich selbst widersprechender Begriff ist. 

Noch handgreiflicher hat Russel einen solchen Widerspruch 
aufgezeigt. 1 ) Es gibt Mengen oder Begriffe, die sich selbst nicht 
enthalten, wie z. B. die Menge der Zahlen, die Menge der Einwohner 
einer Stadt, ein Regiment Soldaten; und es gibt Mengen, die sich 
selbst enthalten, wie z. B. die Menge aller Dinge und besonders 
die durch negative Pradikate bestimmten Begriffe, z. B. der Begriff 
„Nicht~Mensch“. 

Versucht man nun die Menge M aller Mengen m zu bilden, die sich 
selbst nicht enthalten, so kann diese Menge M sich selbst nicht ent- 
halten, denn wenn sie sich selbst enthielte, so ware sie kein m. Sie 
muB sich aber doch selbst enthalten, denn wenn sie sich selbst nicht 
enthielte, so ware sie ein m. 

Es gibt kein Mittel, aus diesem Widerspruch herauszukommen. 
Der Ausweg, den Schonflies vorgeschlagen hat, von dem Mengen- 
begritf als unzulassig solche Mengen auszuscheiden, die sich selbst 
enthalten, befriedigt auch nicht vollig, und wiirde uns vor alien 
Dingen vor die Aufgabe stellen, genauer zu bestimmen, welche 
Mengenbegritfe zulassig sind, und welche nicht. 2 ) 

1) Bertrand Russel, The principles of Mathematics. Cambridge 1903. 

2) Schonflies, tfber die logischen Paradoxien der Mengenlehre. Jahres- 
bericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung, Januar 1906. Ygl. auch 
Korselt, ebenda April und Mai. 
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Alibiing. 


Ahnlich ist es mit deni Satz, auf den ieh mirh in nunnen Aus- 
fuhrungen im ersten Bande gestiitzt babe. t Jsi A eine beliebige 
Menge, so gibt es immer noeli Dingo /b die nieht in A enthalten 
siud" (Seite 5). Ich babe duller vermirht eineu anderen Weg einzu- 
schlagen, der zwar nicht geeignet ist, alle Dunkelheiton der Mengert- 
lebre aufzuhellen, was vielleieht iiberhaupt unmoglieh ist., der aber 
doch einwandfrei bis zum Zahlbegriff, der tms ju in der Mathematik 
yor allem interessiert, liinfuhrt. leh lasso him* die zuerst im Jahres- 
bericht der Deutschen Matliematikor-Veroinigung t' April publi- 

zierte kleine Abhandlung mit einigen Kiirzungen und VerbesHerungen 
folgen. Ich will ubrigens nicht unterlusseu zu bemerken, daB 
bereits Kant diese Widerspruehe klar gesehen und in der ,,Kritik der 
reinen VernunfV I. * * 4 ' unter deni Titel „I>ie Antinomie der reinen Ver- 
nunft“ ausfiihrlieh, weim auch in einer von unserer mat hemal inchen 
abweichenden Sprechweise, duvon gehaudelf hat. Idese Partie des 
Kants chen Hauptwerkes mbehte ich den philosophisehen Mathenmtikern 
unserer Tage angelegentliehst zum Studium emptehlen. 

Tiber Hilberts neuere Versuehe, die Logik tier Mengenlehre 
,axiomatisch“ zu begriinden, wage ieh noeh kein l rteil. 

Ich habe deni Teil der Mengenlehre, mit dem sieb die foigenden 
Zeilen beschaftigen, den Namen Kiementare Mengenlehre gegeben 
und unterscheide davon die transzendent e M engen le!i re, die sidi 
mit dem Ausbau der Idee des Unendliehen besehiiftigt. 

Die elementare M engen leh re hat es nur mit end he hen Mengen 
zu tun und stiitzt sich auf die alleralltiiglieb.-te I ariahruug, tlie mm 
derartige Mengen gii)t, z. B. die Finger der Hand, mu .Sark Kartotleln, 
ein Regiment Soldaten. Audi die Moglidikeit tier < > r * i n u u gr ist nur 
durcli die gemeine IOrfahrung gegeben, umut / i». die Finger nehen- 
einander liegen, oder die Kartotleln in lunger IumIh* au-gebreitet otler 
gewogen werden, oder die Soldaten in Reih und <J(ied anfuv. teilt .and. 
Auch die Tatsache, daB eine Menge TeiH* liain-n kami. fiitmdime ich 
dieser Erfalirung, und will nun versuehm. an- «ii«\ m Krtahrimgs 
tatsachen die Idee der /ah l herzuhiteii [ it* i- Kmnpuukf ist dabei 
der Satz von der vollstiindigen Induktnm. 

I. Geordiiete Mengen. 

1. Eine Menge lieiBt geordnet, wenn dnreh lrgend i n e 

Festsetzung hestimmt ist, welches von zw»*i s «• imc h ledenen 

Elementen dieser Menge das gr<>L>ere and w « * i < * ! 1 * * s das 
kleinere sein soli, und wenn diese Ordnung tar tirej Kir 
mente a y a a " der Menge die Bulge hat, daB, unm a k I einer 
als a 1 a kleiner als n" ist, auch <t k I einer a Is n ist. 
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Eine Menge, die so geordnet werden kann, beiBt ordnungs- 
fahig. 

Zur Erlauterung dieser Definition maehe ich folgende Bemerkungen: 

Die Worte „groBer“ und „kleiner“ sind nur der Kiirze wegen ge- 
wiihlt; man komite ebensogut „fruber“ ua(i ^gpater" „hoher“ und 
„tiefer“ „weiter rechts" und „weiter links" oder irgend ahnlicbe Aus- 
driicke brauchen. An ein physiscb.es GroBer und Kleiner braucht dabei 
nicht gedaoht zu werden. 

Uber die Bezeichnung sei nocb bemerkt: 

Bedeutet A eine Menge und a, a' zwei ibrer Elemente, so bedeuten 
(1) a < a', a' > a 


dasselbe, namlioh a ist kleiner als a, a' ist groBer als a. 1st a" ein • 
drittes Element von A., so sollen 


die Beziehung 


a < a, a < a" 

^ tr 

a < a 


y,ur Folge haben. In diesen Formeln ist das, was man GrroBen- 
charakter der Ordnung nennt, enthalten. 

1st A eine Menge ohne liiicksicht auf eine Ordnung, so wollen 
wir unte.r A dieNelbe Menge mit einer bestimmten Ordnung ver- 
stehen. 

Dali es Mengen gibt, die geordnet werden konnen, und auf mehr- 
fache Weise, zeigt die Erfalming, z. B. die fiinf Finger der Hand, 
Punkte einer geradlinigen Streeke u. s. w. Damit begniigen wir uns. 
l)i( k Frage, ol> es aueh Mengen gibt ; die nicbt geordnet werden 
kdnuen, srhieben wir der fcranszendenten Mengenlehre zu, und 
lassen sie bier unerortert. 

2. K i n e Menge It heiUt ein Teil einer Menge A, wenn 
jedes Element h von If zugleich ein Element von A ist; B 
h(‘iBt ein ee. liter Teil von A, wenn wenigstens ein Element 
in .1 existiert, daw nicht in B enthalten ist. 

1st A' ein Teil von A und A" ein Teil von A’, so ist 
aueh A " ein Teil von A. Wenn A' ein eehter Teil von oder 
A " ein eehter Teil von A' (oder beides) ist, so ist auch A ein eehter 
Teil von A. 

1st // ein ee, liter Teil von A, so gehort jedes Element und nur 
ein seiches, das in A, aber nicht in B enthalten ist, einer Menge C 
an, die wir die Krgiinzung von B zu A nennen. 

Wir seize n, uni dies Verhaltnis anzudeuten: 

A B -f C oder A = C -f B. 
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Es ist auch C ein eckter Teil von A, mid /> ist^ die Hrganzung 
■von C. Eine Menge, die nur aus einem einzigen Element benteht, 
hat keinen echten Teil. Die Erfahrung giht mis aber Beis}iiele von 
Mengen mit eekten Teilen, z. B. eine Menge von zwei Klementen. 

Sind B xmd C zwei Mengen, so kdnneit wir eine mit A B -f (] 
zn bezeicknende Menge bilden, in die wir ein Element dann and nur 
dann aufnehmen, wenn es entweder in B oder in (' foder auch in beiden) 
vorkommt. Gribt es kein Element, das zugleirh in // and in (' ent- 
halten ist, so sind B und C eckte Teile von A and die Ergiinzungen 
voneinander. 

4. Jeder Teil einer ordnungsfu Ingen Menge ist ord- 
nungsfahig. 

Ist namlich A eine geordnete Menge* und B ein Teil von A } so 
ist anck B geordnet, wenn wir festsetzen, dab irgend zwei Elements 
J, V von B dieselke GrdBenkeziehung zueinander haben, die ihnen 
in A zukommt. Wir sagen dann, /> ist naek A gen r d n et. 

5. Sind B und C geordnete Mengen, die keine eemein- 
sckaftlicken Elemente haben, so ist aaeh .1 B * C ord- 
nungsfakig. 

Gekoren niimlich zwei versehiedene Elemente a and a' von A ztt 
demselben Teil, z. B. zu B 1 so sollen sie in A ehen>o wie in B ge 
ordnet sein (a). 

Grekort aber a zu B und a zu (\ so soli n * n -ein ■ ji . 

Um nackzuweisen, daB bei dieser Anordnang von A d» r Groilen- 
ekarakter gewakrt bleibt, seien a , a, a* drei versehiedene Element** 
von A , und es sei naek der getroflenen Ordnung in A 

(T) a < ", a < tT. 

Es ist zu beweisen, daB daraus 
(2) a < n” 

folgt. Wir haben hierbei vier Kallr zu untersehnden: 

1. a gehbrt zu G* dann gehbren aaeh n ami a ' /.a wegm /b) 
und daraus folgt (2) naek der in V iesfgeseizten Ordnumr 

2. a gehort zu B , a zu f'; dann gehort wnuh-r a" wt^ii 1; 
und (/3)) zu C und folglieh ist rii naek i d befVhdmt 

3. a gehort zu 7>% T zu />, a" zu r : dann folgt winler (2) 
aus (/J). 

4. a" gehort zu Ji- dann nn'issen n and T .d*entalE zu B ge- 
koren, und (2) tolgt aus der Ordnung in li. 

Bei der durch (a) und i/j) ausgedrurkten Ordnung in .1 sagen 
wir, A sei naek (J, 0) geordnet. Ebenso kbnnen wir aaeh die Ord 
nung nach (0, S) vornehmen. 
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II. Endliche Mengen. 

1. Weim in inner geordneten Menge A ein Element a 0 vor- 
kommt, das die Eigenschaft hat, daB fiir jedes yon a 0 verschiedene 
Element a aus A 

(1) % < a 

ist, so ist <i 0 das kleinste Element in A. Es kann nicht mehr 
als ein k lei listen geben, denn ware a 0 ' ein zweites, so ware nach (1) 
a 0 < a 0 ' 7 and es konnte nicht zugleich a 0 '<a 0 sein. 

Ebenso ist ein Element a x ans A das groBte, wenn fiir jedes 
von a x verschiedene Element a 

a < a x 

ist. Es kann auch hbchstens ein groBte s geben. 

2. Kino Menge A heiBt endlich, wenn sie ordnungsfahig 
ist arid wenn sie bei jeder moglichen Ordnnng ein kleinstes 
Element hat, 1 ) 

Unsere Definition 2. verlangt von einer endlichen Menge, daB 
es immer ein kleinstes Element geben soil, aber wohlverstanden, 
diese Eigenschaft muB nicht bloB einer, sondern jeder moglichen 
Orduang der Elements von A zukommen. 

Eine geordnefe Menge A kann immer noch auf eine andere Art 
geonlnet wenlen, die vm der Ordnung A. invers heiBt, indem man 
festsctzt: wenn in A a < a ist, so soli in der invers geordneten 
Menge a * ' tt sein. Das kleinste Element in A. ist dann das groBte 
der invers geordneten Menge. und umgekehrt. Daraus folgt: 

Eine endliche Menge hat bei jeder moglichen Ord- 
nung ein groBtes El e men t. ") 

DaB tier Begrilf der eudliehen Menge, wie wir ihn hier definiert 
haben, nichts Widerspreehendes hat, lehrt die Erfahrung. 

Eine Meiure, dit* aus einem einzigon Element besteht, ist ge- 
onlnet. I )enn da es kein zweites Element gibt, so kann die Frage, 
welches <la> gniBere sei, nicht entstehen. Das eine Element ist dann 
zugleieh das groBte und das kleinste. 


t 


uim- treiVendcr, eine Holche Menge „ge 8 ehlossen“ zu 

Dry A ti'drurk „cudlichft Menge." i«t aber schon gebrauchlich und 

soli ilaliiT hrihrhaHrn urnien, . .. D 

i! In mrim-r iiuh.-rrn Mi«vilun K hal.e kh die Exxstenz ernes groBten 
Klemenfs in dir Di-liuit ton tier emllichen Mengen mit aufgenommen Herr 
. 1 . K iirsrh a S. in Hudup.^t hat mich darauf aufmerksam gemacht, daB dies 
nicht untie ht. 
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Eine Menge, die aus zwei Elementen, z. B. den Zeiehen f _ 
besteht, feann auf zwei Arteu geordnet werden: 

+ < - <>der - < r , 

aber nicht noeh auf eine dritte. Bei der erst on Ordinnig ist f das 
kleinste, — das groBte Element, bei der zweiten umgekehrt, I)i e 
elementarste Erfahrung gild ims also Beispieh* von endlielmn Mengen. 

Wemi eine endliche geordnete Mongo A huh mehr als zwei 
Elementen besteht, so gibt es auBer deiu gn liken uud deni kleinsten 
a 0 und % noch wenigstens eines, a, das der Bedingung u 0 < a < a t 
genugt. Ein solches heiBt ein inneres Element. 

4. Jeder Teil einer endliehen Menge ist ein** endliche 
Menge. 

Zum Beweise sei B ein eehter Teil von .1, und (' seine Kr- 
ganzung, also A = B + ( f . Nacli l, 4. kdnuen It und (* geordnet 
■werden. Es sei B irgend ein geordnetes //, und (' ein geordnet es ([ 
Nun gibt es, weil A endlieh ist, in dem narh < />, (A geordneten A 
ein kleinstes Element u 0 . Es ist dann u tl das kleinste Element in It: 
d.enn erstens gehort es zu It i 1, f). [i k und daB es m It kein kleineres 
Element als a 0 gibt, folgt aus I, a. -«i. Folglieh hut 11 ein kleinstes 
Element und ist endlieh. 

5. Sind B und C zwei endlirhe Men^m <»hue ge.mein- 
sanies Element, so ist auch die aus beideu /ui -*am in iMigesof zt.e 
Menge 

A It \ (' 

endlieb. 

Denn erstens ist A naeh I, f>. ordnungsfiihig, E> sei also A in 
beliebiger Weise geordnet und It und (' semu narh A geordnet. 
Da nacli Voraussetzung It endlieh ist, so gibt ♦* in /> ein kleinstes 
Element b 07 und ebenso gibt es in (' «*i n kleinstes Element Es 
sei nun nacli der in A bestehenden Onlnung »*tu a A, • / u , dann ist 

jedes von b 0 verschiedene Element a in A L*rr« * Lj**r als /» M ; denn gehort 
€j zu B ? so ist b () < a y weil //,, das kleinste Hbnomt \mi It isf , und 
gehort a zu C, so ist entweder n r {) t, u . h{»t ,/ , M h u ; dem- 
nach ist b 0 das kleinste Element in A. Kbenso r.t, swim //„ > e 0 
ist, Cq das kleinste Element in .1. E> hat al.-o A i »* * j jeder Ord 
nung A ein kleinstes Element und ist folglieh endlieh. 

6. Schnitt. Ist .1 (due geordnete endlieh» Menge \»m mehr 
als zwei Elementen und a ein iuneres Element, m» »*r/.eugt u zwei 
Schnitte in A in folgender Weise: Man nehme in It j* ** 1 ** - Element 
auf, das kl einer als a ist, und in (' jrdes Element, da^ grower 
als a ist. Das Element n selbst. nehme man etweder zu It oder 
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zu 0. Jede dit'ser Kinteilungen heifit ein Schnitt in A und a 
heiBt diis ihn erzfugen.de Element. Man setze: 

(1) = B a + g 

wenn a zu /> genommen ist, und 

( 3 ) A~B+C n , 

wenn ft zu r gehcirt. Wir setzen noch, um auch das groBte und 
kleinste Element zu berUeksichtigen: 

00 7 0„==«o, C ao ==M, 

( 4 ) I} (h -=*A, C a ^a x . 

Zi‘icsheii solltm auch in dem Falle, daB A nur aus einem oder 
auB zwei Elemmten benteht, ihre Bedeutung behalten. 

Ordncn wir /(, und (! und ebenso B und G a nach A und nennen 
b dan grd Bte Element von Ii, r dan kleinste Element von C, so ist 

(T>) b < a < Cj 

und zwisclmn b und a und ebonso zwischen a und c liegt kein Ele- 
ment aus u, dmm judos otwa vorliandene von a 7 b ? c verschiedene 
Element von .1 ware rnhvedor < ft (wenn es zu B gehort) oder >c 
(wonn os zu (' gohdrti. Daniit. ist bewiesen: 

7. In jodor grordnrten endlichen Menge A von mehr 
a Is z wei Elrmrnlen gib I, os zu jedom inneren Element a ein 
zuuaehst grlegmes kleineres Element h und ein zunachst 
grlrgnirs grd Be res El ein out r. 

I>ir Kirnn*ntr If und r lie.iBen die Nachbarelemente von a. 

Zu drm Ivlriudrn Eloimuito a () von A gibt es nur ein groBeres 
und zu dom grdBten Elonirnt u { nur ein kleineres Nachbarelement, 
und dirs gilt atudi nooh fur Mriigen von zwei Elementen. Sind b 
und r dir N arlibarrlmimio von a, so ist a das groBere Nacbbar- 
elrmrnt son b und das klrinrre Na<di bare lenient von c. 

S. I ) i* r Satz von drr vol Istsiiidigen Induktion: 

Kin a 1 1 go in r i nr r, auf jedes Element der geordneten 
rndlirhrn Mriigr A an wendbarer Satz 31 ist als voll- 
s t ii ii d i g brwirsm anzusehen, worm es gelingt, die beiden 
folgenden Puukfr darzutun: 

1. 31 gill tur das kleinste Element a 0 in A. 
ik WViiu 31 tur irgrnd ein Element b in A. gilt, so gilt 31 auch. 
fur das gr«»Brre Narhbarelement a von b. 
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• Angenommen , es sei 9( nicht Itir alle Elemente von A richtig, 
so bilden wir eine Teilmeng e C von A , in die wir jedes Element 
aufnehmen, fur das 91 nicht gilt. Die Menge r ordnen wir naeh 1 
und bezeichnen mit 6’ das kleinste Element vtm (\ Naeh der 
Voraussetzung 1. ist c von a 0 versehieden und hat folglich ein 
kleineres Nachbar element ci, fur das der Satz 91 gilt, well a nicht 
zu C gehort. Dann ist aber naeh 2. 91 aueh riehtig fiir r, and eg 
kann folglich die Menge C nicht existieren. 


HI. Abbildnng und Aquivalenz. 

1. Wenn ich in der Folge von zwei endlichen Mengen A und B 
spreche, soil immer darunter verstanden sein, dab sic keine gemein- 
schaftlichen Elemente haben. Es ist dadureh nicht ausgesehlossen, 
daB in A und B Elemente vorkommen, die objektiv identisch Hind; 
wir wollen nur tibereinkommen, sie als verschiedeu zu hezeirhnen, je 
nachdem sie zu A oder zu B gehbren. Es kbntife in diesem Sinue 
selbst B ein Teil von A oder mit A dem tatsiiehliehen Inhalte naeh 
identisch sein. 

2. Definition. Zwei endliehe Mengen A und A* heiBen iiqui 
valent, wenn sie so miteinander in Verhiudimg gebraeht werden 
konnen, daB jedes Element a von A mi i einem Element X von X 
ein Paar bildet, und daB jedes Element a von X in «unt*m und nur 
in einem dieser Paare vorkommt (z. H. die Finger der reehten und 
linken Hand). Die Aquivalenz ist also gegenseit ig. Wir drunken 
sie in Zeichen so aus: 

A ~ .1 , A ^ A. 

Sind die die Aquivalenz begriindenden Yerbindungen zwisrhen den 
Elementen von A und X hergestellt, so sagen wir. A' sei auf A 
abgebildet und nennen zwei verhundene Elemente aueh ent 
sprechende Elemente. 

3. Sind zwei Mengen A' und A” mit einer dritten A 
‘Equivalent, so sind sie aueh unt.ereinander iiqui valent Demi 
ist in der Aquivalenz A' ^ A das Element a m it a verbumlen und 
in A ~ A das Element a" mit u, so ist dadureh aueii a mit diesem 
bestimmten n verbunden, und ebenso mngekeiirt lrgemi t*in <t' mit 
einem bestimmten a. 

Denken wir uns im Sinne von Nr. 1 eine Mmigt* A zweimal 
gesetzt, so konnen wir sagen, daB jede Menge sieh selbst iiqui- 
valent ist. 
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1st die Menge A. geordnet, so kann jede aquivalente Menge A r 
gleichfalls geordnet werden, indem man, wenn a < b Elemente yon A 
sind, den entsprechenden Elementen a und V in A ' dieselbe GroBen- 
beziehung gibt. Dem kleinsten und grofiten Element a 0 und a x von 
A entsprechen dann das kleinste und grofite Element a' und a x 
von A'. Daraus folgt: 

4-. 1st A eine endliche Menge, so ist jede mit A aquD 
valente Menge gleichfalls endlicb. 

Wenn irgend eine Menge M mit einer Menge A und zugleich 
mit einem Teil A' von A aquivalent ist, so konnen wir im Sinne 
von Nr. 1 sagen, daB A mit einem Teil A' von sich selbst ’aquivalent 
ist. Es gilt dann der Hauptsatz: 

5. Eine endliche Menge A kann nicht mit einem echten 
Teil von A aquivalent sein. 

Zum Beweise wenden wir die vollstandige Induktion an. Sei also 
A irgendwie geordnet ; und wir bebalten die Bezeiehnung von II, 6. 
bei. Der zu beweisende Satz ist dann richtig fur die Menge B ao = a 0 , 
denn (liese Menge bestebt nur aus einem Element und bat keinen 
echten Teil, ist also auch nicht einem echten Teil von sich selbst 
aquivalent. # 

Sei I) irgend ein Element von A und b < a L , und es sei unser 
Ratz als richtig erkannt fur die Menge B b , d. h. es sei B b nicht 
einem echten Teil von sich selbst aquivalent. Es sei a das grofiere 
Nachbarelement von b. Ist dann B a einem echten Teil B a ' von sich 
selbst aquivalent, so sind drei Falle moglich: 

cc) B a f enthalfc nicht das Element a. Das Element a in B a wird 
dann einem anderen Element a in B a ' entsprechen, das zu B b gehort. 
Ist dann B a ' = B b + a', so ist B b ' ein echter Teil von B b , und da 
B a = B b -j~ a ist, so ist, wenn wir die verbundenen Elemente a, a 
aus B a und B a ' entfernen, eine Abbildung von B b auf B b hergestellt, 
die nacb Voraussetzung nicht moglich ist. 

j{) B ( ' enthiilt das Element a, und dieses Element entspricht sich 
selbst in der Abbildung von B a und B a r . Dann ist B a ' = B b + a 
und I),' ist wieder ein echter Teil von B h , da B a ' ein echter Teil 
von li n sein soil. Uurch Entfernung des mit sich selbst verbundenen 
Elementes a ist also wieder eine Abbildung von B b und B b hergestellt, 
die nicht moglich sein soli. 

y) B^ entlialt das Element a , aber in der Abbildung von B a auf 
B t ' entspricht dem a, als Element von B a gefaBt, das Element a von 
B bJ und als Element von B a ' gefaBt, das Element a” von B b (a und 
a" konnen identisch sein, sind aber von a verschieden und daher in 
B h enthaiten). Ich lasse nun alle Verbindungen in der Abbildung 
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yon B a auf B a ' bestehen mit Ansnahme der Verbindungen a a und 
a " a , f)iese lose ich und verbinde a mit a unci /*' mit a\ Dann ist 
wiederum JB a auf JBJ ahgebildet, und ich bin auf den I 1 nil (i zuruck- 
gekommen. 

Hiermit ist die Aussage ?( fiber das Element a, namlieh Ji a ist 
nicht mit einexn echten Teil seiner selbst aquivalent‘% erwiesen fur « 0; 
ferner fur a, unter der Voraussetzung, daB sie fur h gilt. Es aind 
also die Yoraussetzungen der vollstiindigen Imluktion orfullfc, und der 
Satz ist also aueh richtig fur a 1; d. h. fur die Menge A selbst. 

6. Es seien nun A und M irgend zwei endliehe Mengen. Dunn 
gibt es drei Moglichkeiten: 

V) A aquivalent mit 31, 

2) A aquivalent mit einem echten Teil J/ von M, 

3) M aquivalent mit einem echten Teil A ' von A. 

Wir wollen nachweisen, dab von diesen drei Moglichkeiten imrner 
nur eine zutreffen kann, daB uber auch eine immer zutndien muB. 

Das erste folgt aus dem Satz f>, denn ist, A ^ Jf und .1'^ .V, 
so ist auch A ~ A', was nach 5. unrnbglieh ist. also ist 3i und 
ebenso 2) dnrch 1) ausgescblossen. 

Wenn aber A ^ 31' ist, so kann nicht A ^ M sein, weil sonst 
Jf ^ Jf ' ware; also ist 1) durc.h 2) ansgeschlossen, utid ebenso ist es 
durch 3) ausgeschlossen. 

DaB aber auch 2) und 3) nicht zusaminen bestehen konnen, nielli 
man so ein: Es sei A auf 31/ ahgebildet; dami ist zugleieh A* auf 
einen Teil 31" von 31/ ahgebildet, also A' ^ M'\ und M" ist ein 

echter Teil von Jf. Ware nun zugleieh .)/, m> wi'rn* M ^ M’\ 

entgegen dem Satze f). 

7. Urn nachzuweisen, daB, wenn A und M endlirhe Mengen sind, 

immer eines der drei 1) 2) 3) eintreten muB, nehmen wir an, es 
treffen 1) und 3) nicht zu, es sei also M wrder mit A nneh mit 

einem Teil von A aquivalent, und es ist zu '/eigen, daB dann A in it 

einem Teil von Jf aquivalent sein muB. 

Dazu hilft uns wieder die vollstiindige Imluktion. Es -eion A 
und Jf irgendwie geordnet, und es werden die Be/eirhuungen v»m 
II. 5., 6. beibehalten. 

Es ist dann zunaohst klar, daB Ii ti> a u auf einen Teil von ,)/, 
etwa auf das kleinste Element von ;]/ , abldbibar ist. 

Es sei li b auf einen Teil 31' von M ahgebildet. Es muB dann 
Jf von M verschieden sein, weil nac.h Yoraussetzung .1/ mit keinem 
Teil von A aquivalent sein soil. Denmark gibt **s ein Element m 
von 31, das nicht in 31/ enthalten ist Wir verbinden n mit m' und 
haben JB a — -f- a auf M'-j- w! ahgebildet. 31 • n/ ist aber wieder 
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ein Teil von M und zwnr ein echter (nach der Voraussetzung). Es 
ist also B a auf einon echten Teil von M abgebildet und damit 
sind die Yoraussetzungen der vollstandigen Induktion erfullt. Setzen 
wir also a = u i} so folgt, dafi A mit einem Teil von M aqui- 
valent ist. 

Wir walden znr Bezeichnung von 1), 2), 3) die Zeichen 

1) A~M, 2) A -< M, 3 ) M-< A 

oder 

1 )M~A } 2)M>A , 3 )A>M. 

Es ergibt sich unmittelbar, wenn A, B nnd M endliche 
Mengen sind: 

Ist B -< A und A -< M , so ist auch B -< M. 

1st B > A „ A > M, „ „ B > M. 

IV. Zahlen. 

1. Bei der Schaftung des Zahlbegriffs gebe ich aus von einer 
beliebigen endlichen Menge A und gebe dieser einen Namen oder ein 
Attribut a ; das ich ihre Zahl nenne, und setze dabei fest, daB jede 
rriir etwa vorkommende, mit A iiquivalente Menge denselben 
Namen a haben soil, daB aber dieser Name auch nur den mit A 
aquivalenten Mengen zukommen soli 

Gehe ich statt von A von einer mit A aquivalenten Menge A r 
aus und gebe dieser den Namen a, so erhalt A denselben Namen. 
Dieses a lieiBt dann die gemeinschaftliche Zahl aller mit A 
aquivalenten Mengen. Es ist hiernach die Zahl nicht anfzufassen 
als die Gesamtheit oder die Menge aller mit A aquivalenten 
Mengen; denn dies© Menge kenne ich nicht. Es ist cc die Idee der 
durch A bestimmten Klasse, wenn ich irgend zwei aquivalente 
Mengen als derselben Klasse angehorig bezeichne. Die Bediirfnisse 
<l<*s Lebens zwingen uns zur Bildung dieser Ideen und die einfachsten 
von ihnen, „eins“ „zwei“, „drei“ sind jedem Kind gelaufig und auch 
im vorhergehonden benutzt. 

2. Sind A und B irgend zwei endliche Mengen, und a 7 (3 ihre 
Zahlen, so setzen wir 

1) a — p, wenn A ~ B {a gleich ($) 

2) a < ft , „ A -< B (a kleiner als /5) 

3) a > jij „ A >- B (a groBer als /J). 

Die Zahlen sind hierdurch der GroBe nach geordnet und zwar 
mit GroBencliarakter (I, 2.). 
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3. 1st a irgend eine Zahl, so hilden die Zahlen, die 
kleiner als a oder gleich a sinel, fine emllirh** Menge von 
der Zahl a . 

Dies ergibt sich wilder huh der vullstiindigen Imluktion. Wir 
nehmen eine geordnete emlliehe Menge .1 und benutzen die friihere 
Bezeichming. Der Satz ist dann riehtig filr 11, , dem die Zahl 1 
zukommt. 

Es sei a ein beliebiges, von a u vcrsehiedmrs Element, mid h Hein 
kleineres Nachbarelement. Die Zahlen v*»n H ond fi, -emu fi mul 
Unser Satz sei riehtig ftir B b \ dams bar die Meng* der Zahlen, die 
kleiner als ft oder gleich ft sind, dieselbe Zahl wie ll t% also und 
wir konnen diese Zahlen auf die Klemente von //, beziehen. Beziehcn 
wir noch die Zahl /} auf das Element «, so ergibt sirh die Riehtig- 
keit des Satzes fur Ji a und damit also aueh tor A , 

Geben wir dem Element a selhst tl#*n Nauien der Menge ^ 
also fi (mit einem Znsatz: das /dte% «<» erhulfeii wir die Onluungs- 
zahlen. 

4. Wenn man zwei endlirhe Meiigeu // und t «dme g«nueinsune8 
Element mit den Zahlen ji und y zu euier lino n Menge i vereinigt, 
die dann nacli II. 5. gleichfalls endlieh ist, ond die Zahl t. hnhrn 
rnoge, so ist a durch fi und ;* voINtiindig 1»» timmt und man setzt 
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7. Nach Nr. 2 lassen sich die Zahlen zwar mit GroBencharakter 
ordnen, da von irgend zwei verschiedenen Zahlen stets entschieden ist, 
welche die groBere ist. Sie bilden aber keine endliche Menge; 
deim es ist mir keine endliche Menge bekannt, ans der ich nicht 
durch Hinzufugnng eines weiteren Elementes eine neue Menge bilden 
konnte, die eine groBere Zahl hat. Ja ich kann mir die Moglichkeit 
einer solchen Menge nicht einmal vorstellen, wenn ich auch weiB, daB- 
sie fur inich als Individuum einmal erscheinen wird. Hiernach gibt 
es keine groBte Zahl. 

Urn die Menge aller Zahlen aufzufassen, miiBte ich mir einen 
Geist denken, dem meinigen vollig gleich, aber unveranderlich und 
von unbegrenzter Dauer. 

Zu § 6 9, 6. (Seite 229.) 

Der Eisensteinsche Satz, nach dem eine Funktion 
fix) = x n + a 1 x n '~ 1 + h a n 

irreduzibel ist, wenn alle Koeffizienten a ± , a 2 , . . a n durch eine 
Primzahl p teilbar sind, der letzte von ihnen, a nJ aber nicht durch p 2 , 
ist besonders geeignet ; die Irreduzibilitat der Kreisteilungsgleichung 

4- + • • • + # + 1 *= 0 

auf die einfachste Art zu beweisen. Setzt man namlich x — 1 = 
so ist 

__ — 1 __ (z + lf-1 

^ p X — 1 i 

= + JBi P) 0P- 3 + ■•■■ + 4-1 • 

Die Binomialkoeffizienten B'f 1 , JB ! 2 p \ . . ., B/L 3 sind aber alle 
durch p teilbar, der letzte, = P> aber nicht durch p*. Die Yor- 

aussetzung des Eisensteinschen Satzes ist also erfullt und die 
Irreduzibilitat von X p erwiesen. 

Zu § 136: Konvergenz eines unendlichen Produktes (Seite 471). 

Bei Nr. 3 (Seite 472) hatte hinzugefiigt werden niussen, daB der 
Grenzwert von 

( h + fe + ‘ * * + Qn 

fur ein unendlich wachsendes n kleiner als 1 sein soli, weil sonst 
Lim Q n = Q Null werden konnte und die Betrachtung in Nr. 4 ver- 
sagen wiirde. 

Da aber in bezug auf die Konvergenz oder Divergenz eines un- 
endlichen Produktes nichts geandert wird, wenn von Anfang an eine 

W « 1 1 o t e i n III. 4:2 
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beliebige Mengo von Fakt«»ren ueni.-n. s<> dnrf diese An- 
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Seite 31 Zeile 17 v. u. lies Situationseck statt Summationseck. 

„ 33 „ 20 v. u. lies Situationseck statt Summationseck. 

„ 136. Zu § 24, 4. 

Die auf das Gastker mo meter bezogene Temperatur- 
skala benutzt zur Definition der Gleickkeit von Temperatur- 
intervallen nnd der Temperatureinlieit direkt das Gay- 
Lussaescke Gesetz. So oft ein Volumen v nm v 0 /a steigt, 
ist die Temperatnr um einen Grad gewacksen. Hier ist 
a == 273 nnd v 0 nicbt das jeweilige Volumen, sondem das 
Volumen der Gasmasse beim Schmelzpunkt des Eises. 
Diese Einheitsdefinition ist im Text nickt geniigend ker- 
vorgekoben. 

„ 160 Anmerkung lies Lussac statt Lassac. 

„ 226 Zeile 11 v. u. lies ft' statt ft. 

„ 500 „ 9 v. o. lies r t statt t. 

„ 504 „ 17 y. u. lies d statt z/. 

„ 504 „ 10 y. n. lies d statt S. 
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Fehler, mittlerer 396. 

— systematischer 386. 

— wahrscheinlicher 392, 396. 
Fehlerquadrate , kleinste Summe der 

395. 

Feldintensitat, elektrische 177. 

Fermat 355. 

ferromagnetische Korper 258. 

Feuerbach 435. 

Fiedler, W. 453. 

Flachennormale 501. 

Finch tpunkt 409. 

Foppl, A. 606. 

Fortpflanzungsgeschwindigkeit des Lich- 
tes 278. 

freier Fall 95 ff. 


HaentzBchel 446. 

Hauptlagen der GuuBsehen magn.Messung 
; 263. 

Hauptlinien 471. 

Hauptsehnitt 502. 

' Hebei des Kriiftepaares 73. 

Hebelgesetze 51 if. 

Helmholtz, H. L. F. v. 147. 
Hennebergsehe Met bode 633 ff. 

Hertz, II . 303. 

Hessesche Normal form 13, 14. 

Heumann, (\ 493. 

Hilfstafel 479. 

historische Entwir kiting des Energies 
prinzips 144. 

Hookesehes Genet/. 639 if. 


Fundamentalsatz yon Pohlke 413. Horizaiitalintensitat 264. 


Galvani, L. 246. 

„GauB u (Einheit des Magnetfeldes) 257. 
Gaufisches MaBsystem 257, 302. 
Gegenpaare 19, 20. 

— aquivalentes 22. 

— eigen tliche und uneigentliche 19. 
Geometrographie 446. 
Geschwindigkeitsplan 610 ff. 
Geschwindigkeitspol 610. 
Geschwindigkeit und Beschleimigung 

86 ff. 

Gesetz, assoziatives und kommutativen 
bei der Yektoraddition 6, 26. 
Gesetzmiifiigkeit 356, 358. 

Gestalt, wirkliche eines Dreieeks 481. 
Gewicht einer Beobachtung 383, 390. 
GewiBheit 361. 
gleicharmiger Hebei 52. 

Gleichgewicht auf der schiefen Kbene 
71 ff. 

— nicht unterstiitzter Systeme bei par- 
allelen Kraften 59 ff. 

— schwerer Systeme 343. 
Gleichgewichtsbedingungen 518. 
Gleichheitsbegriff der Zeit 82. 
gleichwertige Klassen 360. 

Gliedernng, Gliederungszahl 600. 
Gramm 94. 

Gramm - Zentimeter - Sekunden - System 
301. 

Grammescher Ring 295. 

Grammgewicht 95. 

Gravitation skonstante 95, 105 114 

123. . 

Grenzfall beim Fachwerk 595, 606. 
GroJBe, absolute eines Vektors 5. 

— "wahre eines Winkels 483. 
GroBenordnung 608. 

Grundgesetze der Induktion 268. 
GrundriB 417, 440, 453. 

GrundriBebene 453. 


Hiille, eiektrisch ieitende 216. 

Huyghens 355. 

Ideale Knoten am Fachwerk 627. 
Induktion, elektrische und magnet incite 
268. 

Induktionskoeffizient 300 . k 

induzierte xuagnetomotorinehe und elek- 
tromotoriselie Arbeit 282. 
inlinitesimal 608. 

1 intluenzelektrischc Ladung 225. 
inhomogene Medicn 217. 

Inklinatinn, magnet incite 261. 
instabiles Fachwerk 59o, 601, 624. 
Irrationalzahlen, genii herte iterechnung 
der 402. 

Irreduzibilitat der Kreisteihingsgleiehung 
657. 

isoklin 598. 

isopiestische Kurven 164. 

Isothermen 164. 

„Joule“ (Einheit der Strumenergiej 
256. 

.Joule, J. F. M7. 

Joulesche Wiirine 25s. 

Kalorie 138. 

Kant 646. 

kapillare Kriiftc 314. 

— Kohren 349. 

Kapillarkonstante 3 15. 

Kausalitat 355. 

Kepler, .1. 115. 

Keplernche Geset/.e 115 th 
K-Faehwerk 573. 
kineinatische Met bode 623. 

' kinetische Energie 129. 

Kirchhoff, G. K. 254. 

1 KirchhoffHche Geset/.e 254. 

, Knotenpunkte des Faehwerks 549, 551, 
552, 590, 594, 603. 
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Kompensationsladung 212. 
Komponenten 10, 69, 87. 
kontakt elektris cbe Krafte 244. 
Konzentrationskette 249. 

Koppel 62. 

Kraft 90 ff. 

Krafteck 516. 

Krafte ckverfahren 562 ff. 

Krafte und Gewichte 50 ff. 
KraftemaBstab 515. 

Kraftemittelpunkt 62. 

Kraftepaar 62, 72 ff. 
Kraftepaarmethode 625. 
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